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Heber  die  Stabilität  der  Schilfe. 

Von 

dem    Herausgeber« 


Einleitung. 

Die  för  die  Schiflbbaukunst  so  wichtige  Lehre  von  der  Stabi- 
lität der  Schiffe  bt  mit  der  'allgemeinen  physikalischen  oder  me- 
ehanischen  Lehre  von  der  Stabilität  scnwimmender  Korper  im 
Ganzen  einerlei^  und  daher,  abgesehen  von  ihrer  grossen  prak- 
tischen Wichtigkeit,  von  so  allgemeinem  Interesse,  dass  eine  auf 
einige  Ei^enthümlicbkeit  Anspruch  machende  Darstellung  dersel- 
ben an  diesem  Orte  wohl  gerechtfertigt  erscheint.  Was  die  im 
Folgenden  gegebene  Behandlung  dieser  wichtigen  und  interessan- 
ten Lehre  betrifft,  so  weiss  ich  sehr  wohl,  dass  sich  dieselbe 
aas  noch  allgemeineren  Gesichtspunkten,  als  hier  geschehen  ist, 
namentlich  in  analytischer  Bezienung,  auffassen  lässt;  ich  hatte 
aber  für  jetzt  die  Absicht,  mich  möglichst  dem  Bedürfnisse  der 
Praxis  anzubeouemen  und  mich  eben  nur  auf  das  lür  den  prakti- 
schen Crebraucn  Wichtigste  zu  beschränken,  -wozu  mir  eine  in 
höchster  analytischer  Allgemeinheit  durchgeführte  Behandlung  we- 
niger geeignet  schien.  Auch  habe  ich  einiges  Bekannte  aus  der 
altgemeinen  analytischen  Mechanik  aufgenommen,  um  nichts  wei- 
ter als  die  Lehren  der  Statik,  namentlich  die  sechs  allgemeinen 
Bedingongsgleichungen  des  Gleichgewichts,  als  bekannt  voraus- 
zusetzen« Bemerken  will  ich  aber,  dass  bisher,  namentlich  von 
Bouguer  im  Traitö  du  navire  und  von  Euler  in  der 
Scientianavalis,  wo  wohl  überhaupt  die  erste  wissenschaft- 
liche Begrünchmg  dieser  wichtigen  Lenre  gegeben  worden  ist, 
immer  bloss  "der  eingeschränkte  Fall  unendlich  kleiner  Drehun^s- 

Theil  XV.  \ 


winke!  in's  Aage  gefasst  worden  ist,  was  mir  für  den  praktischen 
Gebrauch  nicht  ganz  hinreichend  zu   sein  scheint.    Deshalb  habe 
ich    im  Folfi^enden  bei  den    allgemeinen  Gesetzen   diesen  einge- 
schränkten Gesichtspunkt  verlassen ,  und  glaube  gezeigt  zu  haben, 
dass  diese  Gesetze  nur  sehr  wenig  von  ihrer  Einfachheit  verlie- 
ren,   wenn   man  dem    Drehungswinkel    eine  endliche   bestimmte 
Grosse  giebt,  was  mir  namentlich  für  die  Schiffsbaukunst  wichtig 
zu  sein  scheint    Und  wenn  ich  auch  glaube,  meine  folgende  ana- 
lytische Entwicklung  als  eine  mir  ganz  eigenthi'imliche  beanspru- 
chen zu  dürfen,    so  darf  ich  doch  auch  nicht  unbemerkt  lassen, 
dass  schon  Atwood  in  einer,  wie  ich  weiss,  namentlich  in  Ene- 
land  sehr  geschätzten  Abhandlung,  die  man  in  den  Philosoph i- 
cal  Transactions  findet,    deii   eingeschränkten   Gesichtspunkt 
unendlich  kleiner  Drehungswinkel  aufgegeben,    und  zu  Drehungs- 
winkeln von  einer  endlichen  bestimmten  Grosse  sich  erhoben  hat. 
Seine  Darstellung  ist  aber,  wie  dies  in  Elngland  früher  fast  immer 
sewöhnlieh  war,  durchaus  synthetisch,    und  gelangt  nicht  zu  der 
Allgemeinheit  der  Betrachtung,    welche  die    analytische  Darstel- 
lungsweise zu  gewähren  im  Stande  ist,    wenn  auch  das  sonstige 
Verdienst  solcher  synthetischen  Darstellungen  von  mir  keineswegs 
in  Frage  gestellt  werden  soll.     Um  übrigens  diese  Abhandlung 
für  jetzt  nicht  zu   weit  auszudehnen,   habe  ich  mir  verschiedene 
specielle  Anwendungen  der  in  derselben  entwickelten  allgemeinen 
Lehren  für  einige  spätere  Aufsätze  vorbehalten  müssen,   und  be- 
merke  schliesslich  nur   noch ,    dass  auch  die  unmittelbar  mit  der 
Stabilität  zusammenhängende  allgemeine  Theorie  des  Rollens  oder 
Schlingerns   und   Stampfens  der  Schiffe    (le  roulis  et  le  taiigase) 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  gegeben  worden  ist,    um  in  der- 
selben auch  hierfür  eine  theoretische  Grundlage  für   einige  später 
folgende  specielle  Anwendungen  zu  gewinnen.    Eine    noch  allge- 
meinere analytische  Behandlung  behalte  Ich  gleichfalls  einer  spä- 
teren Abhanalun«:  vor. 


§.  1. 

Bevor  wir  zu  dem  eigentlichen  Gegenstande  dieser  Abhand- 
lung übergehen,  wollen  wir,  um  derselben  eine  mSglichst  allge- 
meine Verständlichkeit  zu  sichern,  die  allgemeinen  Gleichungen 
der  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern  entwickeln,  ohne  daliei 
andere  mechanische  Sätze  als  die  bei  dieser  Entwickelung  nicht  fen 
umgebenden  Principien  der  Statik  oder  Gleichgewichtslehre  vor- 
auszusetzen, weil  ohne  die  Kenntniss  der  in  Rede  stehenden  ali- 
gemeinen Gleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  von  Korpern 
und  einiger  daraus  abgeleiteter  Sätze  eine  v5llig  deutliche  iDnd 
gehörig  wissenschaftlich  begründete  Einsicht  in  das  Folgende 
nicht  erlangt  werden  kann,  die  Kenntniss  dieser  allgemeinen  Glei- 
chungen der  Bewegung  ^ines  Systems    von  Körpern  aber  auch 


3 

Mch  fSSr  t^rseMedtfM  «and«H>  ^egenstfinde  der  nautiselieB  Wte- 
«BMdiliikli)  die  wir  iffläieÄii^  Mn  h^Bfmiewn  Abhawildiigen  «a 
besprechen  deoKcn,  von  grosser  Wichtigkeit  ist. 


Sw2. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  annehmen ,  dass  die  Schwerpunkte 
einef  beliebigen  Anzahl  von  Korpern  zu  einem  Systeme  mit  ein- 
snder  verbunden  seien ,  und  wollen  uns  zu^eich^  was  bekanntlich 
ver^dattet  ist,  die  Massen  dieser  Korper,  welche  durch 


m,  mi,  Ufa,  m^»  fn^9 


bezeichnet  werden  roigetl,  in  ihren  respectiven  Schwerpunkten 
vereinigt  denken,  wodurch  das  in  Rede  stehende  System  von 
Korpern  auf  ein  blosses  Syisrtem  materieller  Punkte  reducirt  wird. 

Setzen  wir  nun,  dass  auf  alle  diese  Punkte  Krllte  wirken, 
welche  denselben,  wofern  .  sie  nicht  unter  einander  verbunden 
wären,  durch  momentane  Wirkungen  nacli  gewissen  bestimmten 
lUohtungen  respective  die  Geschwindigkeiten 


tC,   Uly  U2f   Ihs   »4, 


ertheilen  würden;  so  werden  dieselben  wegen  ihrer  Verbindung 
mter  einander  sich  nicht  mit  diesen  Geschwindigkeiten  nach  den 
entsprechenden  Richtungen,  sondern  nach  gewissen  anderen  Rich- 
tungen mit  gewissen  anderen  Geschwindigkeiten ,  die  wir  respec- 
tive durch 


«?»   «1»   «?2>    ^3*   ^4> 


bezeichnen  wollen,  bewegen.  Denken  wir  uns  die  Kräfte,  welche 
nach  ihren  Richtungen,  wenn  man  sich  die  in  Rede  stei^nden 
Punkte  nicht  unter  einander  verbunden  denkt,  sondern  jeden  der- 
selben als  einen  freien  Punkt  lansieht»  die  •Gesohwindigkeiten 

bervotbringen,  aus  den  Klüften ,  welche  nach  ihren  RicUungen 
die  Geschwindigkeiteii 


r,  ri,  t?a,  v^,  ©4, 


hervorbringen,  und  gewissen  anderen  Kräften,  die  nach  gewissen 
Richtungen   die  Geschwiedigkeitefi 

tO,  tO'i  ,  W29  Vfz*  ^4'   

hervorbringen,   zusammengesetzt,  so  kCnnen  wir  statt  des  ersten 
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Systems  von  Kräften  die  beiden  anderen  Syntenie  setzen.  Da  es 
sieh  bier  nur.  um  eine  momentane  Wirkung  der  Kr&fte  ibandelt» 
80  sind 

mu,  tniUi,  m^u^y  m^u^,  m^u^y....; 

mVf   TtiiVi,  W^P^»   ^^3»    W4tJ4,,.... ; 

mw,  tniWi9  tn^w^y  fn^w^y  m^w^y 


•••• 


die  Maasse  der  auf  die  einzelnen  Punkte  in  den  drei  Systemen 
von  Kräften  wirkenden  Kräfte,  oder  die  sogenannten  Quantitäten 
der  Bewegung;  und  es  brinsen  also  unter  allen  Bedingungen,  man 
mag  sich  die  Punkte  des  Systems  als  frei  oder  als  unter  einan- 
der verbunden  denken,  die  Kräfte  . 

mvy  mi^if  m^v^,  w^»3>  tn^p^y  ; 

mwy  miWiy  nijtos,  ^tos,  m^w^y  

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

mUy  ntitiiy  tn^u^f  fn^^y  m^u^y  

Denkt  man  .sieh  aber  die  Punkte  als  unter  einander  verbunden, 
so  bringen  die  Kräfte 

mvy   wii^i,  rn^v^y  fn^v^y  m^v^y  

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

mUy  tniUiy  m^u^y  m^y^y  w^u^y  

Also  brineen,  wenn  man  sich  die  Punkte  des  Systems  unter  ein- 
ander verDunden  denkt,   die  Kräfte 

mVy  "tiVi  ,  ^12^2,  in^tizi  ^4^4  >  

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

mVy  fni^iy  tn^v^y  111393,  m^v^i^»;^ 

mWy  fniW\y  fn^W2,y  fn^w^y  m^^y  .*.. ; 

woraus  sich  ergiebt,  dass  unter  derselben  Voraussetzung,  wenn 
man  sich  nämlich  die  Punkte  des  Systems,  wie  es  übrigens  auch 
schon  der  Begriff  eines  Systems  an  sich  fordert,  unter  einander 
verbunden  denkt,  die  Kräfte 


•••  •• 


mwy  niiWiy  m^vf^s  tn^w^y  m^w^y 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  ferner  auf  der  Stelle  ganz  von  selbst, 
dass  an  den  zu  einem  Systeme  verbundenen  Punkten  auch  sowohl 
die  Kräfte 


und  die«  in  Bezu^  auf  ihre  ursprünglichen  Richtungen,  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen  wirkena  gedachten  Kräfte 

fittJ,  miVi,  Tn2V29  w«3f?3,  m^v^,  ....; 

als  auch  die ,  in  Bezug  auf  ihre  ursprünglichen  Richtungen ,   nach 
entgegengesetzten  Richtungen  wirkend  gedachten  Kräfte 

mUf  miUi,  I7i2«2>  ^8^9  m^u^t  .... 
und  die  Kräfte 


unter  einander  im  Gleichgewichte  sein  müssen« 
Die  Kräfte     * 


mu ,  7it|tfi  9  m^ti^  •  1113%  9  fn4^^ ,  ..... 

man    die   ursprünglich    mitgetheilten  Quantitäten 
er  Bewegung  zu  nennen;  dagegen  nennt  man  die  Kräfte 


üJfi 


mv ,  miViy  m^v^ »  tn^v^ »  m^v^ , 


die    wirklich  Statt   findenden  Quantitäten    der  Bewe- 
gung; endlich  heissen  die  Kräfte 

mwy  niiWi,  m^w^f  pf^w^y  m^w^,  ..... 

ilie  gewonnenen    oder  verlorenen  Quantitäten  der  Be- 
wegung. 

Hit  Rücksicht  hierauf  lässt  sich  das  Vorhergebende  in  dem 
folgenden  Satze  zusammenfassen: 

1.  In  jedem  Systeme  materieller  Punkte,  welche 
▼OD  beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  soUicitirt 
werden,  findet  zwischen  den  ursprünglich  mitgetheil- 
ten Quantitäten  der  Bewegung  und  den,  in  Bezug  auf 
ihre  ursprünglichen  Richtungen,  nach  entgegengesetz- 
ten Richtungen  genommenen  wirklich  Statt  findenden 
Quantitäten   der  Bewegung  Gleichgewicht  Statt 

2.  In  jedem  Systeme  materieller  Punkte,    welche 
.  von  beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  soUicitirt 

werdeUj  findet  z'wischen  den,  in  Bezug  auf  ihre 
arsprünglicben  Richtungen,  nach  entgegengesetzten 
Rientungen  genommenen  ursprünglich  mitgetheilten 
Quantitäten  der  Bewegung  und  den  wirklich  Statt  fin- 
denden Quantitäten  der  Bewegung  Gleichgewicht  Statt. 

3.  In  jedem  Systeme  materieller  Punkte,  vvelcfae 
von  beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  soVVW^VwV. 
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werden,  findet  zwi^eben  deo^  gewennen^^n  und  verlore- 
nen Quantitäten  der  Bewegung  Gleichgewicht  Statt 

i 

Dieses  sehr  wichtige^  allgemeine  Principe  durch  welchQ^  4io 
Möglichkeit  dargeboten  wird^  jede  Frage  über  die  Bewegung  eines 
Systems  materieller  Putkte  zu  Qiner  blussen  Aufgabe  Aber  das 
Gleichgewicht  zu  machen^  oder  überhaupt  die  Probleme  der  ße- 
weppungslehre  auf  die  Prebleme  der  Gleichgewichtslehre  suruckr 
zuführen,  wird  nach  seinem  Erfinder,  dem  berüfavten  fraasdsU 
sehen  Philosophen  und  Mathematiker  d*Alenibert,  das  d'Alem« 
bert'sehe  Princip  in  der  Mecb^.»lk  genannt.  Wir  wollen  das- 
selbe nun  zu  der  Lntwickelung  der  allgemeinen  Gleichungen  der 
Bewegung  eines  Systems  von  Körpern  anwenden. 


§.  3. 

Die  einzelnen  Punkte  des  im  Vorhergehenden  betrachteten 
Systems  wollen  wir  von  jetzt  an  der  Kü^xe  wegen  durch  ^le  eoC* 
sprechenden  Massen,  also  durch 

bezeichnen,  und  wollen  annehmen,  dasa  am  Ende  einer  gewissen 
Zeit  t  die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  ein  beliebig 
angenemmenes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  respeoitiiie 

^»  y»  ^9  ^i>  ^1»  2:1;  ^2,  y2>  22;  ^Ts,  5^3,  23;  .... 

seien,  indem  wir  alle  diese  Coordinaten  als  Functionen  der  Zelt 
t  betrachten. 

Von  allen  Punkten  des  Systems  wollen  wir  jetzt  als  ReprS- 
sentanten  der  übrigen  nur  einen,  etwa  den  Punkt  m,  in'^  Auffe 
fassen,  bemerken  aber  sogleich >  dass  die  ganze  folgende  Betra^^ 
tung  völlig  in  derselben  Weise  auf  jeden  anderen  Punkt  des  Sy- 
«tenis  anwendbar  sein  wird.  Am  fTnde  d^r  Zeit  t,  yf(^  bel^nnt- 
lieb  Xt  y^  z  die  Coordinaten  des  Pimktes  m  sind»  sei  v  die  iii 
Folge  der  Bewegung  des  Systems  wirklich  Statt  findende  Gq* 
sdiwindigkeit  des  Punktes  m,  und  s  sei  der  Weg,  webbeii  4i^ 
sei  Punkt  bei  der  Bewegui^  des  Systems  in  der  Zeit  t  zurüdc- 
gelegt  hat  Lä^st  man  die  ^eit  t  um  4t  wachsen,  so  wird  $  um 
/Is  wachsen,  und  da  mao  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  la 
dem  Zeitintervalle  M  mit  desto  grösserer  Genauigkeit  als  constaüt 
oder  seine  Bewegung  in  dem  Zeitintervalle  M  mit  desto  ^tösse- 
rer  Genauigkeit  als  gleichförmig  betrachten  kann,  je  kleider  /li 
Ist,  so  ist  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  At  Ist, 

/l$==ivAt  oder  «?=;=-rr-    ' 

Also  ist  offenbar  die  Geschwindigkeit  ü  selbst  in  aller  Schärfe  die 

An 
GräDze,  welcher  der  Differenaenquotient  ^[r  sich    nähert«    wenn 


Jt  sich  der  Null  tiähert,    d.  h.  nach  den  Begriffen  der  Differau- 
tialrechnung,  es  ist  mit  vülllger  Genauigkeit 

ds 

wobei  man  nicht  aus  den  Augen  zu  lassen  hht,  das3  die  vorher- 
sehende ganz  allgemeine  Betrachtung  durchaus  keine  besondere 
Beschaffenheit  des  Wegs  s  voraussetzt ,  und  dass  also  die  obige 
Differentialgleichung  gilt,  wie  au  '  ^  "'^-^  •--  ^  -» 
Mn9gf  dieselbe  gilt  folglich  ganz  \ 
gerade  Linie  oder  eine  l^iebige 
pelter  Krümmung  sein. 

Bezeichnen  wir  femer  die  180^  nicht  fibersteigenden  Winkel, 
ivelche  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  v  mit  den  positiven 
Thellen  dreier  durch  den  Punkt  (jvyz)  gelegter,  den  primitiven 
Coordinatenaxen  paralleler  Axen  einschliesst,  durch  fp,  ^9  %;  so 
sind  die  parallel  mit  den  drei  primitiven  Axen  der  x,  y,  z  ge- 
nommenen Composanten  der  Geschwindigkeit  v  mit  gehöriger 
Rücksicht  auf  ihre  Vorzeichen: 

vcosg),   ücosif;,  rcos;|r; 

d.  I.  naph  dem  Vorhergehenden: 

ds  .   Bs  ds 

COjSgt  .  g^  ,      CQS1/;  •  gr- ,     cos^.   gjj-  • 

Nnn  mt  ab^r  offenbar  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner. 
J$  ist«  d.  i.  mit  desto  grosserer  Genauigkeit ,  je  kleiner  Jt  ist: 

^^r=cos^.^5,  Jy=:costlß.Js,  J2=cos%,/is; 

abo  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Js  oder  Jt  Ut: 

Jx  Jy  A% 

Daher  sind  offenbar  in  völliger  Schärfe 

cos^5  cosif/,  cos;( 

£e  GrSnzen,  denen  respective  die  Differenzenquotienten 

Jx      Jy      dz 
Js  ^    Js  '     Js 

sich  nShern,  tvenn  Js  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  Jt  sich  der 
Null  nähert;  und  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung  ist 
folglich  mit  völliger  Genauigkeit : 

9x  dy  dz 

cos9=  j^ ,    cost/;  =  ^- ,    cosx  =  g^  • 
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Also  sind  nach  dem  Obigen 


ds  '  dt  '     ds  '  dt  '     ds  '  dt  * 
d«  i.  nach  einem  bekannten  Satze   der  Differentialrechnung 

dx       dy       dz 
dt  '     dt'     dt' 

die  parallel  mit  den  drei  Axen  der  x,  y,  z  genommenen  Compo* 
santen  der  Geschwindigkeit  v^  mit  gehöriger  Rficksicht  aaf  die 
diesen  Composanten  zukommenden  Vorzeicnen. 

Folglich  sind  am  Ende  der  Zeit  i-^M,  welcher  die  Geschwin** 
digkeit  v-t-do  des  Punktes  m  entspricht ,  die  parallel  mit  den  -Axen 
der    x,  y,  z  genommenen  Composanlen  dieser  Geschwindigkeit» 
immer  mit  gehöriger  Hficksicht  auf  die  diesen  Composanten   zu- 
kommenden Vorzeichen: 

dx        dx       dy      .dy       dz         dz 

dt+^Jt'    Ft+^W    dt+^^t' 

Wenn  jetzt  überhaupt  P  eine  stetig  wirkende»  aber  fnit  der 
Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante  Kraft  be- 
zeichnet, welche,  auf  die  Masse  M  wirkend,  in  der  Zeit  T  die 
Geschwindigkeit  V  hervorbringt,  so  sei  p  eine  stetig  wirkende» 
aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  con- 
stante Kraft»  welche,  auf  diie  Masse  1  wirkend»  in  der  Zeit  1  die 
Geschwindigkeit  1  hervorbringt.  Um  nun  die  Kräfte  P  und  p  mit 
einander  zu  vergleichen,  bezeichne  P|  eine  stetig  wirkende,  aber 
mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante 
Kraft,  weiche,  auf  die  Masse  lU  wirkend,  in  der  Zeit  T  die  Ge- 
schwindigkeit 1  hervorbringt,  und  P^  bezeichne  eine  stetig  wir- 
kende, aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also 
constante  Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1  wirkend,  in  der  Zeit 
T  die  Geschwindigkeit  1  hervorbringt.  Dann  hat  man  die  folgende 
Zusammenstellung : 

P.  T,  ilf,    F; 

Pi,  r,  iH.  1; 

Pa,  r,  1,  1; 
p,  1,  1,  1; 

nnd  es  ist  folglich,  wie  leicht  erhellet: 

P:P,=  r:l. 
P,:Pa  =  ilf:l, 
P,:p=l:7'; 


9 

abo  durch  Zusammensetzung  dieser  Proportionen : 

PipzuMV.T, 

und  hieraus 

PT 


PT=:pMV,  also    r= 


pM' 


Setzt  man  aber  p=:l,  d.  h.  nimmt  man  eine  stetig  wirkende^  aber 
Hiit  der  Zeit  sieb  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante 
Kraft»  welche,  auf  die  Einheit  der  Massen  wirkend,  in  der  Zeit- 
einheit eine  der  Längeneinheit  gleiche  Geschwindigkeit  hervor- 
liriDgt,  als  Krafteinheit  an,  so  ist 

eine  allgemeine  Gleichung,  von  der  wir  sogleich  weiteren  Ge- 
brauch machen  wollen. 

Denken  wir  uns  nämlich  alle  auf  den  materiellen  Punkt  m  am 
Ende  der  Zeit  t  wirkende  Kräfte  auf  drei  den  angenommenen 
Coordinatenaxen  der  op,  y,  z  parallele  Kräfte  X\  T'y  Z*  gebracht, 
was  bekanntlich  immer  mOgucU  ist,  so  sind,  weil  man  diese 
Kräfte  während  des  Zeitintervalls  M  mit  desto  grösserer  Genauig- 
keit als  constant  betrachten  kann ,  je  kleiner  At  ist,  'nach  dem 
Vorhergehenden 

X'M       TAI      Z'Jt 
71t  mm 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

X^-,    F=-,   Z=- 
m  m        ,      m» 

setzeii, 

XAt,     YJt,.  ZM 

die  von  den  auf  den  materiellen  Punkt  m  stetig  wirkenden  Kräf- 
ten Jl',  T',  Z*  in  der  Zeit  M  hervorgebrachten  Creschwindigkei- 
ten,  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  At  ist;  und  da 
nun  der  materielle  Punkt  m  am  Ende  der  Zeit  t  nach  dem  Obi- 
gen, parallel  nut  den  Coordinatenaxen  der  x^  y,  z,  sdion  die  Ge- 
schwindigkeiten 

dj?       Sj^      dz  . 
IT'     W     dt 

als  Anfangsgeschwindigkeiten  hat,  so  sind,  parallel  mit  den  Coor- 
dinatenaxen der  ac,  y,  z,  seine  Geschwindigkeiten  am  Ende  der 
UMi+At: 
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1+^^'-  %+^^''  1+^^'' 

mit  desto  grosser  er  Genauigkeit ,  je  kleiner  M  ist,  wobei,  wie 
wohl  kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  vom  Ende 
der  Zeit  ^  an,  und  «Iso  auch  am  Ende  der  Zeit  t-^Jt,  der  mate« 
rieiie  Punkt  m  offenbar  als  ein  freier,  nicht  mehr  mit  den  übri- 
gen Punkten  zu  einem  Systeme  von  Punkten  verbundener  Punkt 
betrachtet  worden  ist. 

Nimmt  man  nun  alles  Bisherig  zusammen,  so  ergiebt  sich 
auf  der  Stelle  ohne  alle  Zweideutigkeit,  dass  am  Ende  der  Zeit 
t  +  M,  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  ^^  ist,  die 
den  Coordinatenaxen  der  x,  y,  z  parallelen,  mit  den  gehörigen 
Vorzeichen  genommenen,  Composanten  der  gewonnenen  oder  ver- 
lorenen Quantitäten  der  Bewegung  des  Punktes  m 


d.  I. 

sind.  ' 

Auf  ganz  ähnliche  Art  sind  überhaupt  fär  alle  Punkte 

m,  m^,  nts,  mp,  7714,  «.•# 

des  Systems  am  Ende  der  Zeit  t  +  ^t»  mit  desto  grosserer  Ge« 
nauigkeit,  je  kleiner  M  ist,  die  den  drei  Coordinatenaxen  der  sc, 
y,  %  parallelen,  mit  den  gehörigen  Vorzeichen  genommenen,  Com- 
posanten der  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitäten  der  Bewegung: 

h»  ^  b% 

.nH(Xt4trr-4^),  mtCFtMr^^^h  miiZiJtr-^^); 

S/K  flf/  dz* 

mtiX^M-^^),  mt{T^t-/l^),  mt(Z^t-J^h 

u.    s.     w. 
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und  da  nun  iii  Folge  von  4*Aiembert's  Pnncip  zwischen  den  ge- 
wonnenen und  verlol'enen  Quantitäten  der  Bewegung  aller  Punkte 
des  Systems  stets  Gleichgewicht  Statt  finden  niuss^  so  erhalten 
wir  nach  den  allsenieinen  Bedingungsg^icbun^en^  für  das  Gleich- 

Sewicht  eines  v5ilig  frelM  Systems,  welche  wir,  wie  schon  in 
er  Einleitung  erwähnt  worden  ist,  hier  als  bekannt  voraussetzen, 
die  folgenden  9  mit  desto  grösserer  Genauigkeit ,  j^  kleiner  4t  Ut» 
geltenaen  Gleichungen: 

Äi(A^I^-v#^)»»0,    2?i«(F^<-.^^)=:a,   Em{ZAir^A^^)=0', 

oder,  wie  leicht  erhellet: 

J^  J^  ^/^* 

K^-^)=^<>«  '5«(f-^)^0.   ^^(«-^^=0; 

i;.j.(F-^)_,(Jf-^)(=:0. 


vorhergehendeq  Gleichiiiigen 
nähern  iSsst»  und  zu  d«ii  Gröuseii  übergeht.  Dadurch  erhält  man 
aber'  nach  den  bekannten  Begriffen  und  Bezeichnungen  der  Diffe- 
rentialrechnung auf  der  Stelle  die  folgenden  Gleichungen: 

2?m(^-^)=0,  £m(F-^)=0.  Ä»(Ä-|^)=0? 
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oder  die  Gleichangen: 

3^x  d%  a^z 

l^m  (z  -gjp  — ar  g^  )= SmizX'-aZ) ; 

oder  auch  die  Gleichungen: 

2?maaa:=2?mJf8<»,  2:iii8^=2;mF8<a,    £m8h=z£mZdfi; 
2m{xShf-jfSl^x)=2m(xr^y2C)dfl, 
2m(if3h — 20^)  =  -Sm(yZ  —  i  F)8^, 
2m(23^x—x8^z)  =  2;w(z2f  -  jrZ)a<«. 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar ,  so  erhält  man 
nach  der  Lehre  vom  Gleichgewichte ,  wenn  man  d^  festen  Punkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  annimmt,  für  die  Bewegung  des  Sy- 
stems bloss  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

3*1/         3*ar  -,       „^ 

V 

£m(z-K^^XK^):=s2m(zX'^xZ) 


oder 


JSmixdY-yS^^)=' ^M^y—yX)dt^s 
-Sm(y3*2;— 23*.y)=  2m(yZ^zY)dt^, 
£m(2a^x^x3h) = £m(zX-'xZ)dfi . 
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Ist  das  System  um  eine  feste  Axe  drehbar^  so  erhält  man 
nach  der  Lehre  vom  Gleichgewichte,  wenn  man  diese  feste  Axe 
als  Axe  der  %  annimmt ,  wie  leicht  erhellen  wird,  Air  ^ie  Bewe- 
gung des  Systems  bloss  die  eine  Gleichung: 


oder 


^«(:r8^— ya«ar) = Zm(x  Y-yX)Bfi. 


Wenn  das  System  bloss  aus  einem  Punkte  besteht,  so  wer 
den  die  sechs  obigen  Gleichungen,  wie  leicht  erhellet: 


S^r 


^^X     ?^-F     -~Z- 


X 


Bfl 


*  dfi  ""^8<«  ^zX-xZ. 


Weil  aber  in  diesem  Falle  die  drei  letzten  Gleichungen  offenbar 
eine  unmittelbare  Folge  ans  den  drei  ersten  Gleichungen,  und  also 
jederzeit  erfüllt  sind,  wenn  die  drei  ersten  Gleichungen  erfüllt 
sind,  so  hat  man  in  diesem  Falle  für  die  Bewegung  des  in  Rede 
stehenden  Punktes  offenbar  nur  die  drei  folgenden  Gleichungen: 


oder,  weil  nach  dem  Obigen 


m  m 


3h 
8<« 


=Z; 


ist,  die  drei  Gleichungen: 


m 


Bfl 


t4 


Wenn  am  Ende  d«r  Zeit  t  die  €oordinfaien  des  Scbwerpuntts 
des  Systems  der  Ittassetk 

Ifl,     fll|   ,      7??29     Ift^y     fH^,      .... 

durch  3C»  3?9  3;  iind  die  OeordmateH  diesl»r  Massen  in  Bezug  auf 
ein  durch  den  Scnvrerpunkt  des  Systems  als  Anfang  gelegtes» 
dem  primitiven  Coordinatensysteme  paralleles  Coordinatensystem 
respecäve  iturch 


1^9  y»  5;  Xi»  Fl»  Ji;  H*  y«>  5«;  JCa»  Fa*  Ja 5  •••• 

bezeichnet  werden ;   so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandiung  ' 
der  Coordinaten  in  völliger  Allgemeinheit: 

a:  =  a£  +  ;:,    iy=t3?+y,    2=»+?;  ^ 

^i=^-\^h  y  »1=3?  +  Fl  •  «1=5+  h ; 

ara=a£  +  X«,  ya=3?  +  y2»  ^j^S+J«;  ! 

^»=X+;^a>  y3==3?+y3^  ^=5+5a;  | 

u.    s«    w. 
Ferner 'ist  nach  der  Lehre  vom  «Schwerpunkte  tiekanntlich 

also,  tr»taA  man  naeh  I  diSbrentiirt,  «ri«  ieicfat  trhdtet: 

Nach  §.  3.  ist  aber 

S^/e  S%f  2^ 

also  ist 

^-Sw-lJmJT,    ^-Sm=2;»iF,    p^^ni=2;»iZ; 


oder 

W"    £m  '    'Si^'^  "lfm  '     SF"^  -Sm  ' 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 

uod 

r 

Also  ist  offenbar 

i 

ond 
Aber 

and  folglich,  weil  die  Coordinaten 

V>  F,  J;    lCi,  yi,  Ji;    ^2,  ya>  H3    ^3»  Ts^  h^  •••• 

# 

sich  anf  den  Schwerpunkt  des  Systems  als  Anfang  beziehen,  also 
nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 

2mic=:0,  2my=0,   £my=0; 
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daher  offenbar  auch 


ÄnP=0,  ^m^=0.    -£m^=0 


ist: 


Ferner  ist 

=  -£m(3e  F-  3?J[)  +  ^«0:  F—  yJC) 
=X£mY—3i2mX+2m(j:y-yX), 

i.  i.  nach  dem  Obigen 

2m\(x+)c)r-(3i+y)X\ 

Weil  Dun  nach  §.  3. 

^m(x^--y^)-  Em(x F—  yX) 
ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

=(3e^-3?^)Äi+2:mOcF-r^), 


also 


2mOr^  -rU  )  =  !;». OfF-yX), 


und  man  hat   daher   offenbar   überhaupt  die  drei  folgenden  Gte 
chungen : 

£nHj:^^-y^)=Zm{j:Y-YX), 
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Fasst  man  alles  Bisherige  znsaimnen,   so  ergeben  sich  die 
sechs  folgendea  Gleicbnngeni 

dt*  ~  Sm  '     dfi~  Um  *     dfi~~  2m  * 

Eine  tinniittelbare  Folge    aus  den  drei  ersteo  dieser  sechs  Glei- 
chungen sind,  wie  man  feicht  übersieht^  die  drei  Gleichungen: 

find  ffir  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  (3£3?S)  iler  Massen 

ire  >  9/Z| )  m^ ,  7113  9  fn^ ,  .... 

.♦ 

bei  der  Bewegung  des  Systems  dieser  Masseti  hat  man  also  die 
foigenden  Gleichungen: 

ffl3E      2mX      8^3?      ^iniF     8^3 _  2mZ , 
8<«  ~"    -S"!!!  '     ^"^    -2?/ii  '     8<«  "~    ^-m  ' 

^8*3?     ^8!3e_  ^(3£F-^3?J0 
*  8fä  ""<=^  8<2  ^'  -Sin     T"' 

^8»5     ^8«3?_-S»n(3?Z-gF) 


^  8<2  "*5F-~         :2^^ 


Tb«;  jrr. 
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Denken  wir  uo&  jetzt  die  sämmtHchen  m  eioem  Systeme  ver- 
bondenen  Massen 

tn  9  THi  f  m^ »  ffif  9  tn^ »  «... 

in  ihrem  gemeinschaftlichen  Schwerpunkte^  dessen  Coordinaten 
wir  im  AUgemeioen  wieder  durch  'X,,  3^9  3. bezeichnen  wellen« 
mit  einander  vereinigt  ^  und  ialle  auf  die  einzelnen  Massen  im 
Systeme  wirkenden  Kräfte  im  gemeinschaftlichen  Schwerpunkte 
der  Massen  nach  Richtungen  angebracht,  die  deo  ursprünglichen 
RichtuDgen  dieser  KrSfte  paralfef  sind ;  so  sind  unter  dieser  Vor- 
aussetzung die  Gleichungen  fSr  die  Bewegung  des  Schwerpunkt^ 
d.  h.  überhaupt  des  Punktes  (XS^^)»  nacn  9.  3.  offenbar: 

S^X  8*3?  8*8^ 

^»»(ajg^-  5^)=^(3?z-3ry). 

also,  me  leicht  erbten  wird: 

(3  -g^  -3e  g^)  ^=2m  CSX—  XZ) ; 


oder 


8*3E     ^tnj:     8«!3?_^»tr      8f5_f^. 

^'w-^  w ^ — ' 

^a«3e.    ^B^_    m(tlX-~XZ) 


mit   den   oben   lur  die  Bewegung  de« 


bei  der  Bewegung  des  Systems  dieser  Massen  gefundenen  Glei- 
diungen  TÜllig  iilenliscb  sitid,  so  ergiebt  sieb  uiiniiltelbar  der  fol- 
gfnde  Hierkwördige  und  in  vielen  Beziebuiigen  iiiditige  Satz: 

ivelcbes 
rBewe- 
Weise, 


Der  Schwerpunkt  eines 
Itaineu  Teäten  Punict  ba 
gung  dieses  Syste 


ner  gl 


gt  sich  bei  jed 
nz  auf  dieselh 
nn  in  ibm  die 
ssen  vereinigt,  und 


wie  er  sich  bewegen  wßrd 

C^eil  das  System  bildende 
nf  die    einzelnen  Massen  in   dem  Syi^tenie  w 
\  Kr&fto  nach   ihren   ursprünglichen   Richtunger 
'  len  Richtungen    iingehracht  wären. 


Wenn  wir  in  eincrviitlig  zur  Ruhe  gekommenen  Wassermasse 
iiDB  einen  belieltigen  »ach  allen  Seiten  hin  begrün/ten  Tbcil  der- 
selben denken  und  unt<  vorstellen,  da ss  dieser  fhell  einmal,  nhne 
_  ,  r  übrigen  Wassermasse  abge- 

I  sondert  wäre,  so  würde  derselbe  von  einer  seinem  Gewichte  glei- 
.  cheui  nach  der  durch  seinen  Schwerpunkt  gehenden  Vertikaflinie 
abwärts  wirkenden  Kraft  nach  der  Oberfläche  der  Erde  bin  ee- 
trieben  werden.  Belrucbten  wir  aber  diesen  Wassertbeil  wieder 
als  einen  Bestandthuil  der  ganzen  Wassermasse,  so  bleibt  sein 
Bestreben,  im  Wasser  zu  sinken,  natürlich  nnch  ganz  dasselbe 
wie  vorher,  wn  wir  ihn  uns  r<m  der  ganzen  Wassermasse  abge- 
Bondert  fors teilten.  Well  er  nun  iiber,  indem  wir  die  ganze  Wae- 
senuasee  als  vollkommen  ruhend  vorausgesetzt  haben,  nichtsinkl, 
sandern  vielmehr  sich  selbst  in  vollkommener  Ruhe  beündet,  so 
kann  dieser  Zustand  der  Ruhe  offenbar  nur  durch  den  Druck  der 
^m  umgebenden  Wassermasse  herbeigeführt  werden,  und  da  auch 
Kein  iSteii^en  des  in  Rede  stehenden  Wasisertheils ,  keine  Seitea- 
bcTfegung  irgend  einer  Art  de^xelben,  sondern,  wie  };esagt,  uber- 
b{Kt|i(  der  Zustand  vollkommenster  Ruhe  Statt  findet,  so  muss 
W  Druck,  welchen  dua  diesen  Wassertbeil  umgebende  Wasser 
kl  »einer  Üesaramtheit  auf  denselben  ausübt,  notbwendig  gerade 
«fceai  ao  gross  sein  wie  das  (ienicht  des  in  Rede  stellenden  Wae- 
sert(i«ils,  und  die  Richtung  dieses  Drucks  muss  mit  der  durch 
den  Schwerpnnkt  des  Waäsertheils  gebenden  Vertikallinie  zusam- 
nienrAÜen,  natürlich  auch  dieser  Druck  nach  oben  hin  gerichtet 
aeiii. 

Stellen  wir  uns  jetzt  ferner  ein  Schiff  in  einer  beliebige! 
:e  auf  dem  Wasser  vor,  so  dass  ein  gewisser  Tbeil  desselbei 
las  Wasser  eingetaucht  ist,  welchen  wir  daher  &wi\  eÄu^eWxc\v- 


trilfic 
in  Qj 


I 
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ten  Theil  des  Schiffs"*)  nenoen  werden,  und  untersuchen  nun  die 
auf  das  Schiff  wirkenden  Kräfte.  Die  erste  dieser  Kräfte»  welche 
sich  sodeich  sanz  von  selbst  darbietet,  ist  das  Gewicht  des  gan- 
zen Schiffs,  das  man  sich  als  eine  durch  den  Schwerpunkt  des 
ganzen  Schiffs,  alle  zu  demselben  gehörenden  Theile  natürlich 
eingeschlossen,  gehende,  nach  vertikaler  Richtung  abwärts  wir- 
kende Kraft  vorzustellen ,  und  als  eine  solche  Kraft  bei  allen  fol- 
genden Untersuchungen  in  Rechnung  zu  bringen  hat.  Die  zweite 
auf  das  Schiff  wirkende  Kraft  ist  aber  der  Druck,  welchen  das 
umgebende  Wasser  auf  dasselbe  ausübt,  und  da  dieser  Druck 
offenbar  gar  keine  Veränderung  erleiden  würde,  wenn  man  sich 
statt  des  eingetauchten  Theils  des  Schiffs  einen  demselben  der 
Grösse  und  Gestalt  nach  völlig  gleichen  Wasserkörner  gesetzt 
dächte,  so  ergiebt  sich  aus  der  am  Anfange  dieses  Paragraphen 
angestellten  Betrachtung  ganz  von  selbst  und  auf  völlig  unzwei- 
deutige Weise,  dass  der  Druck  des  das  Schiff  umgebenden  Was- 
sers auf  dasselbe  als  eine  Kraft  zu  betrachten  und  bei  allen  Un- 
tersuchungen als  eine  solche  Kraft  in  Rechnung  zu  bringen  ist, 
welche  dem  Gewichte  des  den  eingetauchten  Theil  des  Schiffs 
vollständig  ausfällenden  Wassers,  oaer,  was  dasselbe  ist,  dem 
Gewichte  des  von  dem  Schiffe  verdrängten  oder  aus  der  Stelle 
vertriebenen  Wasserkörpers  gleich  ist,  durch  den  Schwerpunkt 
dieses  Wasserkörpers  geht,  und  nach  vertikaler  Richtung  autwärts 
wirkt.  Wir  sehen  hieraus,  dass  wir  es  im  Folgenden  immer  mit 
diesen  beiden  Kräften  zu  thun  haben  werden,  welche  wir  daher, 
weil  sie  die  Hauptgrundlage  bilden,   von  der  wir  bei  unseren  fol- 


*)  In  deutschen  Werken  über  die  Schiffishaiiknnst  hcisst  der  ein- 
getauchte, d.  h.  der  unter  dem  Wasser  befindliche  Theil  des  Schiffs, 
der  zwischen  der  Unterkante  des  Kiels  und  dem  Wasserspiegel  liegende 
Theil  desselben,  gewöhnlich  der  Wasserraum,  worüber  man  z.  B. 
Anfangsgründe  der  Schi  f  f  bankunst  oder  practische  Ab-» 
handlung  über  den  Schiffbau.  Ans  dem  Französischen  de« 
Herrn  Do  Hamel  de  Moncean  nach  der  zweiten  Ausgabe 
des  Originals  übersetzt  von  C.  6.  D.  Müller«  Berlin.  1T91. 
4.  S.  410.  nachsehen  kann.  Im  Französischen  heisst  dieser  Theil  de« 
Schiffs  la  carene.  In  der  Encyclop^die  möthodique.  Marine. 
T.  I.  Paris.  1T83.  4.  p.  266.  findet  sich  folg^ende  Erklärung  bei  diesem 
Worte:  Carene,  s.  f.  c'est  la  partie  submerg^^e  du  bätimen(^ 
lorsqu'il  est  k  son  point  de  charge,  que  Ton  appelle  aussi 
oeuvre-vive  ^  par  Opposition  ä  Voeuvre-morte^  qui  est 
toute  la  partie  du  corps  dn  navire  an-dessus  de  la  flottai- 
son.  Gleichbedeutend  mit  carene  wird  anch  zuweilen  d^placement 
de  Taissean  genommen.  A.  a.  O.  p.  688.  heisst  es:  D eplacement 
de  V aisseau^  s*  m.  on  Toit  que  lef«  corps  flottans  plongent 
dans  Teau  d*nne  partie  de  leur  voliime;  cette  partie  de  leiir 
▼olume,  on,  la  q  nantitö  d'eau  qu'elle  deplace ,  s'appelle  Je 
d^plaeemeii  t.  Streng  genommen  ist  aber  d  Eplacement  nur  die  von 
dem  Schiffe  Terdrängte  Wassermasse,  und  so  sagt  auch  z.  B.  Chap- 
man  imTraitE  de  la  construction  des  yaisseaux  par  Fr^d^ric 
Henri  de  Chapman.  Traduit  du  Sn^dois  et  publik  par  M. 
Vial  du  Clairbois.  Paris  1839.  4«  p.  1.  ganz  bestimmt:  Le  DEp  la- 
cement  est  le  vuide  que  le  Vaisseau  fait  dans  Teau  trän- 
quille  par  le  rolunie  de  sa  carene.  en  raison  du  poids  qoi 
Pjr  p  lange. 


Senilen  ÜDtersuchuDgeii  auszugebe»  haben,  jeUt  iiauhni^ib  in  übe 
>iince  geauu  beslininien  woIIgd.  iudem  nir  jedoch  dieser  Beatiin- 
mimg  erst  noch  die  folgenden  BemerkuDgea    vorausscbiekeii. 

Was  wir  unter  dem  Scbnerpunkte  des  ISuhiffs  verstehen,  be- 
darf natürlich  eigentlich  gar  keiner  iveiteieii  Ertäuteruni;;  indes» 
mag  rülliger  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  wegen  in  dieser  Be- 
zienung  doch  noch  be^soiulers  bemerkt  »erden,  dass  wir  darunter 
immer  den  ächiver^mnkt  des  ganzen  Schiffs  und  aller 'seiner  ein- 
zelnen Theile,  der  Masten,  der  ganzen  Takela^che,  aller  Rund' 
bOlxer,  der  Ladung,  des  Uallustes  u.  s.  v>'.  verslehcu.  Llugegeu 
soll  im  Folgenden  unter  dem  äultiferpunkte  des  eingetauchten 
Tbeiis  des  Schiffs  immer  der  Scb»er|iunkt  eines  diesem  Theile 
lies  Schiffs  der  Grösse  und  Gestalt  nach  gleichen,  aber,  vras  wohl 
m  beachten  und  in  der  Folge  stets  j'estzu halten  ist,  völlig  homu- 
genen  Körpers,  oder,  mit  anderen  Worten,  der  Schwerpunkt  des 
von  dem  ;Scliiffc  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen 
Wasserköruers  verstanden  werden.  Euler  in  der  Scientia  na- 
valis.  P.  i  Petropoli.  I7J>),  4.  p.  I  4.  Nr. '28.  nennt  den  Punkt, 
welchen  wir  so  eben  den  Scbwerpmikt  des  eingetauchten  'J'heils 
genannt  und  genau  bestimmt  haben,  ceutrum  niagnitudin  is 
psrtis  submersae,  indem  er  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  wie 
gewübnlicfa  centrum  gravitutis  navis  nennt,  und  sagt  darüber 
tu  B.  O.:  Ceutrum  igitur  magnitudinis  partis  submersae 
invenietur,  si  pars  eubmersa  tanquam  ex  materia  h>i- 
mogenea  Consta  ns  consideretnr,  eiusque  centrum  gra- 
vitatis  det'iniatur.  Uoc  itaque  centrum  magnitudinis 
partis  submersae  ijuoque  erit  centrum  gravitatis 
aqua«  de  suo  loco  depulsae.  Auch  in  der  Theorie  com- 
pfete  de  la  construction  et  de  la  inauoeuvre  des  vais- 
■eaux,  mise  ä  la  portee  de  ceux  qui  s'appliquent  ä  la 
navigatiou.  Paris.  1776.  8.  bedient  sich  Euler  immer  der 
den  vorhergebenden  entsprechenden  Benennungen  eenlre  de 
ffravit^  du  vaisseau  t  out  entier  und  cenire  de  la  partie 
aubnierg^e,  oubien  siniplemeut  le  centreAe  la  carene. 
Idi  balte  jedoch  den  von  Euler  gemachten  Cnterschied  zwischen 
Hittelpunkt  der  Schwere  und  Mittelpunkt  der  Grüsse 
nicht  för  unbedingt  nütbig,  wenn  man  nur  unter  dem  Schwerpunkte 
des  eingetauchten  Theils  immer  den  vorher  mit  diesem  Namen 
belegten,  und  zu  bestimmen  gelehrten  Punkt  versteht.  Auch  Bon- 
euer  im  Traite  du  navire.  Paris.  1746.  4.  p.  24».  nennt 
liieren  Punkt  Centre  de  eravile  de  la  Carene  und  lugt 
Uqxb:  dans  lequel  se  reunit  la  pouss^e  verticale  de 
\  Cenu. 

'  Dies   vorausgeschickt,    kann    nan  der  aus  dem  Ubigen    sieb 

a&mtttelbar  ergebende,    filr   alle  späteren  Untersuchungen  höchst 
iHchtige  Satz  auf  folgende  Art  ausgesprochen  «erden : 

Jedes  auf  dem  Wasser  in  irgend  einer  Lage  he  lind- 
liebe  Schiff  wird  von  zwei  nach  vertikalen,  also  einan- 
der parallelen  Riebtungen  wirkenden  Kräften  solli- 
citiit,  nämlich  von  einer  im  Schwerpunkte  des  Schiffs 
nach  nnten   hin    wirkenden,    dem   Gewichte  des  ganzen 


I 
I 
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ächiffs  gleichen,    und  von   einer  im  Mchtverpunkt 
aingetaüchtcn   Theils  nauh   oben    hin  wirlceii  de  n. 
Gewichte  des  verdrüngten  oder  tiuti  der  Stell 
nen  Wassers  gleiche»   Kralt. 

Di«  Bewegungen,  welche  diese  beiden  das  Schiff  snllicitl- 
renilen,  eiiiütider  parallelen,  aber  nach  entgegeugesetEten  .Seiten 
bin    wirkenden    Krälte    dem  Schiffe    ertheilen ,     wollen    wir  Jettt 

I  etwa»!  genitner  betrachten.  Nach  dem  im  vurhergebenden  P»M- 
gfii|ihen  bewiesenen  wichtit;en  Satüe  bewAgt  sich  der Schwer|)uatrt 

I  eines  fVlIig  freien,  d.  h.  keinen  festen  Punkt  habenden  SystenM 
1  Massen,  —  und  als  ein  Kolchos  System  ist  ja  natürUch  jedes 

I  Schiff  auf  dem  WasEer  zu  betrachten ,'—  ganz  eben  sa ,  aU  wenn 
sämmtlichen    Massen   in    ihrem    gemeinscliuft liehen   Scfawar- 

i  punkte  vereinigt,  und  in  demHell>en  alle  auf  die  einzeltien  Mas- 
sen des  Sy»tei»s  wirkenden  Ktnfte  nach  ihren  ur^priin glichen 
Richtuni^en    parallelen    Richtungen    angebracht    wiiren.     Wenden 

I  wir  nun  (licseu  Satz,    wie  es  verstattet  ist,  auf  unseTU  vorliegen- 

.  den  Fall  an,  so  ist  zuvürderst  klar,  dass  die  beiden  das  Schiff 
soHicitirenden  Kräite  demselben  eine  solche  Bewegung  ertheilen 
worden,  dass  sein  Schwerfiunkt  in  einer  vertikule«  geraden  Linie 
•Ich  aufivärts  oder  abwärts  bewegt,  und  die^e  in  einer  vertikalen 

Jeradcn  Linie  aufwärts  oder  abwärts  vor  sioh  gehende  Bewegung 
es  Schwerpunkts  des  Suhiffs  wird  nur  dann  nicht  mehr  Statt,  fin- 
den, wenn  die  beiden  nach  einander  entgegengesetzten  v er tikatsn 
Richtungen  aut   das  Schiff  wirkenden  kVni'te  einander  gleich  gn- 
worden  sind,    d.  h.  nach  dem   Ubigen,    wenn   das  Schiff  sich  so 
it  in  das  Wasser  eingetaucht  bat,  dass  sein  Gewicht  dem  Gs> 
I   wicfite  des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertrieftenen  Wasncn 
I   genan  gleich   ist.    Nehmen   wir   nun   der   Einlacbheit  wegen  jnUt 
'4n,  duss  dieser  Zustand  eingetreten  seil  so  mnss  sieb  nach  den 
^    Shigen  iSalze  bei   der  ferneren  Bewegung  des  Schiffs,    wobei  wir 
I,  ftber  ausdrücklich  bemerken,    dass  wir  diese  Bewegung  durch»» 
BOr  bei  ihrem  ersten  Beginnen,     gewiss ermassen   nur  im    «irsten 
Uomenf   ihres   Entstehens  t>etrachten   wollen,    sein    Schwerpunkt 
j    flothuendig  in   vollkommener  Ruhe  befinden,    und  man  wird  die 
I    fernere  Bewegung  des  Schiffs   als  eine  drehende  Bewegung  des- 
selben imi  seinen    als   einen  festen  Drehpunkt  gedachten  .Srhtr«- 
Ennkt  zu  betrachten  haben,    s«  dass  also  auch  die  fernere  Dre- 
img    des  Schiffs   um   seinen   Schwerpunkt    gar   nicht  mehr  elM 
Wirkung  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  ziehenden,    sei- 
hem  Gewichte  gleichen,  nach  vertikaler  Richtung  abwärt»  wirkan- 
IteudM)  Kratt,    sendem  nur  eine  Wirkung  der  durch  den  Schwor- 
pnnkt    des    eingetauchten    Theils   gebenden,    dem   Gewichte  de* 
veidrängten  Wassers  gleichen,  nach  vertikaler  Kithtung  aufwärts 
Mrltenden  Kraft  sein,  und  dah«r  bei  der  Drehung  des  Schiin  um 
Steinen    als  fest    gedachten  Schworpunkt  auch    nur  diese   Intxtnra 
Kraft  in  Bettacht  kommeu  kann.    Geht  xuTürderst  auch  die  Rioll' 
iung  dieser    letzteren  Kraft  durch    den  Schwer|mnkt  des  Schiffii, 
dder  mit   anderen  Worten,     liegen    der  Schwerpunkt   des  Sehib 
Wnd   der   Schwerpunkt    seines    eingetauchten  Tbeits    nt   einer  und 
d^rsettfcn  Vertikallinie,    so  wird  natürlich  gar  kerne  Drehung  des 
Schiffs  um  seinen  Schwerpunkt  erfolgen,  und  dasselbe  wirddttber 
unter  d«n    gemalten  Voraussetzungen,    d.  h.  wenn  das  Uewidit 
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dea  guizen  Schiffs  dem  Gewichte  des  verdrängle»  Wassers  gleich 
ist  Btid  der  Seh neri) unkt  des  Schiffe  mit  dem  Schwerpunkte  sei- 
nes eingetauchten  Theils  in  einer  und  derselben  vertikden  gera- 
den Linie  liegt,  in  vollkommener  Ruhe  auf  dem  Wu^ser  schnim- 
Biea.  Wenn  aber  der  Schwerpunkt  des  Schiffs  und  der  Schner- 
puaktseines  eingetauchten  Theils  nicht  in  einer  und  derselben  vertika- 
len geraden  Linie  liegen ,  so  wird  die  durch  den  Schwerpunkt  des 
eingetauchten  Theils  gehende,  dem  Gewiclite  des  verdrau^len 
Wassers  gleiche,  nach  vertikaler  Richtung  aufvvärt»i  wirkende  kraft 
ewc  Drehung  des  Schiffs  um  seinen  als  rubeiid  gedachten  Schwer- 
punkt hervnrbringen,  und  da  die  vertikale  irichtuni;  dieser  letzte- 
ran  Kraft  ganz  in  der  durch  den  als  ruhenden  Drehpunkt  gedach- 
t«o  Schwerpunkt  des  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingelauch- 
l«B  Tfaeils  gehenden  Veitikalcbene  liegt,  so  braucht  man  bei  der 
Drriiung  des  Schiffs  um  seinen  ruhenden  Schwerpunkt  offenbar 
tnch  nur  diese  Vertikalebene  in's  A.nge  zu  lassen,  indem  man 
naAem  Schiffskörper  als  solchen  übrigens  ganz  ahstrahirt,  und 
«itd  sieb  daher  hieraus  nun  auch  sogleich  ilberzeugen,  dass  die 
IhebiiBg  des  Schiffs  um  seinen  als  fest  gedachten  Schwerpunkt 
«eihivendig  zugleich  um  eine  durch  denselben  gehend«,  auf  der 
ia  Uede  stehenden  Vertikalebene  senkrechte,  also  horizontale 
{^ade  Linie  aU  eine  feste  Drehungsaxe  vor  sich  gehen  muss. 
Ott  aber  diese  so  eben  näher  cbariikterisirte  Drehung  des  Schiffs 
D  einem  solchen  Sinne,  dass  dasselbe  dadurch  nach  und  nacli 
0  die  Lage,  in  welcher  es  vüllig  ruhig  auf  dem  Wasser  schwimmt, 

Sebfacbt  wird,  oder  in  entsjegengesetztem  Sinne,  so  dass  das 
chiff,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  völlig  umschlägt,  vor  sich  geht, 
I  welche  Bedingungen  nothwendig  errcilit  sein  müssen,  weno 
«ntwcJer  das  £rste  oder  das  Zweite  eintreten  soll ,  wollen  wir 
1  der  vorliegenden  Abhandlung  njit  aller  nur  möglichen  Ge- 
BMtekeit  untersuchen,    indem  durch  diese  Untersuchungen  haupt- 

I  sScIueh  die  Bedingungen  festgestellt  werden  sollen,  »eiche  er- 
ABi  sein  müssen,  wenn  das  durch  irgend  welche  Ursachen  bis 
lu  einem  gewissen  Grade  aus  «einer  ruhigen  Gleichgewichtslage 
auf  dem  Was»«er  gebrachte  Schiff  von  selbst  wieder  in  diese  Lage 
lUrBckkebren ,  oder  die  ihm  mitgelheilte  Bewegung  nach  deren 
lUebtung  hin  weiter  (orlsetzen  und  völlig  umschlagen  soll,  d.  h., 
*rie  man  zu  sagen  pllegt,  ob  das  Schiff  eine  gewisüe  Standfähig- 
keit oder  Stabilität*)  besitzt  oder  nicht,  deren  Grosse  zugleich 
&Bch  in  allen  Fällen  nach  einem  gewiesen  Maasfie  bestimmt  wer- 
^  soll.  Wie  wichtig  aber  Untersuchungen  dieser  Art  für  den 
Bm  der   Schiffe  sind,    wenn  dieselben  bei    ihrem  Laufe  auf  der 

I   Ste  in  nnd  durch  sich  seihst  vor  Ungliicksfällen  möglichst  sicher 

,  mtellt  sein  sollen,  leuchtet  sogleich  ein  und  braucht  kaum  noch 

I  mxooders  hervorgehoben  zu  werden. 

Bevor  wir   zu  diesen  Untersuchungen  übergehen,    wollen  wir 
j  Obigen  nur  noch  binzuliigen,  dass,  wenn  die  oben  gemachte 
I  Varaassetzung ,  welche  wir  auch  im  Folgenden  festhallen  werden. 


Kin    SHiifl.    wtluh» 
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dass  nSmlich  das  Schiff  schon  bis  zu  dem  Grade  der  Einsenkang 
in's  Wasser  gelangt  ist^  dass  sein  Gewicht  genau  mit  dem  Ge- 
wichte des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers 
übereinstimmt,  nicht  erfüllt  ist,  so  lange  ein  Aufsteigen  und  Nie- 
dersteigen  des  Schwerpunkts  des  Schiffs  in  vertikaler  geradlioiger 
Richtung  und  gleichzeitige  Drehungen  des  Schiffs  um  durch  sei- 
nen Schwerpunkt  sehende  horizontale  Axen  Statt  finden  werden, 
bis  jener  Zustand,  wo  das  Gewicht  des  Schiffs  dem  Ge 
Wichte  des  verdrängten  Wassers  gleich  ist  und  demzufolge 
der  Schwerpunkt  des  Schiffs  zur  Ruhe  kommt,  wie  wir 
bei  den  obigen  Betrachtungen  angenommen  haben,  eingetre^ 
ten  ist;  diese  Bewegungen  des  Schiffs  aber  weiter  zu  verfolgen, 
scheint  Ihrer  Comphcation  wegen  dem  Zwecke  der  vorlieffenden 
Abhandlung  nicht  angemessen  zu  sein ,  indem  es  namentlich  fllr 
den  praktischen  Schiffsbau  genügen  wird,  die  Sache  nur  aus  dem 
vorher  festgehaltenen  Gesichtspunkte  zu  betrachten,  dass  näm- 
lich das  Gewicht  des  Schiffs  dem  Gewichte  des  verdrängten  Was- 
sers gleich  ist ,  und  ein  Aufsteigen  und  Niedersteigen  des  Schwer- 
punkte des  Schiffs  nicht  weiter  Statt  findet,  sondern  derselbe  als 
ruhend  angenommen  werden  kann,  und  die  Drehung  des  SchiSiB 
um  eine  durch  den  ruhenden  Schwerpunkt  desselben  gehende 
horizontale  Axe  vor  sich  geht,  welche  letztere  auf  der  durch  den 
Schwerpunkt  des  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten 
Theils  gehenden  Vertikalebene  senkr^ht  steht,  wobei  sugleicli, 
wie  auch  schon  oben  bemerkt  worden  ist,  diese  Drehung  des 
Schiffs  immer  nur  bei  ihrem  ersten  Beginnen,  gcwissermassen  im 
ersten  Momente  ihres  Entetehens  betrachtet  wird,  welches  Alles 
man  im  Folgenden  stets  vor  Augen  zu  behalten  hat,  wenn  die 
betreffenden  Untersuchungen  mit  völliger  Deutlichkeit  und  Be- 
stimmtheit aufgefasst  und  verstanden  werden  sollen.  Allgemeinere 
analytische  Untersuchungen  über  die  Stabilität  schwimmender 
Korper  überhaupt  werden  wir  vielleicht  später  in  einer  anderen, 
weniger  als  die  vorliegende  das  .unmittelbare  praktische  Bedürfniss 
im  Auge  habenden  Abhandlung  veröffentlichen, 


§.  6. 

Wir  wollen  jetzt  ganz  im  Allgemeinen  das  Schiff  in  zwei  ver« 
schiedenen  Lagen  auf  dem  Wasser  betrachten.  Die  erste  dieser 
beiden  Lagen  sei  die  Lage,  in  welcher  das  Schiff  völlig  ruhig  auf 
dem  Wasser  schwimmt,  und  die  zweite  Lage  sei  eine  andere  be- 
liebige Lage  desselben,  in  welche  es  aus  der  ersten  Lage  durch 
Drehung  um  eine  gewisse  Axe  gelangt  ist,  wobei  wir  immer  an- 
nehmen, dass,  so  wie  natürlich  in  der  ersten  Lage,  auch  in  der 
zweiten  Lage  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  dem  Gewichte  des 
verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers  gleich  Mei. 
Im  Folgenden  werden  wir  in  der  Kürze  die  beiden  so  eben  näher 
bezeichneten  Lagen  des  Schiffs  respective  seine  erste  und  seine 
/.weite  Lage  nennen,  und  wollen  nun  zuvörderst  die  folgenden 
Bezeichnungen  einführen, 


I  Sciiiffä  sollen  rC' 


Das  Voliini«n    un<l  das  Gewicht  de« 
speclive  durch    V  uod  G  bezeichnet  ne] 

Das  Volumen  des  unter  dem  Wasser  hefindlichen  Theils  des 
Scbifls  iTolleii  wir  hei  der  ersten  Lage  desselben  durch  V,  bei 
der  iweiten  Lage  dagegeu   durch  V|    bezeichnen. 

Bei  der  Drehung  des  Schiffs  um  eine  gewisse  Ase  aus  sei- 
ner ersten  in  seine  zweite  Lage  wird  ein  Theil  desselben,  wel- 
cher bei  der  ersten  La£;e  sich  unter  dem  Wasser  berand,  über 
das  Wasser  kommen,  ein  anderer  Theil  dagegen,  welcher  beider 
«sten  Lage  über  dem  Wasser  war,  wird  unter  das  Wasaer  kom- 
ncn.  Diese  beiden  Thoile  des  Schiffs  sollen  respecHve  der  auf- 
getauchte Theil  und  der  untergetauchte  Theil*)  desselben  genannt 
werdeu.  Das  Volumen  des  aufgetauchten  Tbeils  wollen  wir  durch 
F',  das  Volumen  des  untergetauchten  Theils  dagegen  durch  Vi 
bezeichnen. 

Bezeichnet  man  endlich  das  Volumen  des  Kürners,  welcher 
fibri^  bleibt,  wenn  man  entweder  von  dem  unter  Wasser  befiiid- 
liclten  Tbeile  des  Schiffs  bei  setner  ersten  Lage  den  aufgetauch- 
tM  Theil,  oder  von  dem  unter  Wasser  belindlichen  Theile  dessel- 
ben bei  seiner  zweiten  Lage  deu  untergetauchten  Theil  wegnimmt, 
ianb  TO,  so  ist  nach  den  vorher  eingeführten  Bezeichnungen 

nd  wir  haben  daher  auch  die  folgende  Gleichung: 


Weil  aber  in  beiden  Lagen  des  Schiffs  das  Gewieht  des  verdräng- 
ten oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers  dem  Gewichte  des 
ganzen  Schiffs  gleich  ist,  so  muss  offeubar 


sein ,    und  wegen  der  obigen  Gleichung  ist  also  auch 

V=Vi. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
oaten^steni  der  ir^i  »nnebmen,  dessen  Anfangspunkt  durch  O 
bee^cnnet  werden  mag.  und  wollen  die  Coordinateu  des  Schwer- 

{ankts  des  ganzen  Schiffs  V  in  seiner  ersten  und  in  seiner  zwei- 
;n  Lage  in  Bezug  auf  das  zum  Grunde  gelegte  Coordinatensystem 
der  xyz  respective  durch  X,  V,  Z  und  X^,  i'i,  Z,  bezeichnen. 
Die  CToordinaten  der  Schwerpunkte  des  aufgetauchten  Theils  V 
und  des  untergetaucht  eil  Theils  Fj  des  Schiffs  seyen  respective 
x",  y',  i'  und  a-, ,  ji ,  =1;    die  Coordiaaten   der  Schwerpunkte  der 


i-ingctaui^lilen  Theile  ilv* 
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unter  dem  Wasser  befindlicbes  Tbeiie  des  Schiffs  bei  sslner  ersteo 
und  bei  seiner  zweiten  Lage,  deren  Volumioa  durch  V  uimI  lOi 
bezeichnet  worden  sind,  seien  respeetive  x',  y*,  ^  und  jCx«  fi,  5i ; 
und  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Körpers ,  dessen  Vo- 
famen  wir  oben  durch  V  bezeichnet  haben,  woiien  wir  durch  JT, 
y,  $  bezeichnen;  natürlich  auch  alle  diese  Coordinaten  in  Bezug 
auf  das  zum  Grunde  gelegte  System  der  a:yz  genommen.  En£ 
Uch  sollen  in  Bezug  auf  dasselbe  Coordinatensystem  die  Coordi- 
naten des  Schwerpunkts  des  Korpers  5  dessen  Volumen  wur  oben 
durch  V  bezeichnet  haben ,  nämlich  des  unter  dem  Wasser  be* 
findlichen  Theils  bei  seiner  ersten  Lage,  insofern  man  sich, 
was  wohl  zu  beachten  ist,  diesen  Körper  als  der  zwei- 
ten Lage  des  Schiffs  angehörend,  oder  als  einen  Theil 
des  Schiffskörpers  bei  seiner  zweiten  Lage  denkt, 
dutt^h  3£S  Si'f  3'  bezeidinet  werden. 

Hierzu  fügen  wir  nun  aber  noch  die  allgemeine  Bemerkuoff, 
dass,  wenn  im  Folgenden  irgend  ein  Theil  des  Schiffskörpers  als 
homogen  betrachtet  wird«  oder  wir  uns  fär  dens^ben  eigentlich 
den  äqinvalenten,  d.  h.  ihm  dem  Volumen  nach  gleichen  Wasser- 
körper  gesetzt  denken,  den  diesem  Theile  des  Schiffskörpers  ent- 
sprechenden ,  im  Vorhergehenden  eiugeföhrten  Symbolen  oberhalb 
noch  das  Zeichen  otler  der  Index  w  beigefügt  werden  soll,  was 
übrigens  natürlich  auf  die  sich  immer  g4eich  bleibenden  VolomiMt 
keine  Anwendung  findet. 

Das  zum  Grunde  gelegte  rechtwinklige  Coordinateosystem  der 
aayz  wollen  wir  nun  in  der  Weise  speciansiren ,  dass  wir  die  As» 
der  z  als  horizontal  annehmen,  und  wollen  zugleich,  was  nach 
den  im  vorhergehenden  Paragraphen  angestellten  Betrachtungen 
verstattet  ist^  voraussetzen,  dass  die  Drehung  des  Schiffis  um 
diese  horizontale  Axe  der  z  erfolgt  sei,  wobei  wir  übrigens  diese 
Axe  nicht  unbedingt  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffis  geben 
lassen,  sondern  dieselbe  vielmehr  als  eine  eanz  beliebige  horizon- 
tale Axe  auffassen;  die  Axe  der  x  kann  aann  auch  als  horizon- 
tal, also  die  Axe  der  y  als  vertikal  angenommen  werden ,  und  alle 
der  Axe  der  ^  parallelen  Kräfte    werden  wir  im  Folgenden  als 

Sositiv  oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  sie  nach  der  Seite 
er  positiven  oder  nach  der  Seite  der  negativen  y  hin  wirken. 
Endlich  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Drehung  des  Schiffs  um 
die  horizontale  Axe  der  z  nach  derselben  Richtung  hin  erfolgt  sei, 
nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  wenn  man  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  a:  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  gelangen  wul, 
und  dass  bei  dieser  Drehung  jede  von  der  Axe  der  z  ausgehende 
Ebene  den  nach  der  in  Rede  stehenden  Richtung  hin  von  0^  bis 
dtO^*)  wachsenden  Winkel  10  beschrieben  habe. 

Bezeichnet   nun  *^  einen   andern  gewissen  von  0^  bis  360^ 
wachsenden  Winkel,    dessen  Bedeutung  aus  den  folgenden  Glcd- 


')    Den   Winkel  01  noch    weiter   wachsen   zu   lassen,    ist  bei  dieser 
Theorie  unnöthig. 
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chaDgen  8<M|ldcb  gaiis  von  eelbut  erhellen  wird»  deshalb  wir  ein^ 
besondere  EHfiaterung  darüber  zu  geben  der  Körae  wegen  «nter- 
lasseD;  «o  kaoii 

J¥=:co»ipVJCa+Fa,     F=«inif;  VAa+ 1^ 
und 

aleo 

Jj zztcosV/coswVa:«  f  F«— 8in^smai\^A2+  F«, 

T;=sinV;cos«  V2l«  +  y«  +  cosi/;sino}  V  iC«  +  F«; 
folglich 

JT]  =  JCcosoD—  Fsinco , 

F|^lusiDio-|-  Fcoso, 

gesetzt  werden. 

^  Weil  das  Schiff  in  seiner  ersten  Lage  als  auf  dem  Wasser 
rohig  schwimmend  vorausgesetzt  wird,  so  ist  offenbar  mit  ROck- 
adit  auf  die  oben  eiogefmirte  Bezeichnungsart  nach  den  aus  dem 
Vorhergehenden  bekannten  Gesetzen: 

w  w 

■ 

Jbo  baclk  den  obigen  Glei(:fatingen : 

Xi  =;c'coso>  —  Fsinoi, 
'  J'i  =  jc'  sinw  +  Fcoso) , 

w 

In  seiiMMr  zwviten  Lage  wird  das  Schiff  bekannttfeh  von  den 

www 

beiden  in  den  Punkten  (Xt  ^iZJ  und  (t;i]^i5i)  nach  entgegen- 
eesetzten  Seiten  hin  wirkenden,  4er  ÜLxe  der  y  parallelen  einan- 
üer  gleichen  Kräften  G  und  G  sollicitirt.  Nehmen  wir  von  jetzt  an  den 
positiven  Theil  der  Aze  der  y  nAch  oben,  den  negativen  Theii 
lieser  Axe  nach  unten  hin,   so  ist  di^  in  dem  Punkte  (AiF|Z|) 

www 

«irkende  Kraft  —G,  die  in  dem  Punkte  (jCifi^i)  wirkende  Kraft 
<^i;egen  ist  -|-  G»  Betrachten  wir  nun  die  Momente  dieser  beiden 
KÄfte  in  Bezug  auf  die  durch  die  horizontale  Orehungsaxe  ge- 
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heode  vertikale  Ebene  der  yz,  oder,  wie  wir  der  Kürze  wegeo  im 
Folgenden  immer  sasen  vrolleo ,  die  Momente  der  beiden  in  Rede 
etebenden  Kräfte  in  bezog  auf  die  angenommene  horizontale  Dre- 
hungsaxe,  als  positiv  oder  als  negativ,  jenacfadem  sie  in  demsel- 
ben Sinne,  in  welcbem  die  Drebang  des  Schiffs  erfolgt  ist,  oder 
in  entgegengesetztem  Sinne  wirken;  so  ist  das  Moment  der  Kraft 

—  G  offenbar  — GÄi,  und  das  Moment  d^r  Kraft  -f  6r  iät  -f  GjCi, 
Bezeichnen  wir  also  die  Summe  dieser  beiden  Momente  durch  5, 
so  ist 

Bezeichnet  man  aber  die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  die 
angenommene  horizontale  Drehungsaxe,  indem  man  dieselbe  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenächdem  das  Schiff  von 
selbst  wieder  in  die  Lage  des  ruhigen  Seh  wimmens  auf  dem  Was- 
ser zurückkehrt  oder  sich  weiter  von  dieser  Lage  entfernt,  durch 
6,  so  ist  offenbar  0=  —  S,  also 

und  folglich  nach  dem  Obigen,  da 


m 


-XjssX'cosiw—  Fsino 
war: 

w  w 

S=  G(jc'co8(o  —  Fsiniö— jCi) . 

Weil  der  Körper  V,  insofern  man  sich  denselben  als  der 
zweiten  Lage  des  iScbiffs  angehörend  denkt,  aus  den  beiden  Tbei- 
len  V  und  f*  besteht,  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte* 

»'S'  =  »y+Fy, 

X>'5'=»5+  FV; 

und  weil    der  Körper  Vi  aus  den  beiden  T heilen  V  und  F|  be- 
steht, so  ist  eben  so  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 

w  w  w 

w  u>  w 

w  w      '       w 

Aus  diesen  beideo  Systemen  von  Gleichungen  ergiebt  sieb : 
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w  w  w  w  w 


oder 


w 


% 

w  w  w  w         ' 

V'tS'  -  X>,?,  =  V't'  -  F,i, . 

Bezeichnet  aber  9>  einen  gewissen  von  0^  bis  360^  wachsen- 
den Winkel,  dessen  Bedeutung  aus  den  folgenden  :Gleicfaungeii 
Begleich  ganz  von  selbst  erheilen  wird,  ohne  dass  darüber  noch 
eine  besondere  Erläuterung  nöthig  ist,  so  ist  offenbar 

f  =  cosg; Y  jc^  +  f^s     y'= sinqy  ;:'«  +  y^ 
und 

X'=C08(9+a>)y  h  +  r*,    X'=  «n(5+  «)  V  ^*  +  ?'* ; 
also 


(M  Je'«  +  y'«-  siii9sini»y 


3e'=scos9>cosaV  ^'*  +  y'*~  sinysinwV  X^  +  y'*. 


Y  ;f'*  +  y'*  +  cosysin^Y 


$'=:8in9>coso>Y  ;f'*  +  y'*  +  cosysinwY  K^  +  f^i 
ibiglicb  nach  dem  Vorhergehenden: 

X'ssx'cos»— y'siniö, 

w        w 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

V'Oc'cos«  -  y>in«)  — i^iJfi  =  Par'—  vjc^ , 


V'0c'8inai+  y'eo»«)-- ViF,  =  Fy  -  F,y, , 

^M  ^M  ^M  flM 


also 


VijcJ  =  VÖ?cosw— yVin©)—  FV  +  Fi^i , 


tp 


Viyi=V'Oc'sln»+y'co8oi)  -  Fy  +  Fiy, , 

Vi^i  =  Vr  ^  FV  +  Fi^ ; 
folglich 

Vi  Vi  Vi         *a 

Wßil  nun  aber,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 

ist  5  80  ist 

©=~G{(F-y')siD«-^(:?'-^,)} 
oder 

©=— Gt(F-y')siDß)— ^  (^'— ^i))- 

Vi 

Die  ganze  Fi^ur  im  Rannte  wollen  wir  uns  jetzt  auf  die  Eben 
der  xy  pröjicirt  denken ,  und  von  nun  an  aach  nur  diese  Projectio 
auf  der  Ebene  der  xy,  weiche  letztere  bekanntlich  auf  der  ang< 
nommenen  Drehungsaxe  senkrecht  steht ^  ins  Auge  fassen.  Lege 

wir  nun  durch   den   Punkt   (fiYi)    eine  vertikale  und  durch  de 
Punkt  (Xi  Fl)  eine  auf  der  durch  die  Gleichung 

y  =a;tanga> 

charakterisirten  geraden  Linie  senkrecht  stehende    gerade  Lini 
so  ist  die  Gleichung  der  ersten  dieser  beiden  geraden  Linien 

und  die  Gleichung  der  zweiten  Linie  hat  die  Form 
wo ,  weil  diese  Linie  auf  der  dorcb  die  Gleichung 


.'■«         I 


n 

■,  .      ■     '        '  ■       :    .  '  ■ 

duHrakterfauiteB  gendem  biaie  senkvecht  etehen  so)h 

l  +  ^iango^Oy    ^:=:— coto; 

folgKcli  d^ie  GfelchuDg  der  zwieiteo  der  beide»  in  Rede  stebendea 
geraden  Linien 

ist     ■  ._..;.•. 


Bezeiefanen  wir  die  Caordlnkten  des  Dtrrcbscbnittspunkts  der 
beiden  durch  die  Gieicfartingen 

a!=j[i  nnd  y — Fi=s  — (^— lLi)cota> 

charakterisirten  geraden  Linien  durch  a:,  y  seihst ^  so  müssen  vrir 
Xi  y  aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  mittelst  gewühn- 
ficher  algebraischer  Elimination  bestimmen»  was  sogleich 


10 


x=Ti,    y  =  Fl  —  {rv-Xi)  cot© 
giebt;  und  weil  nun  nach  dem  Obigen 


d.  i. 


Xi  =  ^  ( ^r'coscö— y'sinw) — ^  ^'+  ^  ari 


w       w  w  y0     w       to 

;:i=;c'cos(ö— y'sinw — ^  (an* — Xi) , 


und 


Xi  =)C'cosa)  —  FsincD, 


t0 


Fl  =:;c'sino)  +  Fcosg) 


bt;  so  ist 


V .   .       w  y  w     Iß 

a:  =  jr'cosoo — y'sinß)  < —  ä>(^' — ^^i)  > 

w        :"       w  |7'    II»       w        ■ 

y  =;c'sinö)+y'cosa)  +  ^X'^' — ^a?i)cot(ö. 

Nehmen  wir  nun  die  von:  dem  An&nM  der  afy  ausgehende 
gerade  Linie,  weiche  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x 
Bach  der  Seitß  des  positiven  Theils  d^r  Axe  der  y  hin  den  Win- 
kel &  einschiiesst,- als  den  positiven  Theil  der  Axe  der(A:)  eines 
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neuen  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  (x)(y)  an»  in  wel- 
chem der  positiTe  Theil  der  Aze  der  (y)  so  aiM;enommen  wird* 
dass  man  sich,  um  von  dem  positiren  Theile  aer  Axe  der  (^ 
dorch  den  rechten  Winkel  ((d7)(y))  hindurch  zu  dem  positiTen 
Theile  der  Axe  der  (y)  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung 
hin  bewegen  muss,  nach  welcher  mau  sich  bew^en  mnss,  um 
▼on  dem  positiTcn  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Whi- 
kel  (xy)  nindurch  zu  dem  positiTen  Theile  der  Axe  der  y  zu  ge- 
langen, und  bezeichnen  die  Coordinaten  desselben  Punktes,  des- 
sen Coordinaten  in  dem  Systeme  der  xy  Torher  durch  x,  y  be- 
zeichnet worden  sind,  in  dem  Systeme  der  (x)(y)  'durch  (x), 
Ou),  einen  gewissen  Ton  0^  bis  360*^  wachsenden  Wmkel,  dessen 
Bedeutung  s<^leich  aus  den  folgenden  Gleichungen  ganz  Ton 
selbst  erhellen  wird,  aber  durch  %;  so  ist  offenbar 


und 


(x)  =  coB%^rx^+y*,    (y)  =  sinxVÄ*+y* 


X = cos(»  +  x) V  a:*+y*,  y=sin((ö+x)V^Ä*+3f*; 


also 


j:=cosi»co8;jV^+^ —  sin»  sin^  V  x*+y*, 
y = sinco  cos^  V  x^+y*  +  coscosioxV  x^+y'*} 


d.  i. 


0?=:  (a:)coso)-^  (^)sina>, 
y = (a:)8inG)  -|~  (y)  cosco; 

und  folglich,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

(x)  =:     X  cos  (0  -|~  ysm  CD  , 

(y)  n  —  arsino)  -|-y  cosco. 
Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

(x)  =    ;r'cosß>*-^  y'sincöcosw--  ^i(x* — ari)cosGi 
-|-)C'sin(ö*  +  y'sincocosG)  +  =^  (x' — ^j:i)cos(», 

(y)=— jc'sinoöcosco+y'sinö)*  +  ^,  {xl'—Xx)s\iim 

+)C'sina}C08(ö+y'cos(io*  +  =7  {x' — a:i)cosö)cot(ö ; 
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d.  i. 


w       w 

W  W  yi       rgß gp 


Folglich  Ist 


w        w 


und  daher 


t  Y-- (y) Jsino  =  ( F— fO sin»  —  ^  (:p'— ^i) ; 


also  nach  dem  Obigen 

©=-G{F— (y)jsin(o. 

Denken  wir  uns  das  Schiff  in  seine  erste  Lage  zurückgeführt, 
und  bezeichnen  die,  jenachdeni  der  durch  die  Coordinaten  x,  y^ 
oder  (jx) ,  {if)  bestimmte  Punkt  in  dieser  Lage  des  Schiffs  über 
oder  unter  der  Projection  seines  Schwerpunkts  auf  der  Ebene  der 
x^  oder  {fc){y)  liegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete 
Efntfernung  des  durch  die  Coordinaten  or,  y  oder  \x),  (y)  bestimm- 
ten Punktes  von  der  Projection  des  Schwerpunkts  des  ganzen 
Schiffs  auf  der  Ebene  der  wy  oder  (x)(y)  durch  te;  so  ist  nach 
der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  offenbar  in  völli- 
ger Allgemeinheit 

also 

folglich  nach  dem  Obigen 

Bezeichnen  wir  die,  Jenachdem  die  Projection  des  Schwer- 
punkts des  eingetauchten  T hei Is  ^'  des  Schifis  bei  seiner  ersten 
Lage,  d.  h.  bekanntlich  iuiiner  die  Projection  des  Schwerpunkts 
des  von  dem  Schiffe  bei  seiner  ersten  Lage  verdrängten  oder  aus 
der  Stelle  vertriebenen  Wasserkörpers ,  auf  der  Ebene  der  xy 
Sber  oder  unter  der  Projection  des  Schwerpunkts  des  ganzen 
Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  auf  der  Ebene  der  xy  liegt,  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  der  Projection  des 
Schwerpunkts  des  eingetauchten  Theils  X>'  des  Schiffs  bei  seiner 
ersten  Lage  auf  der  Ebene  der  a:y  von  der  Projection  des  Schwer- 
IJimkts  des  ganzen  Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  auf  der  Ebene 
aer  ay  durch  v;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der 
Coordmaten  allgemein 

Theil  XV,  ^ 


u 


und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

(»)=F+« 
ist: 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 

W  Uf 

w      y*  X* — Xx 


sino) 


d.  i. 


w 


(y)  —  y' =  ti— ü  =5s: .  — r— ^  ; 


V      sinco 


also 


'  V       sino 

und  folglich«    wenn  man  dies  in  den  obigen  Ausdruck  der  St 
lität  einfährt: 

w        w 


&=G(v  +  m^r—' ^)sin(ö 

^     ■  V     smoo    ^ 


oder 


0=  G{vsinfo  +  ;^^  (üc^—Xi)]' 

Bezeichnet  man  endlich  die  mit  dem  gehörigen  Zeichen 
nommene  horizontale  Entfernung  der  Projection  des  Schwerpui 
des    als    aus  Wasser  bestehend  gedachten    aufgetauchten  Tfa 
auf  der  Ebene   der  xy  von  der  Projection  des  Schwerpunkts 
als  aus  Wasser  bestehend  gedachten  untergetauchten  Theils 
der  Ebene  der  xy>  durch  v ;    so  ist  nach  der  Lehre  von  der  1 
Wandlung  der  Coordinaten  allgemein 

w        w  w        w 

x'=:Xi-t-V,    a:'— a:i  =  t>; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

P 
0=G(s|;t>+  »sin©). 


35 

Bezeichoen  wir  das  Gewicht  einer  Volumeneinheit  Wasser 
mit  o,  so  ist,  da  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  dem  Gewichte 
des  verdrängten  Wassers  gleich  ist, 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

@=c5Vtisino> 
oder 

0  =  Q(Pü  +  »'üsin(o). 

.Noch  einen  anderen  bemerkenswerthen ,  und  In  manchen  Fäl- 
len eine  vortheilhafte  Anwendung  gestattenden  Ausdruck  für  die 
Stabilität  kann  man  auf  folgende  Art  entwickeln. 

Nach  dem  Obigen  ist 

W  W  Uf  w 

ond  folglich,  weil  bekanntlich 
ist: 


oder 


W  llf  u>  w 

Vi(3e'-)Ci)=Fi(^'-^i)- 


Weil  nun  nach  dem  Vorhergehenden 


'A  ^9  so  ist  auch 

n  0=G(3e'— JCi+fsino.). 

f|  Iheb  dem  Obigen  ist  aber  auch 

3e'=(X0cos«— (3?')sin©, 
h  =  (Jßi)  cosco—  (yi)sina)j 

w  w  w  w 

vo  die  Coordinaten  (3£') ,  (3J0  und  {j:{) ,  (y^)  den  durch  die  Cooc- 


f 


• 

j 


3S 


fO        «  w        w 


dinaten  36',  ä?'  und  ;ri ,  f i  im  Systeme  der  ary  bestimmten  Punk- 
ten im  Systeme  der  (^)(y)  angeboren  sollen;  also  ist 

ie'-]?i=[(a£0-fri)]cosa)-[(3?0-(yi)]sinß), 
und  folglich 

S=  G{rsin(o  + [(^0  -  (ri)]cos(ö--[(ißO--(yi)]sinw }, 
oder 

e=5r'tüsina)  +  [(XO  -(?i)]eos(o— [(3?')--(yi)K»n«»l  • 
Weil  bekanntlicb 

w        w 


ist,  so  ist  auch 


also 

F't>= V' I  [(XO- O^i)]  cos«  -  [(3?0- (yi)]  sm»  1 . 

Wir  werden  späterbin  von  diesen  Ausdrücken  Anwendung  zu 
macben  Gelegenheit  finden. 


§.7. 

Weil  wir  die  Drebungsaxe^  d.  b.  die  Axe  der  z,  als  horizon- 
tal angenommen  haben ^  so  ist  klar,  dass  der  aufgetauchte  und 
der  untergetauchte  Theil  in  einer  der  Axe  der  z  parallelen  gera- 
den Linie  mit  einander  zusamraenstossen  müssen.  Diese  gerade 
Linie  wollen  wir  jetzt  als  die  Axe  der  ^  eines  dem  Systeme  der 
xyz  parallelen  Coordinalensystcms  der  ^rj^  annehmen,  indem  wir 
zugleich  den  Anfang  dieses  neuen  Coordlnatensystems  in  den 
Endpunkt  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie,  so  weit  dieselbe 
dem  aufgetauchten  und  dem  untergetauchten  Theile  gemeinschaftlich 
angehört,  verlegen,  von  welt-bem  aus  dieselbe  nach  der  Seite  der  po' 
sitiven  z  oder  ^  bin  liegt;  auch  wollen  wir  die  ihrer  Länge  luich 
bestimmte  gerade  Linie,  in  welcher  der  aufgetauchte  und  der 
untergetaucbte  Theil  mit  einander  zusammenstossen ,  durch  a  be- 
zeichnen. Von  dem  auf  die  vorher  angegebene  Weise  bestimm* 
ten  Anfangspunkte  der  ^rj^  an  theile  man  nun  die  Linie  a  in  n 
einander  gleiche  Theile  ein,   deren  jeder  durch  i  bezeichnet  wer- 
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den  magy  und  nehme  an,    dass  In  Bezug  auf  die  Curve,   in  wel 
eher  die  horizontale  Wasserfläche  von  der  Oberfläche  des  Schiffs 
bei  seiner  ersten  Lage  geschnitten  wird»  den  Werthen 

0,  i,  2t,  3t%  4t,.... m; 

wo  iit=a  ist,  von  ^  als  Abscisseo  für  den  aufj^etauchten  und  für 
den  untergetauchten  Theil,  welche  zwei  T heile  wir  hier  immer 
als  homogen  oder  als  aus  Wasser  bestehend  betrachten,  respec- 
tive  die   werthe 


0       12      8      4  n 

>/      fc/       £/       |/       fc/  H 


und 


o       1       2       3        4  n 

li  >  n »  li  *  Si  >  li  *  ••••  li 


von  £  als  Ordinalen  entsprechen.  Setzen  wir  nun  voraus,  dass 
«unendlich  klein  sei,  und  bezeichnen  den  diesen  Winkel  mes- 
senden Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als  Halbmesser  be- 
schriebenen Kreise  durch  (oo) ,  so  ersieht  sich ,  da  wir  die  auf  der 
Axe  der  {;  senkrecht  stehenden  Schnitt»  des  aufgetauchten  und 
des  untergetauchten  Theils  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je 
kleiner  der  Winkel  a>  ist,  als  Kreissectoren  betrachten  können, 
nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Lehre  vom  Kreise  und  aus  der 
Lehre  vom  Schwerpunkte,  dass,  wenn  wir  die  |  der  Schwer- 
punkte  des  aufgetauchten  Theils  P  und  des  untergetauchten 
Th€»ls  Vi  respective  durch  i'  und  ||  bezeichnen,  die  Grössen 

F'^'  und    Fili 
die  Gränzen  sind,  denen  respective  die  Grössen 

1«  ^Vingö).      ^ 

1      1 

1   i  4S'sing-a)        j 


1  «  41  sing-»       j 


u.    s.    w. 


n-1         l 

1  „.,        4?  sing-fi»       j 


ud 
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«      1 

1  „  *h  8"»^«      1 

ä^*'^"^-      3(0.)      "^2  •• 

1    9  **i  Sin  j©       j  „, 

U.      8.      W. 


+  2*'^»    (")•• — 3(^^ coBjw. 

d.  i.  respective  die  Grüssen 

\i(h  +h + 1»  +1'»  + . ..  +  V)  sin« 
und 

^  i(ii*+ii*+li»-Hli»+-...  +:r'')«'»« 

sich  nähern,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  oder,  was  dassc 
ist,  wenn  i  in's  Unendliche  abnimmt  oder  sich  der  Null  näher 

Setzen  wir  aber  allgemein  für  den  aufgetauchten  Theil 
und  für  den  untergetauchten  Tbeil 

1=/'«); 

so  ist 

|'=F(0),    l'=F(i),    |'=F(2i),..rF=F((n-l)0; 

ii=/(0),    h=f(.i),   l,=/(2£),.."F,  =  A(«-i)0; 

und 

F'J'  und  Fili 
cind  also  die  Gränzen,  denen  respective 

l  i|(F(0))»+(*X0)''+(F(2i))3+...  +  (F((n-l)i))»|sin  « 
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r    und 

I  t{(/(0))H(/'(»))» + (/"(^i-))' + ...  +  (/"((«-l)^^^^ 
oder,  was  oiTenbar  ganz  dasselbe  ist,  respective 


und 


'I  i  u/(0))» + (/(i))^+ (/'(20)» + ... + (/(«o^^ 


sich  näherD,  wenn  i  sich  der  Null  nähert  Weil  nun  ni=:a  ist, 
80  sind  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  bestimmten  Inte- 
gralen die  GrSnzen,  denen  die  Grössen 


j » l(^0))H  (F(O)H  (*X2ö)H ... + (F(«i))»  M^^ 


nid 


j<l(/^(0))»  +  (/(0)H(A20)'+...+(/(«0)'}8inw 

sich  nShem,  wenn  i  sich  der  Null  nähert,  respective  die  mit.  der 
Uer  natürlich  als  constant  zu  betrachtenden  Grösse  ^sincD  muiti- 
plicirten  bestimmten  Integrale 


\f\F(S)m  und  y "(Aö)»Sf ; 


0  o 

und  es  ist  also 


P|'=isina)yV(ö)«^ 
Fi5i  =ism»y"'(/lj))»af ;     ' 


folgtich,  weil  bekanntlich  V  =  Fi  ist: 


Va'  -  |i)=^  sin  mf\  {F(!Q)' -(f(Q)» 


las 


<4ei 
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XfX 


o 

Wegen   der  Parallellität    der  beiden  Coordioatensysteme   der 
und  ifii  ist 


w         w 


also 

w      w 


^'-  ^üs?  *  j/°'  (m))'-(f(m'  I  sf 


oder»  weil 


w       w 


gesetzt  worden  ist: 

0 

oder 

F'ü=j8in  «»/*°{(F(0)»-(/(ö)»}8t. 

o 

Fol(;lich  tot  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

/'kF(£))»-(A£))'13£ 


2»' 
und 


y*"[(^£))'-(AO» 

9s:  Gusinas:  G{v  -|-*^-2 --— Isinc» 


)]a3 


oder 


O 

Weil  09  als  unendlich  klein  angenommen  worden  ist,  so  kann 
ean  auch 
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oder 

e=5X>'i«(a>)  ==  ö  I  Vü  +  g-y '  [(F(t))3  -  (/(J))»]af  I  (w), 

oder  9  weDD  oo  in  Secunden  ausgedrückt  angenommen  wird .  folglich 

(a))==«Arcr 
ist: 

r°[(fXO)»-r/(£))»]af 

0=G««Arcr=G{e  +  «<^-^ ^ IwArcl* 

.oder 

e = 5  Vtta)ArcF=  ö  (V» + ^f'[(F(S))'  -  (tiQ)'M\ » Arcl" 

0 

setzen.    Bekanntlich  ist 

^~*"  "206264,8 ' 

Wenn  die  Linie,  in  weicher  die  horizontale  Wasserfläche  von 
der  Oberfläche  des  SchiflEs  in  seiner  ersten  Lage  geschnitten  wird,  , 
von  einer  geraden  Linie»  gewissermassen  als  Axe,  in  zwei  ein- 
ander  völlig  gleiche  und  ähnliche  Theile  getheilt,  und  die  Dre- 
himesaxe  oder  die  Axe  der  z  dieser  Linie  parallel  angenommen 
wird,  so  kann,  wie  leicht  erhellet,  immer  unter  Voraussetzung 
eines  unendlich  kleinen  <»,  nnr  dann,  wie  es  erforderlich  ist, 
P=  F«  sein;  wenn  der  aufgetauchte  und  untergetauchte  Theil  in 
der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  oder  Axe  mit  einander  zn- 
sammenstossen,  d.  h.  wenn  mit  dieser  Linie  die  Axe  der  {;  zu- 
sammenfällt, und  folglich  allgemein 

F(0=-/®,    /(£)=-F(0 

ist     Also    ist    unter   der    gemachten   Voraussetzung   nach    dem 
Obigen 

2  /*'(F(0)«af 

M=e+ 35? 
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oder 


«=»+ iäxP — 

y]"(2/to)»8j 


und 


2  /*"  (F(0)»8S 

t/    0  I     ., 


6=Cru8inoi=6ii)-| — ^ — g=; JsiD» 


2  r\m)^^i 

%/   o »    . 


=  Cr{  u  — — *^^ — g^gj; Isino» 


oder 


€»=Cru8lno)=Gio  +*^ — 1@w \s\n(ü 


t/o j     •, 


=  G|ü— ^^^ — i2V^ Isin». 


Auch  bt 


o 

=  5(t>'»-|y*°(/l[0)'3Slsi 


oder 


S=  ö«'M8in«=5  { Vi>+ ^y*''(2F(J))»a{;l  si 


sinu 


=ö I Vo-  ■^ /*"(2/(9)»3£|sin». 


Endlich  ist,  weno  ca  in  Secanden  ausgedrückt  ist: 


oder 


and 
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2  r'(F(£))»dt 
0=  GuaAnl'  =  G{v  +    ^  °gy, icoArcl" 

-  ^t" "sy iwArcl* 


€!=rCru<»Arcl 


/*°(2F(Ö)»ÖJ 


I  wArcl" 


=  51  V't?-| /*"(/l£))»8f } ©Arcl« 


oto 


§.8. 


Wenn  alle  auf  der  Drehnngsaxe  senkrecht  stehenden  Schnitte 
des  Schiffs  einander  gleiche  und  ähnliche  eb^e  Figurcfn  sind, 
Qod  diese  Figuren  auch  riicksichtlich  ihrer  materiellen  beschaffen- 
heit  sämmtlich  vollständig  mit  einander  übereinstimmen  ^  so  kann 
man,  wie  aus  den  in  §.  6.  entwickelten  allgemeinen  Formeln  und 
aas  der  Lehre  vom  SMchwerpunkte  sogleich  erhellet^  alle  in  die- 
sen Formeln  vorkommenden  GrOssen ,  natürlich  mit  Ausnahme  der 
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immer  das  Grewicht  des  ganzen  Schiffs  bezeichnenden  Grosse  G, 
auf  nor  einen  dieser  einander  gleichen  und  ähnlichen  und  auch 
rficksichtlich  ihrer  materiellen  Ueschaffenheit  Tollständig  mit  ein- 
ander übereinstimmenden  Schnitte»  als  eine  ebene  Figur  betrach- 
tet >  den  wir  unserer  ferneren  Betrachtung  zum  Grunde  legen  wol- 
len,  beziehen.    Daher  ist  nach  §.  6.  unter  dieser  Voraussetzung 

jy     sinco  "  V     sincD 


und 


€^=:  CrttsinCD 

Cr  I  ©sin  w  +  sgj(a:'— ari) }  =  Cf(ro  V  +  ©sin») 


so  wie  auch 


e  =  G I  t^sinoi  +  [(3eO—  Ofi)]cosc»-[(3?0 — (yi)]sina) } . 

Genüet  nun  zugleich  der  Schiffskörper  der  am  Ende  des  F0^    r 
hergehenden  Paragraphen  zum  Grunde  gelegten  Bedingung»  wird  . 
femer  wie  dort  die  Drehungsaxe  der  geraden  Linie,   welche  die 
Durchschnittslinie  der  Oberfläche  des  Schiffs  in  seiner  ersten  Lage 
mit  der  horizontalen  Wasserfläche  in  zwei  vullie  gleiche  und  ähn- 
liche Theile  theilt,   parallel  angenommen,    una  bezeichnet,    dies  \ 
vorausgesetzt,    q  die  Länge  der  seraden  Linie,    in  welcher  toq   ji 
dem  unserer  Betrachtung  zum  Grunde  gelegten  Schnitte  des  Schiffs 
in  dessen  erster  Lage  die    horizontale  Wasserfläche  geschnitten 
wird;  so  ist,  weil  immer  angenommen  worden  ist,   dass  die  Dre- 
hung des  Schiffs  um  die  Drehungsaxe  in  demselben  Sinne  erfolgt 
sei,  in  welchem  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theile   der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  {xy)   nindurch 
zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y,  welcher  bekanntlich  nach 
oben  hin  gerichtet  angenommen  worden  ist,  zu  gelangen,  also  die 

Sositiven  ersten  'Coordinaten ,  wenn  man  sie  sich  vom  Mittelpunkte 
er  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  ausgehend  denkt,  nach  der 
Seite  des  aufgetauchten  Theils  hin  genommen  werden  müssen, 
für  ein  unendlich  kleines  o»  offenbar  nach  der  Lehre  vom  Schwer- 
punkte: * 

„      w  a^singw        I  iQBxn^ai       j 

0:^-0:1=»=— g^j^ cos ^«-{ g^jjp  COS2  «}, 

d.  i. 

^.     «'  ^osinoo 

3(00) 

Nun  ist  aber 


öS 
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ibo 


12 
foJgUch  nach  dem  Obigen: 

also 

i3 


0  =  6'tisina)=  G(v  -{■  jöW  ) *'"'*'* 


oder 

e=Gii(a,)=G(i) +j|^)(a)), 

oder»  wenn  cd  in  Secunden  ausgedrückt  ist: 

S=  GucoArcr  =  G(v  +  y^) « ArcF . 

Der  in  der  dari^h  den  Schwerpunkt  des  Schnitts  in  seiner 
ersten  Lage  gehenden  Vertikale  oder,  was  dasselbe  ist,  der  in 
der  durch  die  Schwerpunkte  des  Schnitts  und  seines  eingetauch- 
ten Theils  in  der  ersten  Lage  des  Schnitts  gehenden  geraden 
Linie  liegende  Punkt,  dessen  nach  dem  Obigen  gehörig  als  posi- 
tiv oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  von  dem  Schwerpunkte 
des  Schnitts  die  von  a,  welches  aber  jetzt  immer  als  unendlich 
klein  betrachtet  worden  ist,  so  dass  das  Schiflf  nur  eine  unend- 
lieh  kleine  Drehung  erlitten  hat,  ganz  unabhängige  völlig  be- 
stimmte Grösse 


12X)' 


ist,  ist  zuerst  von  Bous^uer  in  dem  Traite  du  navire.  Paris. 
1746.  4.  p.  257.  das  Metacentrum  des  Schnitts  genannt  wor- 
den, und  da  nun  nach  dem  Obigen 

0=6rt£sin(o, 

nach  §.  6.  aber  u  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  das  Meta- 
centrum des  Schnitts  über  oder  unter  dessen  Schwerpunkte  liegt, 
so  ist  klar,  dass  unter  allen  vorher  gemachten  Voraussetzungen 
die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  die  angenommene  Dre- 
hungsaxe  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  dass  dasselbe  bei  unend- 
lich kleinen  Drehungen   von  selbst  wieder   in  die  ursprüngliche 
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Lage  des  raliisen  SchwimmeDs  zurfickkehrt,  oder  die  ans« 
Drehung  nach  deren  Richtung  hin  weiter  fortsetzt,  jenacn 
Metacentrum  eines  der  einander  gleichen  und  ähnuchen 
des  Schiflfs»  weiche  auf  der  Drehungsaxe  senicrecht  stehe 
oder  unter  dessen  Schwerpunkte  liegt,  wobei  man  sich  di 
in  der  Lage  des  ruhigen  Scfawimraens  auf  dem  Wasser 
ken  hat. 

Von  den  in  den  vorhergehenden  Pari^aphen  ent^ 
allgemeinen  Formeln  wollen  wir  nun  einige  Anwendungen 
cielle  Fälle  machen. 


§.  9. 


Aufgabe.  Ein  gerades  dreiseitiges  völlig 
förmig  dichtes  Prisma,  dessen  Grundflächen  | 
8chenkligeDreiecke  sind,  schwimme  so  auf  dei 
ser,  dassin  Taf.I.  Fig.L  die  Grundfläche^^C,  in  v 
AC=BC  ist,  sich  in  vertikaler  Lage  befindet  u 
Grundlinie  Aß  des  gleichschenkligen  Dreieck 
horizontal,  die  Spitze  C  aber  nach  unten  gekel 
man  soll  die  Stabilität  dieses  Prismas  für  auf 
Grundflächen  senkrechte  horizontale  Axen  und 
lieh  kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung.  Sei  A'B^C,  wo  A'B'  horizontal  ist,  de 
tauchte  Theil  des  Dreiecks  ABC,  und  werde,  wenn.CZ^ 
AB  senkrecht  stehende  Hohe  des  gleichschenkligen  J 
ABC  ist,  AB=za,  CD=b  und  A'B*=x,  CD^=y 
Bezeichnet  dann  u  das  specifische  Gewicht  der  Materie  d 
mas,  so  ist  aus  bekannten  Gründen 


alsA 


AABC.AABC-\\yi,, 


n  ob:  ^xy^=ab :  ary  =  1 :  f* 


Nun  ist  aber 


also 


a:b=^a::y9 


b  a 

=^x,      x=jy; 


folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


ab:—x^=ä^:x^z=l:fi. 
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fl6:T-y*=6*:y*  =  l:f»; 
4.  i. 

aUo 

Mit  Rficksicht  auf  die  aus  dem  Obigeo  bekannte  Bedeutung  von 
V  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze  vom  Schwerpunkte 

r  =  - (|  CD-|  CÖO  =- 1  (* -»). 
d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 


r=^^6(l— Vfi), 


und  folglich,  weil 


ist 5  wo  wir  die  Bedeutung  von  q  und  V  aus  dem  vorhergehen- 
den Paragraphen  als  bekannt  voraussetzen,  nach  diesem  Para- 
graphen 

aVfi      2  aVfi-4&«(i-Vfi) 

oder  auch 

I    Weil  nun  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

I 

ist«  wo  immer  oo  in  Secunden  ausgedrückt  angenommen  wird, 
80  ist 

oder,  wenn  man  ii=2a,  6=/3  setzt: 


3p 
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Wenn  das  Dreieck  ABC  gleichseitig  ist,  so  ist  /3*=4o*-*c^ 
=30*,  und  folglich,  wie  man  leicht  findet: 

Wenn  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  ABC  der  Winkel 
ACB  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  /?=:«,  und  folglich,  wie  man 
leicht  findet: 

6  =  |aG(2Vf*-l)coArcr. 

Für  das  gleichschenklige  Dreieck  im  Allgemeinen  ist  nor 
dann  @>0,  wenn 

(«*+/5«)Vft-/3*>0, 

d.  i. 

Vfi>  -»q:^  oder  f*>  (j^qr^» 

folglich,  wenn  wir  jede  der  beiden  gleichen  Seiten  des  Dreiecks 
durch  y  beseichnen, 

fi>^     oder     ^<Vf*  ^ 

ist. 

Für  das  gleichseitige  Dreieck  ist  nur  dann  @>0,  wenn 


3  9 

4Vf*— 3>0,  Vft>j,     i*>jg 


»       i 


ist.     ^^ 


Für  das  rechtwinklige  gleichschenklige  Dreieck  ist  nur  dann 
0>O,  wenn 

2Vf*-l>0,      Vfi>cj*     f*>4 

ist. 

Anmerkung.  Der  Auflösung  dieser  Aufgabe  (tige  ich  nun 
noch  die  folgenden  Bemerkungen  über  den  Ausdruck  der  Stabili- 
tät bei  unendlich  kleinen  Drehungen  im  Allgemeinen  hinzu.  Näm- 
lich Bouguer,  Euler,  Che p man  und  andere  Schriftsteiler 
über  diesen  Gegenstand  betrachten  überhaupt  nur  die  Stabilität 
unter  Voraussetzung  unendlich  kleiner  Drehungen,  und  bei  allen 
diesen  Schriftsteiiern  erscheint  der  Ausdruck  der  Stabilität  als 
von  dem  Drehungswinkel  o  ganz  unabhängig,    so  dass  z.  ß.  bei 
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Ettler   in  der  Scientia^navalis.  T.  1.  p.  99.  im  vorli^gevdett 
Falle  der  Ausdruck  der  Stabilität  nicht  wie  obea 


3/3 


oka  äigeiitlicli 


sondern 


20 Q-j sinw^ 


2^,(«i+^'-^)V<*-^ 


3/3 

Bt<  Wenn  sich  nun  oach  meiner  Meimttng  die»  aocb  dut^haus 
Dicht  btHigea  lässt^  da  insbesoiidere  die  »ämmtiidien  obigen  Aut* 
drücke  für  die  Stabilität  bei  unendlich  kleinen  Drehungen  nur 
Näherungsamsdrücke  sind,  welcbe  desto  genauere  Resultate  iie* 
fem,  je  Kleiner  der  Drehungswinkel  <o  ist,  und  also  scboti  des- 
haÜ^  dies«  Ausdrücke  nicht  von  et  unabhängig  sein  kennen  ^  so  ist 
dodi  «if  der  anderen  Seite  zu  bemerken^  das»  die  tou  den  ge- 
nannten und  anderen  Schriftstellern  befolgte  Methode  darin  ihre 
Rechtfertigung  findet,  dass  es  sich  hierbei  eigentlich  nur  um  die 
Vergleiehong  Terschiedener  Stabilitäten  handelt,  und  weitn  man 
dann,  unr  dl>en  solche  Vefgieicfaimffen  mi  Leichtigkeit  ansfelfen 
zu  k(>nnen,  immer  denselben  unendlicb  kleinen  Drehungswinket 
zum  Grunde  legt,  und,  wie  jene  Schrrfftstelfer  sämmtKelr  thun, 
Oberhaupt  nur  Stabilitäten  für  miendKch  kleine  Drehungswinkel 
betrechtet,  so  ist  es  allerdings  yenstattet,  den  Factor  (oArct^  aus 
den  Ausdrücken  der  Stabilität  wegzulassen.  Der  erste  Schrift- 
steiler  aber,  welcher  die  Stabilität  der  S^l^iffe  aus  einem  allge- 
meineren und  allein  wirklich  sachgemässen  Gesichtspunkte  rar 
endliche  bestimmte  Drehungswinkel,  betrachtet  hat,  scneint,  was 
hier  als  besonders  verdienstlich  hervorgehoben  werden  muss,  At- 
wood  zu  sein,  in  einer  in  den  Philosophical  Transactions 
for  the  year  1798.  Part  I.  p.  201.  unter  dem  Titel;  A  Dis- 
quisition  on  the  Stabüity  of  Ships.  By  George  Atwood 
erschieneneu  Abhandlung,  die,  wie  icn  aus  einem  der  neuesten 
englischen  Werke  über  die  Schiffsbaukunst:  Treatise  on  the 
Theory  and  Practice  of  Naval  Architecture:  beeing  the 
Articie  „  Ship-Building"  in  the  Eocyclopaedia  Britan- 
nica.  By  Augustin  F*  B.  Creuae,  Membre  of  the  late 
School  of  Maval  Architecture»  President  of  the  Ports- 
mouth  Philosophical  Society.  Edinburgh.  1841.  4^. 
an  verschiedenen  Stellen  desselben  ersehe,  namentlich  auch  in 
Eneland  mit  Recht  sehr  geschätzt  wird  ^  so  wie  auch  eine  frühere 
Abhandlung  desselben  \erfassers,  die  in  den  Philosophical 
Transactions  for  the  year  1796.  Part  I.  p.  46.  unter  dem 
Titel:  The  Construction  and  Analysis  of  geometrical 
Propositions,    determining  the  Positions  assumed  by 

TheU  XT.  \ 
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homogoneal  Badies  which  float  freely,  and  at  rest,  oi 
a  Fluid's  Surface;  also  determining  the  Stabiiity  o 
Ships,  and  of  othef  floating  Bodies.  By  George  At 
wo  od  erschienen  ist.  Wenn  man  die  Sache  aas  einem  solchei 
allgemeineren  Gesichtspunkte  für  Drehungswinkel  von  bestimmtei 
endlicher  Grösse  betrachtet,  sollte  man  nach  meiner  Ansicht  aucli 
aus  den  dem -Falle  eines  unendlich  kleinen  Drehungswinkels  ent- 
sprechenden Ausdrücken  der  Stabilität  den  Factor  ooArcl^^  nicht 
weglassen,  weshalb  wir  denselben  auch  in  dieser  Abhandlung  stets 
beibehalten  werden. 


§.  10. 

Aufgabe,  Ein  gerades  dreiseitiges  völlig  gleich- 
förmig dichtes  Prisma,  dessen  Grundflächen  gleich- 
schenklige Dreiecke  sind,  schwimme  so  aaf  dem 
Wasser,  äass  in  Taf.I.Fig.  2.  die  Grundfläche^^jBC,  in  wel- 
cher AC=JBC  ist,  sich  in  vertikaler  Lage  befindet  und 
die  Grundlinie  AB  des  gleichschenkligen  Dreiecks  ho- 
rizontal, die  Spitze  C  aber  nach  oben  gekehrt  ist;  mam 
soll  die  Stabilität  diesesPrismas  für  auf  seinenGrund- 
flächen  senkrechte  horizontale  Axen  und  unendlich 
kleine  Drehungen- bestimmen« 

Auflösung.  Sei  ABABf ,  wo  A'B'  horizontal  und  also  mit 
AB  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Dreiecks  ABCy  und 
werde,  wenn  CD  die  auf  AB  senkrecht  stehende  Höhe  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  ABC  ist,  AB  =  a,  CD  =^  b  und 
A'B'  =r=  X,  CD'  =  y  gesetzt.  Bezeichnet  dann  ^  das  specifiscbe 
Gewicht  der  Materie  des  Prismas,  so  ist  aus  bekannten  Gründen 


also 


AABC:lv2i^ABA'B'  =  \ni. 


■^ab\z^{a-\-x){b--y)=ab:{a'\-x)  {b—y)=il'.^i. 


Nun  ist  aber  ganz  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 


b  a 

y=-x,      a:  =  j^y; 


also 


ab:(a+^y)(b—y)=b'^:b^'-lj^=l:fi; 
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iao 

x=aW  I — ft,      yzzbyX-: — yt. 

lit  Rücksicht  auf  die  aus  den  frfiheren  Paragraphen  belcannte 
iedeutung  von  v  ist  aber  nach  bekannten  Sätzen  vom  Schwer- 
mnkte  des  Dreiecks  und  des  Trapeziums 

"■■=3(5+^)^*-») -3*' 
I.  i.,  wie  man  leicht  findet : 

i-VT=; 


.  =  ^Ät(l  +  2^1-p)LV^^-l! 


)der 


und  folglich,  weil 


V=?(a+^)(6-y)^a6(l+V'r=^)(l--Vl=i0; 


li. 


^ 1 


Ut: 


6|u6  3  f» 

*Uo,  wie  man  hieraus  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

u  =  ^{  (  a«  +  44«)\^i=;r-46»} . 
PolgUchist 

S=  ^^  G  { (o«+4»«)  Vr^— 46«  1  coArcl" . 


V 
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1 

Setzt  man  a=2a,  b=ß,  so  ist 

* 

Wenn  das  Dreieck  AßC  gleichseitig  ist,  so  ist  l3*=3o«,  und 
folglich,  wie  man  leicht  indet: 

Wenn  in   dem  gleichschenkligen  Dreiecke  ABC  der  Winket 
ACB  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  ß  =  a,  ^Iso 

# 

Ffir  das  gleichschenklige  Dreieck  im  Allgemeinen  ist  nur  dann 
0>O,  wenn 


ti 


d.  i.,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 


c«(««  +  2/S«) 


ist.  Bezeichnet  man  die  beiden  einander  gleichen  Seiten  de« 
Dreieclcs  durch  y,  so  iässt  sich,  weil  y^=a^-\-ß^  ist,' diese  Be- 
dingung l^cht  auf  den  Ausdruck 

bringen. 

Für  das  gleichseitige  Dreieck  ist  nur  dann  @>0,  wenn 

7 
d.  i.    wenn  f*  ^  T«  Ist. 

Für  das  rechtwinklige  gleichschschenkiige  Dreieck  ist  nur  dann. 
S>0,  wenn 


aVT^-iX), 


d.  i.  wenn  (i'^-ir   ist. 


•   •  ■ . 
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5.  IL 


■  I 


SoU  das  iD  den  beiden  Torhwgehendeo  Paragimpben  betrad»* 
tete  Prisma  sowohl  in  der  in  $.  9.^  als  auch  in  der  in  §.  10.  an- 
genommenen Lage  schwimmen  können»  ohne  umzuschlagen»  d.  h. 
soll  dieses  Prisma  in  beiden  Fällen  mit  einer  gewissen  positiven 
Stabilität  auf  dem  Wasser  schwimmen  können/  so  muss 

sein ,  was  oflfenbar  nur  dann  der  Fall  sein  kann ,  wenn 


i-^s-©-<'-04 


al«o 


öl.  * 

?^<-r-    oder  y>/5v2 

Y        v2 


Ist;    und  weil  nun 


ist,  so  muss 


co9^  ACß  =  ^ 


cos  ^ACB  <  -4- 


I-    dtf» 


i-ZilCJB>  320.46',    ^^CÄ>  650.32' 


sem. 


$.  12. 


Aufgabe.  Ein  rechtwiakliges  valiig  gleicbförmig 
dichtes  Pärallelepipedon  schwimme  so  auf  dem  Was- 
ser» dass  in  Taf.I.Fig.3.  seine  Grundfläche  ilffCl>sich  in 
vertikaler  Läse  befindet,  und  deren  einander  paral- 
lele Seiten  Ao  und  CD  horizontal  sind;  man  soll  die 
Stabilität  dieses  Parallelepipedons  für  auf  derGrund- 


u 

fläche  ABCD  senkrechte  horizontale  Axen  und  ai^< 
lieh  kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung.  Sei  ABÄ&y  wo  AB*  horizontal  und  als< 
AB  und  CD  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theii  des  Rech 
ABCD,  und  werde  AB=CD=:za,  AC=:BD=b  und  AA*=B1 
gesetzt;  so  ist  aus  bekannten  Gründen,  wenn  wieder  fi  das 
cifiscbe  Gewicht  der  M&terie  des  Parallelepipedons  bezeichne 

ABCDiABA'B*=\:iil; 

also 

ab : nx  —  bi x^^l  H/L y  , 

folglich  a:=fib.    Aber  oflfenbar 

1  .      .  ■        ■•  1       '■      ■  : 
v=^(a:'-'b)=-^(l'-fi)b 

und  Q  =  a,  V=saxs:iufb;  aIso\ 


und  folglich 


e=--^=^=^'««Arcr. 


Es  ist  nur  dann  0>O,   wenn 

a2-<6/x(l~fi)62>0,  d.  i.  ~  >  V6fA(l— ^) 

ist. 

Soli  das  Parallelepipedon  sowohl  wenn  die  Seite  a,  als 
wenn    die  Seite  b  horizontal   ist,    mit  einer  gewissen  Stal 
schwimmen  können,  so  müssen  die  beiden  Bedingungen 


?>V6ft(l-,i.),    j>V"6^(l-fi) 


zugleich  erfüllt  sein,    d.  h.  es  muss 
sein,  welches  nur  dann  möglich  ist',  vi-enn 


V6,»{l-^)< 


V"6^(l-f*) 
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d.  i.  wenn 

6f*(l-.fi)<l. 

•der,  was  Dasselbe  ist,  wenn 

iit  Für  |»=ä'  ist  dies  offenbar  nicht  mSgiich.  Jenaicfadem  ft, 
welches  DatQrlich  immer  kleiner  als  die  Einheit  sein  muss,  zwi- 
tchen  Ä  and  1  oder  zwischen  0  und  s  liegt,   iät  die  Bedingung 


(f»-2)'>  12 
(ifiillt,  wenn 


d.  i. 


d.i. 


i\. 


iL 


>*>^(i+Vä)  «"i"  »»<|a-V3>' 


.    V3+1       .  .V3-1 


»•^  3=^    '*^*''    »"^l+VS 


(»>^(3+V3)  oder  f*<^(3-v3) 


in 
Dass 


i<^(3+v3)<l,    0<^(3-V3)<^ 


V 


iil,  erbellet  auf  der  Stelle. 

Fflr  a=6,  d.  h.  im  Falle  eines  Quadrats,  ist 


/ 
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^       1— 6fi(l— /*)     ^     .      ,«  .      ,        .     :, 

und  es  ist  nur  0>O,  wenn 

6fi(l~ft)<l 
itft,  d.  h.  nach  dem  Vorhergehenden   für 

f*>  J^{3+V3)  oder   fi<g^(3- v3). 

■ 

1  I    . 

jenachdem  fi  zwischen  5-  und  1  oder  zwischen  0   und  ö  K^* 

Kur   fA  =  ^  ist 


6^(1  — ft)  =  2"' 


und  folglich 


.*« 


6,*(l^rt>K 


§.  13. 

Aufgabe.  Ein  uher  einem  Quadrate  als  Grund- 
fläche errichtetes  rechtwinkliges,  völlig  gl^chformig 
dichtes  Parallelepipedon  schwimme  so  auf  dem  Was- 
ser» dass  in  Taf.I.  r  ig.4.  die  quadratfOrm Ige  Grundfläche 
ABCD  und  zugleich  auch  die  Diagonale  AB  sich  in  ver- 
tikaler Lage  hefinden;  man  soll  die  Stabilität  dieses 
rechtwinkligen  Parallelepipedons  für  auf  der  Grund- 
fläche ABCD  senkrechte  Horizontale  Axen  und  unend- 
lich   kleine  DrehHQgQD  bestimmen. 

Auflosung.  Das  specifische  Gewicht  der  Materie  des  Pa-, 
rallelepipedons  sei  |x,  una  die  Seite  des  Quadrats  ABCD  werde 
durch  a  bezeichnet 

s 

Wenn  f»  <  ^  ist ,  so  sei  BEF  in  Taf.  I.  Fig.  4.  o. ,  wo  EF 

horizontal    ist,    der    eingetauchte    Theil    des   Quadrats    ABCD. 
Dann  ist 

ABCDiBEF=\nL, 

und  folglich,  wenn  wir  EF=:x,  BG^=y  setzen: 
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Offenbar  ist  aber  a:=^2y,  also 


folglich 

Nach  bekannten  Sätzen  ist 

2         1  2  1 


'    und  weil  nun 


1 : 


^=:i:=32aVf*>    lp'=;^ary=^a^ 


ist,  so  ist 

2  2  1  4  1 

»=5-3  oVfi  +  a(jV(i  —2  V2)  =  a(  y  Vf*  -~  -^  V2) ; 

foigticb 

ef=oG(|- Vf»— |-V2)»  Arcl''=  aÖ(|-V<»  —  V^)»Arcl''. 

1 

Wenn  11=^-^  ist,  so  sei  BCD  in  Taf.  I.  Fig.  4.  6. ,    wo  CD 

horizontal  ist»   der  eincetauehte  Theil  d^  Qttadrais  ABCD.    In 
diesem  Falle  ist  nach  dem  vorhergehenden  Ausdrucke  der  Stabi- 

fitit,  wenn  man  in  demselben  f*=~o  setzt: 


1     / 1 


Wenn  f»>-2    ^^'    ^^  «^^  BCDEF  in  Taf.  I.  t*}$.  4.  c./  w» 

JSF  horizontal  ist,   der  eingetauchte  Theil  des  Quadrats  AB  CD. 
Dann  ist 

ABCD:BCDEI^lHi, 

und  folglich,  wenn  wir  EFzzzx,  ^1  Cr  =:^  setzen; 


1  i 


also,  weil  ^=2^  ist: 


oder 
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a':-ja:*:=l:l — fi. 


folglich 


a:=2a  Vi — j»,       y  =  aVl  —  f*- 


Bezeichnet  man  die  Entfemang  des  Schwerpunkts  des  eingetauch- 
ten Theils  BCDEF  Ton  dem  Punktet  durch  2»  so  hat  man  nadi 
der  Lehre  vom  Schwerpunkte  die  Gleichung 


^aV2.AßCD=z.BCDEF+(aV^--  -^y).AEF, 


d.  i.    • 


1  112 


und  folglich ,    wenn  man  für  x  und  y  ihre  Werthe  aus  dem  Vor- 
hergehenden einführt: 


-ia  V2=f*2  +  (1— |^)(V"2- -3  VT=^)a, 


woraus  sich 


V2-2(l-fi)  (V2— I  \^l-f*) 

ergiebt.    Also  ist 

V2-2(l-f*)(V2-|-Vr=:fO  1 

f>= ^ a-^aV2, 

d.  i.,  wie  man  leicht  findet: 


=-'-^(f^-fVT---p).; 


und  weil  nun 


m 


^=a:=2aV^l— fi,  V=a®— 2^^=fia^ 


ist,  so  ist 


also 


«=LJi(iVTr^-|v2)«. 


FolgKch  ist 


,     e  =±  ^-^  aG(g  VT-i*  - 1"  V2)  0.  Arcl " 
•der 


e  =  ^-r^G  (jVTR:-^  i  «Arcl" ! 


FQr  F=^i>  «rgiebt  sich  aach  hieraus 


t 


zzraG.jY  2- 


wArcr'. 


Ffir  fi=^  ist  jedenfalls  0>O 
Fflr  /»<2  ist  S>0,  wenn 


3^Vf*>Y  2"'    ^'  *•  '^^ 


9^ 
32 

ist 


Fflr  |*>-s'    ist  0>O,  wenn 


-3Vl-^f*>y^2-   d.  i.  I— fA>32     oder    f*<g2 


ist 


\  '    1 
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§.  14. 

'  Aufgabe,  Ein  über  dem  Parabeisegment^^CB  in 
Taf.  I.  Fig.  5.,  wo  CD  die  Axe  der  Parabel  ist  uod  AB 
auf  CZ>  senkrecht  steht,  als  Grundfläche  beschriebener, 
▼  öilig  gleichförmig  dichter  gerader  prismatischer  Kor- 
per schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  paraboli- 
sche Grundfläche  ACB  sich  In  vertikaler  Lage  befin- 
det und  AB  horizontal  ist;  man  soll  die  Stabilität  die- 
ses prismatischen  Korpers  für  auf  der  Grundfläche 
senkrecht  stehende  horizontale  Azen  und  unendlich 
kleine  Drehungen   bestimmen. 

Auflosung.  Das  specifische  Gewicht  der  Materie  des  in 
Rede  stehenden  prismatisehen  Körpers  sei  fi,  und  CD  und  AB 
mögen  respective  aurch  a  und  by  der  Parameter  der  parabolischeD 
Grundfläche  soll  durch  n  bezeichnet  werden.  Ist  nun  ACB'y  wo 
AB*  horizontal  ist,  aer  eingetauchte  Theil  der  parabolischeD 
Grundfläche,  so  ist 

ACl^\ACB-\.n,, 

also,  wenn  CD^  und  ABf  vespective  diiv^ch  x  und  y  bez^chnet 
werden,  nach  einem  bekannten  Satze  von  der  Quadratur  der 
Parabel 

2         2 
-!^^i-!^xyz=iab\xy^=^\\\k. 

Nun  ist  aber  ferner  bekanntlich 

6=2Vpö,     y=aVp^; 
also 

oder 

folglich 

x^nay^f      y=2V  ap  .Vf*. 

Nach  einem  bekannten  Satze  von  deip  Schwerpunkte  der  Para- 
bel ist 

3  3  »y 

r=-g(a:-a)  =  --ga(l-Vf*«), 
und  weil  nun  . 


f 
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also 


tat,  so  ist 


«=2^""5^^^'"'^^)' 


fo^ich 


S=[L— L(l-.V"^«)I<;a)Ärcl" 


Soll  0>O  sein,  so  muss 


d.  i. ,  wie  man  leicht  findet : 

sein. 

$•  lö. 

^tf/^aAe.  Ein  gerades  vierseitiges  PrismavonvOllig 
gleichförmiger  Dichtigkeit»  dessen  eine  Grundfläche 
in  Taf.  I.  Fig.  6.  des  Trapeziuni  ABCD  ist,  in  welchem 
letzteren  die  Seiten  iflC,  BD  einander  gleich  und  gegen 


man  sou  aie  ii^iaoiiiiai  dieses  frismas  lur  aui  seinen 
Grandflächen  senkrechte  horizontale  Axen  und  unend- 
lich kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung,  ßei  ÄBA'B,  wo  A'B*  Loriasontal  und  also  den 
Linien  AB,  CD  parallel  ist,  der  eingetauchtje  Theil  des  Trape- 
imma  ABCD,  und  werde  AB=:a,  CD=:bi  ^'^=ar  cesetzt, 
die  .Höhe  des  Trapeziums  ABCD  aber  durch  A,  die  Höhe  des 
Trapeziums  ABAB*  durch  y  bezeichnet.  Ist  dann  ft  das  speci- 
fiflcne  Gewicht  der  Materie  des  Prismas,  so  ist  aus  bekannten 
Gffinden 
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ABCD-.ABA'B'—V.fi., 

I 

also'  / 

^{a  +  b)h:^(ß+x}if=(a+b)h:(a+x)y=:\:i^. 

Nun  ist  aber,  wie  leicht  erhellet,  atlgeroein 

a—bia-^x^^hiy, 

also 

a—x  - 

uod  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 
also 

Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist ,  wie  man  leicht  'findet : 

i/a  +  2a:         a+26  A 

und  weil   nun 

Q=x,    V  =  ^(a  +  a:)y 

ist,  so  ist 

l/a+2x         0+26   \  jpg 

""3Va+ar2'       a+6  V      6(a +  0:)^'' 

also,  weil 


a — X 


ist : 

1  -  (fl+2ar  a—x      a+26f  j:^ 

"■~  3     f  a+o:  *a  — 6       a+6  i    '  6^1(0-1-6)^ 

oder 

«=3li-li)K«+2^)J+^-(«+26)„-^:3l+6KH^:Äj* 
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FArt  man  nun  in  diesen  Ausdruck  den  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Werth  Toii  x  ein^  so  erhält  man: 

+  6/ii(a'+Ä)A 

«od  fi!r  die  Stabilität  @  hat  man  den   bekannten  Ausdruck : 

e=6?tt(öArcr', 

irobei  onendlich  kleine  Drehungen  vorausgesetzt  werden. 
Die  Möglichkeit  der  Aufgabe  erfordert,  dass 

fla—fi(a«— 62)^0,    d.  i    K«*— 6*)^«* 

jMi.  Dies  ist  filr  aZb  immer  der  Fall ,    für  a  >  6  aber  nur  dann, 

[Wenn 

ist 

Die •  Stabilität  ist  nur  dann  positiv,  wenn  u  positiv  ist,  wofür 

^T  der  Kürze    wegen    die   Bedingung    nicht  weiter   entwickeln 

Wollen. 

Setzt  man   in  dem  obigen  Ausdrucke  von  u  die  Seite  a=0, 
**  wird,  wie  man  leicht  findet. 


U 


Vfi) 


•der 


g=6-<^'+y-^*\Arel", 


! 
\ 
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was  sanz  mit  dem.  in  §.  9.  gefundeiiett  AasdroAe  der  StabHitit  ' 
fibereinstiinnit. 

Setzt  man  in  dem  obigeo  allgemeinen  Aosdnicke  von  m  die 
Sdte  6=0,  so  erhSit  man: 

~  ÖjtA  ^  '  < 

also 


■i» 


was  ganz  mit  dem  in  $.  10.  gefaodenen  Ausdrucke  der  Stabilitlt 
übereiostimmt. 


$.  16. 


Bei  den  vorfaergefaendeD  Aufgaben  nahmen  wir  immer  das 
Schiff  als  einen  homogenen  oder  vüUig  gleichförmig  dichten  Kit- 
per  an,  die  auf  den  zum  Grunde  gelegten  horizontalen  Drehung»« 
axen  senkrecht  stehenden  Schnitte  des  Schiffs  wurden  als  nnter 
einander  vüllig  gleiche  und  ähnliche  Figuren  angenommen ,  und  es 
wurden  nur  unendlich  kleine  Drehungen  des  Schiffs  betrachtet 
Jetzt  wollen  wir  nun  einige  Aufgaben  auflösen,  bei  denen  wir  den 
Drehungswinkel  nicht  unendlich  klein,  sondern  von  einer  endlichen 
bestimmten  Grosse,  und  das  Schiff  nicht  als  homogen  oder  als 
einen  völlig  gleichförmig  dichten  Körper  annehmen,  aber  voraus- 
setzen werden,  dass  die  auf  den  zum  Grunde  gelegten  horizonta- 
len Drehungsaxen  senkrecht  stehenden  Schnitte  desselben  sämmt- 
lich  gleiche  und  ähnliche  Figuren  sind,  und  auch  rucksichtlich 
ihrer  materiellen  Beschaffenheit  vollkommen  mit  einander  über- 
einstimmen. Unter  diesen  Voraussetzungen  wollen  wir  uns  nun 
zuerst  mit  der  folgenden  Aufgabe  beschäftigen. 


es 


§.  17. 

Aufgabe,  Einer  der  auf  den  zum  Grunde  gelegten 
orizootalen  Drehanssaxen  senkrecht  stehenden^ 
ämmtlieh  einander  gleichen  und  ähnlichen,  und  auch 
üeksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffenh^eit  vuliie 
Alt  einander  Üb  er  einstimmend  enSchnitte[de8  Schiffs  sei 
n  Taf.  iL  Cig.  7.  die  dreieckige  ebene  Figur  Z>C£«  und  das 
Schiff  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  Ebene 
DCE  und  in  derselben  die  den  Winkel  DCE  halbirende 
Linie  vertikal  ist;  man  soll  die  Stabilität  dieses  Schiffs 
n  Bezug  auf  die  zum  Grunde  gelegten  horizontalen 
[)rehungsaxen  für  den  beliebigen  Drehungswinkel  <o 
bestimmen. 

Au  flu  SU ng.     Wetin  wir  annehmen,   dass  ACß    der  einge- 
tauchte Theil  des  Schnitts  DCE  bei  der  ersten  Lage  des  Schilfs, 
and   also  Aß  die  horizontale   Durchschnittslinie    der   Ebene    des 
Schnitts  DCE  mit  der  Oberfläche  des  Wassers  hst,  auf  welchem 
das  Schiff  schwimmt,  so  kommt  es  zunächst  auf  die  Bestimmung 
des  aufgetauchten  und  des  untergetauchten  Theils  an.  Nehmen  wir  nun 
femer  an,  AeisaA^CB'  der  eingetauchte  Tbeii  des  Schnitts  DCE  bei 
der  zweiten  Lage  des  Schiffs  ist,  und  dass  AOA'  und  BOB*  respec- 
tive  der' aufgetauchte  und  der  untergetauchte  Theil  des  Schnitts /iC£J 
sbd,  so  müssen  wir,  weil  der  aufgetauchte  und  der  untergetauchte 
Theil  bekanntlich  immer  einander  gleich  sind,  di^  Gleichheit  die- 
ser beiden  Theile  aber  unter  den  semachten  Voraussetzungen  au- 
^uscheinlich    durch    die  Gleichheit  der   beiden  Dreiecke  AOA, 
dOB'  bedingt  wird,    offenbar   die  Lage   der  Linie  A'B'  so  be- 
stimmen, dass  dieselbe  in  ihrem  Durchschnittspunkte  O  mit  der 
als  gegeben   zu   betrachtenden   Linie  AB   gegen    diese  4etztere 
Linie  unter  dem    gegebenen  Winkel  AOA*=BOB'=g}   geneist 
:  ist,  und  die  beiden  Dreiecke  AOA',  BOB'  einander  gleich  sind. 
Auf  diese  Weise  wollen  wir  nun  die  Linie  A'B'   zu   bestimn^en 
i  soeben. 

Zu  dem  Ende  werde  der  als  gegeben  zu  betrachtende  Win- 
kel DCE  durch  &  bezeichnet ;  dann  ist  jeder  der  Winkel  CAB, 
CBA9  die  offenbar  einander  gleich  sind ,  weil  unter  den  gemach- 
ten Voraussetzungen  das  Dreieck  ACB  jedenfalls  ein  gleiclischenk- 


Kges  Dreieck  und  AB  seine  Grundlinie  ist,  =90^ — n^»    Wegen 
der  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke  AOA',  BOB'  ist  aber 

AOA'0=:BO.B'^0, 
tnd  nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Satze  ist 

AO:A'0=:  sin  (ISO«  -  «-  QO«  + 1-  0) :  sin  (90<^—  ,j0), 
Theil  XV.  ^ 


6« 

(].  i. 

AO:A'0=cos(ci)-'  50):cos5  0, 
BO  :B'0=  cos  («  +  g  ©) :  cob  ^^  Ö. 

Setzen  wir  nun  ferner  die  als  bekannt  zu  betrachtende  L; 
AB=:gy  so  haben  wir  zwischen  den  vier  unbelsannten  Gr5s 
AO,  BO,  A'O,  BO  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

AO  +  BO^Q, 
AO.A'Oz=zBO.B'0, 

^O.coSö-®==-4'0.cos(fl) — 5-®)» 
BO.co8^e=zBO.coa{(o+^9); 

und  es  wird  nun  darauf  ankommen^  aus  diesen  vier  Gleichung 
die  vier  in  Rede  stehenden  unbekannten  Grossen  zu  bestimm 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

COS(CO — ö®)  COs(c»-f  gr©) 

AO=zA'0.  f ,BO=BO. f_   ; 

1  1 

COS^Ö  COSrt"© 

also  ist  wegen  der  beiden  ersten  Gleichungen: 

A'0.cos(G)--^e)+B'0.cos((a  +  ^&)=QCOs^e, 
A'0^.co8(g}-  ^  e)--B'0^.cosiG)  +^&)=0, 


Man  setze 


A'0.cos{(o-^2  ®)  *~  *'  ^-  ^®®  (o)  +  i2^)  =  '^ 


so  ist 


A*0^.cos(G>'-^e)^--B'0^.cos((a  +-^&)^=  qx  cos^®, 

und  wenn  man  nun  die  beiden  Gleichungen 

1  1  1 

A 02  cos  (w  —  2  ^J^-B' O^.  cos  (©  +  2 ®)*  =  ^  ^^^®  2  ^' 


vt 


liit  einander  ▼«rbindel,  cw  erbtit  tnati: 

Ä'O*  cos(fl)  +  2  ®)  ^^^®  (cö—  2  ®)'"  ^^®("+  a9))=^Qrco8^9; 
d.i.)  wie  man  leicbt  findet: 


g  tiot  s"  Ö 

^'O*;^  — • — " '-^ — %i 

2sinai)C0s(ai)— '^  0) 

2sin  09  cos  (ß>  +  o  ®) 


'  (lebmen  Wir  nun  an,  dass  o  nicbt  90^  und,  wi^  sieb  schon  von 
idbst  verstebt,    S  nicbt  180^  übersteigt,    so  kann  offenbar  der 

ikolate  Wertb  von  (0—^'®»'»«  90^ übersteigen,  und  cos  (oo  —  s  ®) 
ist  also  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer  positiv.  Weit 
HDD  auch  g,  sinos,  cotö*^  positiv  sind,  so  ist 


^Cöts^® 


2sin  CO  cos  (©  —  a  ®) 


positiv,  und  vregen  der  Gleichung 


I 


^'02= 


QCOt^ß 


2sinoocos(€o — q0) 

18088  folglich  nothwendig  r  eine  positive  Grösse  fiein.    Also  tnusif 
'    *       wegen  der  Gleichnng 


1 


B'O^^r 


^COtg-ö 


•»      m      X    * 


2sin(o  cos(ai)  +  q0) 


t>* 
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nothwencligcos(a>-h^6)  positiv  sera^  wenn  überhaupt  die  Anfg 

möglich  sein  soll ,  d.  h.  o  -f-  o  ^>  welches   unter  den  gemacl 

Voraussetzungen  jedenfalls  180^  nicht  überstei^,  darf  90^  n 
übersteigen,  wenn  die  Aufgabe  überhaupt  möglich  sein  soU. 

Weil  nun  nach  dem  Bisherigen 

QCOt^ß  ^COtgö 


1        *  1 

2siDai)cos  (o — 5-  S)     2sina)cos(o9  +5-  B) 

uod  t,  sowie  ihrer  Natur  nach  auch  A'O  und  B'O  positiv  s 
so  erhalten  wir  aus  dem  Obigen  die  beiden  folgenden  Gleichung 


gcotqS 
.4'0=%/     j VT, 


2sino9  cos  (o  —  ^S) 


ocotö^ 
B'0=\l 2___  ^^ 

2sino9cos(a)-t' o  ^) 


oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


1 

^cotö© 


2siDa)  cos((» —  rt  ö) 
ocota© 


2sin  09  cos  (a>  +  n-®) 


setzen : 

A*0=MVt:,  B'0=Nx^r. 

Führt   man  diese  Ausdrücke   in   die   aus  ^dem  Obigen   beka 
Gleichung 

ein  9  so  erhält  man 


09 


{McosicD-'^S)  +  JYcos(a)  +  ^  B)\Vr=QC08  5  S 
also 


ilf cos(a>—  2®)  +  -^<^<>s  (w  +  2  ®) 


oder^  wenn  man 


1  AI    ^cos(a)— 5®)cotö8 


1  4      /     QCOs((D+crß)cot^e 


setzt: 


Vt=^'^'2 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

j^^ ^üf cos  g-0  qNcos  5-  S 

abo 

In  Bezug  auf  O  als  Anfang  und  OA*  als  den  positiven  Theii 
der  Axe  der  Abscissen  sind  die  Abscissen  der  Schwerpunkte  der 
Dreiecke  AOA'  und  BOB'  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 
des  Dreiecks  respective: 

^{A  O.cos  w+A'O)  und  ^  g-  (BO .  cos  © + i?'  O) ; 

folglich  ist 

v=^  (AO.coBeD+A'0)+  ^(BO.cosa  +  B'O), 


d.  i. 


oder 


V  ^^(AO +  BO)  cos  a  +  iA'O+B'O)] 


t)=g(i<iB.cosa)  +  4'B')> 


ro 

also  nach  dem  Obigeo 

ü=3  ^  (cos  CO  +  ]grqp7v>  ^®*  2®^* 

Weil  oacb  dem  Obigen 

C08(CI  — flrO)  COs(g>  +  o®) 

qos  5-  ®  <>M  s"^ 

und 


ist,  so  iiit 

1  J 

^ilfC08((0 — 2®)  ^2Vcos((ö+  o-ö) 


und  weil  nun 


V'=:^A0:A'0. aium 


ist,  |»o  ist 


^*  JPcosö  ®cos  (w—  s-Ö) 
^  ""  2(ilf'  +  iV')«  **"^' 

Endlich  ist,  als  der  Flächeninhalt  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks»  dessen  Grundlinie  ^,  und  dessen  Winkel  an  der|8pitze 
S  ist,  offenbar 

t>'=:|^.  i^taBg(900-.|-«)^j^«cotJe. 
Es  ist  nun 


^  cot^^  A     /  ^cotö® 


2sin  CO  cos  (w —  56)        W      2sin  «  cos  («  +  5-6) 
^  in©  %/  2sin o? 


=  |Vc;.,{»-j8)+V   c 


i — ^i4  /  '""'ä 

.aK»  +  2«)i  Y     Tita; 


pcotg-© 


Der  Zftbler  dletes  Bradis  M 
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COS  (cö  —  -q-  ®)— f  cos  (cö  +  "ö"®) 

Y  cos  (co—  Y®)^^^  (g)  +  o^) 

2sin  0  sId  5  B 

Y  cos  («  —  2®) cos («  +  5  Ö) 


und  der  Nenner  ist 


cos(o> — 5  0)  — cos((o  +  ^®)  =  2sin(ösin^0; 


also  ist 


W+W-.T 1  1     ' 

W  cos  (co  —  2 ®) ^®®  (®  +  o®) 

=  Y  sec(o)  — 2^)s€c(g>  +  2®^' 
folglich  nach  dem  Obigen: 

ü=Q  ^tcosco-f  cos  ^ß  Y  sec  (©  —  5^ö)sec(co +o®)) 

I        COS2  ^  +  cos  CO Y   C0S((0  —  5-0)  cos  (W  +  JJ&) 

=g,. 7r 1  -y- 

Y  cos((»— 5  9)cos(oH-g0) 
Ferner  ist 


2sino 


Y  cos  (cö— 2®) 


folglich  nach  dem  Obigen: 

M  i 


Y  cos(a)-  J-0)  JY  cos(w--^^0)+   Y  cos(ia+~0)j 


also 


ilf*cos(a)— O-0) 


—  i « 


j Y  cos  («■— I©)  +  Y  cos(a)  +4®)  ( 
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4®+V^ 


2{cosa)COS-^ö+\  cos(a)— 2"^)co8((ö+-5-0)j 


ler  Dach  dem  Obigen 


^^cos-Q-Ösino) 


iicosmcos-^  6+  Y  cos(o)—  -^ß)  cos  (©  +  y®)} 


«o  ist 


fcd 


o 

8 
I 

A 

O 

8 
+ 


A 

O 
OB 

o 

02 

8 

+ 


o 

OB 


<2) 


09 


8 


A 

O 
OB 

8 
I 

A 

O 
OB 

? 


A 

O 
OB 


+ 


II 


A 

O 
Ol 


8 


A 

O 
OB 

8 


3 

A 

O 
OB 

8 
+ 

K.|N- 
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Multiplicirt  man  Zähler  und  Neoner  des  Bruchs 


rtÖ+cosfl) Y  i     ' 


mit 


cos  2®  4-  cos  CO  Y  cos(a)—  ^  ®)  «os  (®  +  2^) 
cos  2  ®  cos ©+  Y  cos(a)—  s"  ^) cos  (©+  o  ®) 

g>6«»Gos  (0  Y  cos  (w —  ö  Ö)cos  (©+  6), 


cos  2 
80  wird  der  Zähler. 


cos äÖ*— -cos«* cos  (od  — j 9)cos((o  +9Ö) 

=cos  5Ö* —  cosfl)*(cosfl8^cos  a  ö*— sinw^sinoö*) 

=  (1  —  cos  0)*)  cos  ö  6*  +  siBw*  cos  (o*sin  «  ö* 
= sinfl)*(cos(o*  +  cos  ö®*). 


und  der  Nenner  wird: 


cos  o  cos  2  <^*  +  cos  -s" ®  Y  cos  («  —  3-0)cos(üH-  "o 


0) 


—  cos  w^cos  2  ®V  cos(o— 2®)cos(a)+-2  ö)  — cosoocosC© — 2®)^®®^"'+^ 
=  cos  CO  cos  3-0* — cosad'cos  ^  ö*  +  siniö*  coscosin  2-Ö* 

+siDa)*cos-s-0  Y  cos  (»'^nrS)cos(a}+^&) 

=  sino*  { cosw  +  cos  o"® V  ^^  ^^'"^  2^ ®^ ^^^  («>  +  o"®)  I  • 
Also  ist  nach  dem  Obigen 


n 


H 


fcO 


« 

o 

S' 
8 


o 


CS) 

8 

8 


o 

o 

OB 

8 

+ 

o 

o 
« 

8 


S 

OB 


8 
I 


o 

OD 


8' 
+ 

.9> 


8 

OB 

8, 

19 

+ 

o 

OD 

% 


K> 


o 

o 

OD 

8 


I     ^ 


8 


fcO 


I .  <■ 


.® 


O 
OB 

8 

4- 


Hb 

8 


Ol 

•  ./^ 

e 
I 

OB 

8 


<^ 


o 

OB 

8 


+: 

s 

OB 

1 


»:• 


...   i, 


ii    f 


«    «■ .. 


t  1 


MultipHcirt  man  aber  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 

k  ■**_'.. 

1 


cos  e>  -|-  cos 


i^r— — ,  i'      '  .     i — 

"ö-^V  cos  («  — s-®)cös  (»+  2"®) 


it 
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COS 


(0 —  cos  o"® Y  cos  (w—  o"^)  cos  (a)+  -n"^)* 


so  wird  der  Nenner 


cos«^  —  cos  yö*  cos  («  —  "S"  Ö)  cos  (w  +  -n-®) 
=  cosw*— cosG>*cos  ^€^-f"Sinfi)%m-s-Ö*cos  ^-ö* 
=  cos(a«(l— cosg  e4)+sin(ö2sin  ^-^'cos  ^0^ 
=  sin  ^0*(co8»*  +  coSftö*), 


also 

offenbar 
i'cos-ö-ösino) 

rt>= 

( 

cosw— cosq-öV  cos(w— rt-Ö)  cos 
sin  2®*V  ^®®^®  "^   2^)  cos  (od 

(                                         cos  Od 

(»+ 1-«) 

12 

""l2tang-|ö* 
es  ist  auch 

1) 

aber 

coSo^Y  cos(a)— 

-2Ö)cos  (a)  + 

2®) 

also 


1  1 

cos  (<o^-^\9)cos(a}  +  -ö  0) 

=  cosoo^cos  ■o  ®* — sinfi)*sin-ö-Ö* 

= cos  oAsos  2  ö*  (1  —  tang  o)*  tang  2  ö*) 


(  secs-0* 

Fü=     ^       '         j    r  ^        -^ 

12tang^0«  (Y  l-tangw^tangg©« 


Daher  ist 
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V^ 


=  ;^  9SIIIW  cot  0^1 


€08^(0 


cos^^Y  COS  (ö>— 2  ®)^®®(®+ O  ^) 


-I 


=:;^9SinoiCOt^^ 


secg-  ©» 


V— 1  — 
l— tangiö*  tang  5  ^ 


—1 


ood  folglich ,  weil  bekanntlich 


0=  G  f^v+rsinio^ 


ist: 


i  y^cosööV  cos( 


COSG) 


w— -Ö-0)  cos(o>+-^ 


+4«)  OH'"'* 


=6?  it>+-öPC0t-7r 


gpcot-^eQ    r— 


WeU  nach  dem  Obigen 


sec  "2  Ö* 


tangflo^ang  «-Ö* 


^     l>sina). 


1         4V  1  o* 


ist, 480  ist 


sec 


16V'2 


16V' 


and 


—tang  Contango®* 


also 


sec^®* 


16V'Ä+^4 


\ri^  tangco-tang  lö*       4^  VieV'"---^*  tang«, 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 


oder 
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Wenn  der  Winkel  v>  unendlidi  klein  ist,  und  tang  a>^  als  ein  ^ 
unendlich  kleine  Grosse  der  zweiten  Ordnung  als  yerschwindei^^ 
betrachtet  wird,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

was  ganz  mit  §.  8.  übereinstimmt.  ^ 

Wie  die  Grösse  v,  deren  Bedentang  aus  dem  Obigen  bekannt 
ist,  in  jedem  einzelnen  Falle  mittelst  der  bekannten  Sätze  vom 
Schwerpunkte  bestimmt  werden  muss,  bedarf  hier  keine?  weitereit  j 
Erlättternng«  '  ' 


§.  18. 

Der  folgenden  Aufgabe  wollen  wir  einige  allgemeine  Betrach- 
tungen über  die  Parabel  Torausschicken. 

In  Taf.  II.  Fig.  8.  sei  MSN  eine  Parabel,  deren  Scheitel  Sund 
deren  Axe  SH  ist.  Die  beiden  beliebigen  Punkte  A  und  A*  die- 
ser Parabel  seien  durch  die  Sehne  AA'  mit  einander  verbunden, 
und  von  A  und  A'  seien  auf  die  Axe  SH  die  Perpendikel  AB 
und  A'B'  gefällt.     Man  setze 

SB^Xy  AB=y;  SB' r=zx\  A'B=y'', 

die  Linie  SC=z,  und  das  parabolische  Flächenstück  ASA'=zF. 

Bezeichnet  man  wie  gewöhnlich  den  Parameter  der  Parabel 
durch  py  so  ist 

Ferner  ist 

BC\BC=y\y'y  BC\  B'C^BB^x* -x. 


also 
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Folglich  ist  wie  leicht  erhellen  wird,  nach  bekannten  Sätatii 
von  der  Parabel  und  vom  Dreieck: 

c     2      ,2,1    x'-x  1    x'—x  , 

—  3^^  3^  3'      2  j'+y 

2  2  1 

:^a;y  +  ^ar'y' -g-(a:'— ä)  (y'-y) 

=  g(a^«y)+g(a?sr'  +  a;'y) 

=•  2^(3 2'  +2^')  *"  2 ^(32''+2'^ 
=  ^y  (j*  +  ^')  +2  y'  (3^+ V  ' 

^pF^pxQy+y'^px'Q^y'+y') 


Iso 


der 


6pF=  Cv  +2^')^  3^  +y'=  V6/>  F. 


Bezeichnet   man  jetzt  den   Winkel  ACß  oder  A'CB*  durch 
^,  so  ist 

y=7?C.tange=-7q-ytaDg©, 
y'—B'C.  tange=~p'taBge; 


80 

aUo 


folglich 

cot  0=:=-.  2— iL=  ^(y«.-^); 

und  wir  haben  daher  jetzt  die  beiden  Gleichungen: 

8     

y'+y=^r&pF,  y'— yr=pcot0;  i 
aus  denen 

und  folglich 

(V^dpF—pcotB)^       ,_  (V^F+pcot0)« 

sich  ergiebt. 

Also  ist  auch 

ßß.^,.^,^y.:^'^J±zyl(l±yl^,,,sv^^ 

p  p  ^ 


und 


1    ^ 
i?C=  3^  cot  0=2  (^  ^P^—P  cot6))cot@, 

4      3      

ß'C=y'  cot0=  .jCVöpF  +/?cot0)!cot  0; 


so  wie 


2   3    

^C=ycosec0=ö^V^6pF— pect©)  cosec0, 

2    ' 

^'C=y'cosec0=ö-(V^6pF+pcot0)  cosec0. 


Endlich  ist 
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p(y'+y)        p(y'+y)       p 


d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 


__  (VQpF-^pcot@((\r^F+p  cot@) 

4p 

,  wie  man  leicht  findet: 

V^36Fg--yVp.cote^ 
iVp 

Auf  diese  Welse  sind  jetzt  die  Linien   .r,  y,  a:",  y',  z^  AC, 
A%BC,RC,  BB'  bloss  durch  die  Grössen  p,  F,  6  ausgedrückt. 

Wir  wollen  nun  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  pa- 
rabolischen Flächenstücks  ASA'  bestimmen^  indem  wir  diese 
Coordinaten  durch  jc,  y  bezeichnen ,  und  y  als  positiv  oder  als 
negativ  betrachten,  jenachdem  der  Schwerpunkt  des  parabolischen 
Flächenstücks  ASA'  auf  der  linken  oder  auf  der  rechten  Seite  der 
Axe  der  Parabel  liegt.  Zu  dem  Ende  haben  wir  nach  der  Lehre 
vom  Schwerpunkte  die  folgenden  Gleichungen: 

„      3      2        .3    ,2    ,  . 
Fjc  =  g  ar.  3  icif  +  g  a:'.g  a; Y 

I.       3      5ä  3,2,, 

.11/  .  1   /!/  ,    . , 

+  3  ä-  ^(?—^)y  +  3  3^  '2  (*  — %  • 
Nach  dem  Vorhergehenden  ist: 

.  P  P  P 


und 


i>  VC  '  '  '  M'     ■IUI     ~  '  ■         "  5 

;,  ;,  p 

V  ,    ,..  _yy'—Vj^' -yy'  ^y'iy-y) . 

P  P  V 

Theil  XV.  0 
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und  weil  nun 


P  P 


ist,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

^     ip      ip"^       dp        *       dp        * 


oder 


r^^y^-y"' ,  (y'-yW+y'^ . 


oder 


^^—      6p^       ""  6p2  * 

j.y  ^y^-3^/^    (y--yO  iy^ +y'^) . 

^        ip  6/?  ' 

oder  /' 

'^~      5p*  6p« 

^         ip  dp  * 

Nun  ist  aber 

y^+y''=(y+yO(y'^y^y'+y^y'''-yy"'-i-y") 

und 

(y-yr{'2(yHy'^)+yy'\ 

also  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

,^^  _  (y  +y)(V  +  33^Y+  2yVH%y^  + V^) 

oder,  weil 
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ist! 


=(y+y')'»{2(y«+»'«)-yy'> 


6p      *  5/»  ' 


and  folglich ,  weil  nach  dem  Obigen 


lit: 


Ferner  ist 


ako  nach  dem  Obigen: 

' "  Ap  Qp 

.  (y*-Hy''')(y'  +  2yy'  +  y'')_(yfy')»   y-y' 
-~  12p  ~      6p      '     2 


d.  i. 


y-  2 


Zur  Bestimmung  der  beiden  Coordinaten  f,  y  des  Schwer- 
ponkte  des  parabolischen  FiSchenstäcks  ASA'  haben  wir  daher 
die  Formeln: 


5p 


y-y 


Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

3     


ö* 
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also 
oder 


2(y*  +  y'^)—yy'— 4—^^^ 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen 

y—y'^—pcoiB', 
also 

3V"36ü*/^  +  5ü2  cote«  1 

;^= ^-^^-^^ '  7='-^pcote 

oder 

■ 

Nach  dem  Obigen  ist  auch 

pVp.  cot02=:  V"3öF2—  42Vp, 


also 


_8S/WF^^^20zVp 


_24r36Fg 

Endlich  ist  auch 


V*36Fa  =/?  VP .  cot©*  +  42  Vi? , 
folglich 

8pVp.cot&^+12zVp      2.3 
20Vp  -5 /»cot«  +5^- 

Also   hat  man  zur  Bestimmung    von  f,  y  auch  die  folgei 
Ausdrücke : 

24/36F*  1 
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oder 


2  3  1 


oder  auch 


3       4^  l  ^ 


§.  19. 

» 
Aufgabe.  Einer  der  auf  den  zum  Grunde  gelesteo 
horizontalen  Drehun&^saxen  senkrecht  stehenaeo, 
ßiämmtlich  unter  einander  gleichen  und  ähnlichen,  und 
auch  rücksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit 
Foilie  mit  einander  übereinstimmenden  Schnitte  des 
Schiffs  sei  in  Taf.  II.  Fig.  9.  die  parabolische  ebeneFieur 
MSN  mit  dem  Parameter  p,  deren  Axe  SU  ist,  und  das 
Schiff  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  £bene 
MSN  und  die  Axe  iSi^T  vertikal  sind;  man  soll  die  Sta- 
bilität des  Schiffs  in  Bezug  auf  die  zum  Grunde  geleg- 
ten horizontalen  Drehungsaxen  für  den  beliebigen 
Drehungswinkel  co  bestimmen. 

Auflösung.  Der  eingetauchte . Theil  des  Schnitts  MSN  bei 
der  ersten  Lage  des  Schiffs  sei  ASB,  so  dass  also  AB=q  die 
horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene  des  Schnitts  MSN  mit 
der  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem  das  Schiff  schwimmt, 
kt  nun  grosserer  Deutlichkeit  wegen  A'SB*  in  Taf.  II.  Fie.  10.  der 
eingetaucnte  Theil  des  Schnitts  MSN  bei  der  zweiten  Lage  des 
Schiffs,  also  A'B  die  horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene 
des  Schnitts  MSN  mit  der  Oberfläche  des  Wassers,  so  erhellet 
leicht,  dass  im  vorhergehenden  Parasraphen  6^=90^ — oo  zu  se- 
tzen ist,  so  wie  auch  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  man  in  demsel- 
ben Paragraphen  F=zV'  zu  setzen  hat. 

Nimmt  man  nun,  was  jedenfalls  verstattet  ist,  jS  als  Anbog 
der  Coordinaten  an ,  so  erhellet  leicht  aus  der  Lehre  vom  Schwer- 
punkte der  Parabel,  dass 

/i  Y 

(3e0=O.(3?0=^^=4 

ist    Ferner  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen : 

^  1  1 

(jCi)  =  — gi»  cot(90<^-a))=— gptangD), 

,«»  ,     3 V*36jSä^'2  ^  SpÄcot  (900—0))* 

(yi)= ^- 


oder,  weil 


ist: 


8« 


4   V2^J      1        P*       ^        P« 


Also  ist,  wie  man  leicht  findet: 


(i^O— (jri)=2P  tangc»,  (^0— (Xi) = -  JP  tang  a>^; 


folglich 


[(X0-fri)3  cos«>^[(^')-(Fi)]sinG) 

1  1 

;=  2P  (2  +  tango*)  sin» =2P  (^  +  ^^^  ®^)  sinw. 

Weil  nun  nach  §•  8.  bekanntlich 

e=  GMna)+[(XO— (^i)]  coso-CCSJO-Ch)]  8ino>t 
ist,  so  ist 

S  =  G  {t?  +  jp  (1  +  seca)2)i  sio  eo, 

oder  auch,  weil 

(1-f  seca>^)sin(o 

= (cosG}  +  cos©  seca)'*)=  tanea)(cosa)+  seco) 

coso  /  s    V  ■  / 


ist: 


1 

Q=:  6rt{?sinG)-|'2/'^°S^(^^^<^~^^^^*^)l' 

Ua  nach  dem  Obigen 

a3 


P 


6V 
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>t,  80  ist  auch 


0=  G{»  sinco  +  «215'  *^"S®  (foscö  +  seco))) 


der 


G  1 

@=;^  {t?V  siiia)-|-  vöJ  ^^tango)  (coso)-!'  seco))]. 

Wie  t?  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  bestimmen  ist,  wird   kei- 
ner weiteren  Erläuterung  bedürfen. 


§.  20 

Aufgabe.  Einer  der  auf  den  zum  Grunde  gelegten 
horizontalen  Drebungsaxen  senkrecht  stehenden, 
sSmmtlich  einander  gleichen  und  ähnlichen,  und  auch 
rücksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit  völlig 
mit  einander  überstimmenden  Schnitte  des  Schiffs  sei 
inTaf.II.  Fig.  11.  die  kreisförmige  ebene  Figur  iHf^SiV,  und 
dasSchiff  schwimme  so  auf  dem  Wass  er,  das  die£bene 
MSN  und  der  Durchmesser  SH  des  Kreises,  von  wel- 
chem der  Schnitt  MSN  ein  Theil  ist,  sich  in  vertika- 
ler Lage  befinden;  man  soll  die  Stabilität  des  Schiffs 
in  Bezug  auf  die  zum  Grunde  gelegten  horizontalen 
Drebungsaxen  und  den  beliebigen  Drehungswinkel  o 
bestimmen. 

Auflösung.  Der  eingetauchte  Theil  des  Schnitts  MSN  bei 
der  ersten  Lage  des  Schins  sei  ASB,  so  dass  also  AJB=q  die 
horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene  des  Schnitts  MSJN"  mit 
der  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem  das  Schiff  schwimmt. 
Ist  nun  grösserer  Deutlichkeit  wegen  A'SB'  >  in  Taf.  IL  Fig.  12. 
der  eingetauchte  Theil  des  Schnitts  M SN he'i  der  zweiten  Lage  des 
Schiffs,  also  A'ß^  die  horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene 
des  Schnitts  mit  der  Oberfläche  des  Wassers  bei  der  zweiten 
Lage  des  Schiffs,  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offen- 
bar, wenn  wir,  was  jedenfalls  verstattet  ist ,  den  Mittelpunkt  des 
Kreises,  von  welchem  der  Schnitt  MSN  ein  Theil  ist,  als  Anfang 
der  Coordinaten  annehmen : 

(3£')=0,   (3?0=-ifeT 
und 

w  w  p2 

Weil  nun  aber  bekanntlich  nuch  $.  ().  allgemein 


ist,  so  ist 
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fri)  =XiCosa)  +  yi  sin«, 

w  u>  w 

(Fl)  ^  — ^1  ®>n  ® + Fl  cos  w 


Ml  ^  fffi  3 

(^i)=  ~  1^  sin«,  (fi)  =  -  j^  cos  CO ; 


folglieh 


[d')-(Xi)]  cos  a> «  [(^)  -  (yl)]  sin« 
=  l^z;7sin  cocosw+p^^  (1— coso))  »luto 


12» 
Nach  §.  8.  ist  äher 


u>  w  u> 


smca 


also 

Diese  Formel,  welche  mit  der  aus  dem  Obigen  bekannj 
allgemeinen  Näherungsformel  für  unendlich  kleine  Drehungsw 
kel  völlig  identisch  ist,  gilt  also  im  vorliegenden  Falle  unter  d 
geniachten  Voraussetzungen  in  völliger  Strenge  für  jeden  endlicli 
bestimmten  Drehungswinkel. 

Wenn  r  der  Halbmesser  des  Kreises  ist,  welchem  der  Schi 
MSN  angehört,  so  lässt  sich  ^'  aus  r  und   q  bestimmen ,  v 
hier,  als  aus  der  Geometrie  hinreichend  bekannt,  nicht  weiter 
läutert  zu  werden  braucht. 


§21. 

Bei  wirklichen  filr  praktische  Zwecke  bestimmten  Stabilitl 
bestimmungen  von  Schiffen  wird  man  sich,  um  nicht  in  zu  w< 
läufige  Untersuchungen  und  Rechnungen  verwickelt  zu  werden, 
mit  begnügen  müssen,  die  Stabilität  nur  unter  Annahme  unendl 
kleiner  Drehungswinkel  und  zugleich  unter  der  Voraussetzung 
bestimmen,  dass  die  Curve,  in  welcher  die  horizontale  Oberflä< 
des  Wassers  von  der  Oberfläche  des  auf  demselben  ruhig  schw 
menden  Schiffs  geschnitten  wird,  die  sogenannte  Was s erlin 
von  einer  gewissen  geratlen  Linie  in  zwei  einander  völlig  glei« 
und   ähnliche  Theile  getheilt  wird. 
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Haaptsächlich  unterscheidet  und  betrachtet  man  nur  zwei 
Arten  von  Drehun&en  des  Schiflfs  um  horizontale  Axen,  die  wir 
hier  bekanntlich  allein^  ins  Auge  fassen.  Das  Rollen  oder  Scblin- 
^Btn,  auch  wohl  Schwanken*)^  des  Schiffs  ist  die  Bewegung 
desfielben  nach  der  Richtung  der  Breite  von  einer  Seite  zur  an- 
dern; das  Stampfen**)  dagegen  ist  seine  Bewegung  nach  der 
Riebtang  der  Länge  vom  Achterschiff  zum  Vorderschiff  oder  um- 
gekehrt. In  Bezug  auf  das  Schlingern  oder  Rollen  ist  die  Vor- 
aussetzung, dass  die  Wasserlinie  von  einer  gewissen  geraden 
Linie  in  zwei  einander  völlig  gleiche  und  ähnliche  Theile  getheilt 
(verde,  immer  in  völliger  Strenge  erfüllt,  und  dieser  geraden  Linie, 
weiche  wir  die  Längenaze  der  Wasserlinie  nennen  wollen, 
können  die  faonzontalen  Drehuoffsaxen  des  Schiffs  bekanntlich 
parallel  angenommen  werden.  In  Bezug  auf  das  Stampfen  ist  da* 
^egen  die  Voraussetzung,  dass  die  Wasserlinie  durch  eine  ge* 
^isse  gerade  Linie,  welche  wir  die  Breiten axe  der  Wasserlinie 
aeuneo  wollen,  und  der  wieder  die  horizontalen  Drehungsaxen  des 
Schiffs  parallel  angenommen  werden  sollen,,  in  zwei  einander  völ- 
liggleiche und  ähnliche  Theile  getheilt  wird,  nur  als  näherungs« 
(velse  erfüllt  anzusehen.  Uebrigens  werden  wir  aber  spaternhi 
sehen,  dass  die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  das  Stampfen 
im  Allgemeinen  grösser  ist  als  die  Stabilität  in  Bezug  auf  das 
Schlingern  oder  Rollen,  so  dass  also,  wenn  nur  in  Bezug  auf  das 
Schlingern  oder  Rollen  das  Schiff  hinreichende  Stabilität  besitzt, 
dies  um  so  mehr  rücksichtlich  des  Stampfens  der  Fall  sein  wird, 
DDd  man  sich  daher  meistens  damit  wird  begnügen  können,  die 
Stabilität  nur  rucksichtlich  des  Schlingerns  oder  Rollens,  wo  die 
io  Rede  stehende  Voraussetzung  in  völliger  Strenge  erfüllt  ist, 
tA  bestimmen.  ' 

Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  aber  bei  Stabilitätsbestimmungeii 
eig^Dtlich  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  man  nämnch 
Uogs  aus  vorliegenden  Plänen  oder  Rissen  die  Stabilität  des 
erst  zu  bauenden  Schiffs  ermitteln  soll,  oder  bei  dieser  Ermitte- 
loo^  das  schon  fertige  Schiff  mit  völliger  AusrGstung  und  Ladyng 
ftoidem  Wasser  schwimmend  annimmt.  Jedoch  kommen,  wie 
in«&  leicht  übersieht,  beide  Fälle  auf  einen  zurück.  Auf  jedem 
mne  oder  Risse  eines  zu  bauenden  Schiffs  soll  nämlicli  we- 
nigstens die  Ladewasserlinie,  d.  h.  diejenige  Wasserlinie, 
&  zu  welcher  das  völlig  ausgerüstete  und  beladene  Schiff  sich 
1q'8  Wasser  einsenkt,  angegeben  sein,  und^  bei  jeder  Prüfong 
äfies  Risses  wird  die  Richtigkeit  dieser  Linie  sorgfältig  geprüft 
n^erden  müssen.  Wie  diese  Prüfung  anzustellen  ist,  kann  für 
Keinen,  der  die  Grundlehren  der  Hymrostatik  kennt,  im  Geringsten 
zweifelhaft  sein,  und  gehört  gar  nicht  hierher,  wo  wir  bloss  von 
ier  Stabilität  der  Schiffe  zu  handeln  beabsichtigen.  Ist  aber  aof 
aem  Hisse  die  Ladewasserlinie  richtig  befunden  worden,  so  kann 
(Biaii  jann  ofiephar  die  Bestimmung  der  Stabilität  des  Schiffs  nach 
iem  vorliegenden  Risse  ganz  eben  so  vornehmen ,  als  wenn  man 
i^  völlig  ausgerüstete  und  beladene  Schiff  auf  dem  Wasser 
schwimmend  vor  sich  hätte,    weshalb   wir  auch  von  nun  an  im 


*)  Franxotisch :  r  o  u  1  i  s. 
^*)  Französisch :  t  a  o  g  a  g  e. 
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Folgenden  diesen  letzteren  Fall  allein  stets  im  Aoge  behaiteo 
wollen. 

Unter  allen  vorhergehenden  Voraussetzungen  bedient  man  sich 
zur  Bestimmung  der  »Stabilität  des  Schiffs  am  besten  der  aus  $.7. 
bekannten  Formel: 

0=ötVr+^y^(2F(ö)»af|  (0  Ärcl^ 

o 

wo  CD  in  Seeunden  ausgedruckt  ist,  und  F(^,  weiches  nach  J.  7. 
eigentlich  als  dem  aufgetauchten  Theile  angehörend  betrachtet 
werden  muss,  unter  den  wegen  des  Coordinatensystems  immer 
festgehaltenen  Voraussetzungen,  naturlich  als  positiv  anzoseheo 
ist.    Setzen  wir  grosserer  Einfachheit  wegen 

5(£)=2F(Ö, 

so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Stabilität  die  Formel : 


^\s(Q)m 


G^=öt»'ü  +  ,-ö/    (5(9)'3aa)Arcl*. 


Diese  Formel  wollen  wir  nun  im  Folgenden  gßnau  zergliedenv 
und  untersuchen,  welche  Grossen  bei  oem  (^ebranche  derselboi. 
zur  Bestimmung  der  Stabilität  einzeln  zur  Berechnung  kommer 
müssen.  "^ 


l.  Nach  der  schon  vorher  gemachten  Bemerkung  muss  der 
sehr  kleine  Drehungswinkel  o  in  Seeunden  ausgedrückt  sein. 
Ferner  ist 


Arcl''=,^gg^j-^,  logArcr=0,6855749— 6.  I 


i 


11.    Das  Symbol  c5  bezeichnet  bekanntlich  das  Gewicht  einer  \ 
Volumeneinheit  Seewasser.    Der  preussische  Cubikfuss  destiilirtes  i 
Wassers    wiegt    bei  einer  Temperatur    von   15^    der    SOtheiligen  ^ 
Scale  66  preussische  Pfund.     Das  specifische   Gewicht  des  See- 
wassers  ist  nicht   überall    gleich    und    variirt  von   1,02  bis  1,04 
Eine  sehr  ausführliche  Uebersicht  der  specifischen  Gewichte  des 
Seewassets  nach   den  verschiedenen  Meeren   und  Breiten  findet  ^ 
man  im  Artikel  „Meer*'   im  Gehier'schen  physikalischen 
Wörterbuche.  N.  A.  ThI.  VI.  Abtb.  3.  S.  1628.     Für  d^ 
atlantischen  Ocean  kann  man  nach  Hörn  er 's  Bestimmungen  def 
specifischen  .Gewichts    des    Seewassers    für    dasselbe    im   Mittel   ■ 
1,02875   annehmen;   für   die  Südsee  ist    dagegen  das  specifische  j 
Gewicht   des  Seewassers    im  Mittel   1,02692,   woraus    sich  leiefat   . 
nach  dem  Obigen   das  Gewicht  eines    preussischen   Cubikiusses  ^ 
Seewasser  in  diesen   Meeren  berechnen   lässt.     Broramy  (Die 
Marine.     Berlin.    1848.  8.  S.  9.)   sagt:    „Gewühnlich    nimmt 
man  70  Pfund  Gewicht   für    den  Cubikfuss  Seewasser  an",  wobd  ; 
aber   nicht  angegeben  ist.    was   für   Fu^se  und  Pfunde  gemenC'.' 
sind.      Nach   der    Encyclopedie    metbodique.     Marine.  T. 
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IL  p.  746.  soll  ein  franzusischer  Cubikfufis  Seewas^er  ungefähr 
7^  li?res  wiegen,  nach  Du  Hamel  de  Moncettu  (Anfangs- 
gründe der  Schiffsbaukunst.  Berlin.  1791  4.  Vorrede 
S.  LXVIIl.)  dagegen  74.  Meiner  obigen  Angabe  nach  preussi- 
schen  Füssen  und  Pfunden  und  des  specifischen  Gewichts  des 
Seewassers  wird  man  sich  in  der  Praxis  am  besten  zur  Bestim- 
mung des  Werthes  von  o  bedienen. 

lU.    Hauptsächlich    kommt  es  nun   auf  die  Berechnung  des 
iVerths  des  bestimmten  Integrals 


/ 


*'(5(0)»S5 


n  dem  Ausdrucke  der  Stabilität  an. 

Die  horizontale  oder  wasserpasse  Axe  der  Wasserlinie  ist 
lie  Axe  der  £,  eine  auf  derselben  senkrecht  stehende  horizontale 
gerade  Linie  ist  die  Axe  der  |,  und  eine  auf  diesen  beiden  Axen 
senkrecht  stehende  vertikale  gerade  Linie  die  Axe  der  r\.  Den 
Anfangspunkt  der  \rii  verlegen  wir  in  einen  der  beiden  Endpunkte 
der  ^e  der  Wasserlinie,  und  a  ist  die  jederzeit  zu  messende 
und  als  positiv  zu  betrachtende  Länge  der  Axe  der  Wasserlinie. 
Die  positiven  7\  werden  nach  oben  hin  angenommen. 

Ist  die  Wasserlinie  eine  nach  einem  bestimmten,  durch  eine 
Gleichung  auszudruckenden  Gesetze  gekrümmte  Curve,  so  lässt 
sich  natürlich  das  Integral 


/ 


*(5(ö')''3t 


nach  den  bekannten  Regeln  der  Integralrechnung  entwickeln^ 
welchen  Fall  wir  zunächst  durch  einige  Richte  Beispiele  erläutern 
wollen. 

1.    Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  des  Rechtecks  AB  CD 
n  Tftf.  II.  Fig.  13.  DieLängenaxe  sei  a,  die^Breitenaxe  dagegen  b. 

Für'  die  Stabilität  in  Bezug  auf  die  Längenaxe  ist 

abo 

und  folglich 


/ 


(S{^)m=aö\ 


Beseichnen   wir    nun   den   Flächeninhalt  des  Rechtecks   ABCD 
'vch  J,  so  ist  Jz^aby  und  folglich  ßir  die  Längenaxe: 


/ 

o 
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(5(?))»ac=6«j. 


Für  die  Bereitenaxe  ist  eben  so: 


/ 


*(5(?))'Sf=«*^. 


Insofern  a>6  ist,  ist  das  letztere  Integral  grösser  als 
erstere. 

2.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfans  des  Rhombus  ABC 
Taf.  II.  Fig.  14.    Die  Längenaxe  sei  a,  Sie  ßreitenaxe  dageg 

Für  die  Langenaxe  ist,  wenn  man  zuvorderst  bloss  ein 
beiden  Hälften  betrachtet,  in  welche  der  Rhombus  ABCD  < 
die  ßreitenaxe  getheilt  wird: 


also 


5(9=4'^. 


a 
und  folglich 


woraus 


0 


\s{oy^i=^ab\ 


Bezeichnen  wir  nun  den  Flächeninhalt  des  Rhombus  ABCD  d 
J,  so  ist  bekanntlich  Jz=z^ab,  also 


ß\S{OY^t=\b^J, 


und  folglich  für  die  Langenaxe: 

o 

Für  die  ßreitenaxe  ist  eben  so: 


/ 


(5(e))»öf=^a*J. 


9B 

sofern  a>6  iBt,  ist  da*  letztere  Integral   grosser  als  das 

Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  der  aus  den  beiden  giei- 
larabolischeD  Segmenten  ABC  und  ADC  in  Taf.  II.  Fig.  IS., 
Scheitel  B  und  D  sind,  zusammengesetzten  Figur  AB  CD, 

er  Parameter   der  betreffenden  Parabel  sei  p,  die  Längen- 
d  die  ßreitenaxe  seien  respeetive  a  und  6. 

ir  die  Längenaxe  ist,   wenn  wir  zuvörderst  bloss   eine  d^ 
Hälften  betrachten,  in  welche  die  Figur  AB  CD  durch  die 
laxe  getheilt  wird«  nach  der  Lehre  von  der  Parabel: 

(^a-ij^p  j^6-^(5(öj  «=^pl6-5(S)K 
wenn  wir  «•«  — ?=2  setzen: 


5(0=5  (|a^*)s=«-|* 


h  ist 


(5(ö)3as=_(6-|z«)»sz 


(S(S)rBS=:Qz^-bydz, 

y**''(5(f))»8£ 

o 

r  /'S    .     126  .  .  66«  „    . A- 


t/  P  P^         P^ 


04 


folgt.    Weil  nun  ab» 


ist,  so  ist 


f 


1    -      1    ^  a«     1      2Ä 


(5(Ö)»8C=^öft»-^«*»  +  iV*^«*'^^*'- 


Bezeichnen  mt  den  Flächeninhalt  der  Figur  ABCD  durch  J,  w 

2  112 
ist  bekanntlich  J=4.7,.^a.ab=o<^b>  ^so 


/ 


'(ßimm=^b*J, 


24 


und  folglich  iiSr  die  Längenaxe: 

o 

Für  die  Breiteoaxe  ist,  wenn  wir  wieder  zuvorderst  bloss  eine 
der  beiden  Hälften  betrachten,  in  weiche  die  Figur  ABCD  durch 
die  Längenaxe  getheilt  wird,  nach  der  Lehre  von  der  Parabel: 

folglich 

also,  wie  man  leicht  findet: 


y*' (5(0)^5?=-^*»  v^ 


Weil  aber  nach  dem  Obigen 


a 


P  =  2b'  «^=3«^ 


ist,  so  ist 


/ 


^\s(0)'B^=la^b=^a*J, 
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uDd  folglich  für  die  Breiteoaxe: 

y*(5(e))»% 


^a*J. 


Insofern 


Ist,  ist  das  letztere  Integral  grösser  als  das  erstere. 

4.    Die  Wasserlinie  sei   der  Umfan 
Taf.  II.  Fig.  16.  Die  Längenaxe  und  die  Breltenaxe  seien  respec- 


4.    Die  Wasserlinie  sei   der  Umfang  der  Ellipse  ABCD  in 

lie  Breitenaxe  seien  respec- 
tbe  2isr  nn^  26. 


Für  die  Längenaxe  ist,  wenn  wir  zuvorderst  bloss  eine  der 
beiden  Hälften  betrachten,  in  welche  die  Ellipse  ABCD  durch  die 
Breitenaxe  getheilt  wird: 

Ä(?)=-|V^'-(a-0» 


oder«  wenn  wir  a-~^=z  setzen: 


26 


S(0=S(a-z)=-\r^=^, 


abo 


863 


und  folgKch 

ff 

y^(5(0)»3t=-  ^y%»_,a)ia,= ^y*'(««-,«)J8,. 

e  a  o 

Nach  einer  bekannten  Reductionsformel  ist 

5o«-2z»,  ./-= 5  ,  3  ,  r     fe 


c» 


d.  i. 


/ 


5o*— 2**     i 3 

§ «Va«-z«+  go*Arct8ng  y=^ 


06 


also 


folglich 


/ 


(5(S))'Sf=|aÄ»7r, 


oder,  weil  der  FIScheninhalt  E  der  f^anzeii  Ellipse  durch  4ie  Foff- 
inel  E:=^abn  dargestdit  wird» 


/ 


(5(0)''8f=2*'*!- 


Daher  ist  iur  die  Läneenaxe: 


.  'K 


CT' 


/ 


^  "(5(0)»8S=3ft»  £ = ?(2A)«  £. 


0 

Ganz  eben  so  ist  für  die  ßreitenaxe: 


r 


*(5(Ö)''3?=3o«  £=|(2o)«£. 


\ 


Insofern  2a>26  ist»  ist  das  letztere  Integral  grosser  als  das 
erstere. 

Wir  wollen  uns  mit  den  vorhergehenden  Beispielen  begnügen, 
weil  diese  schon  für  unsern  Zweck  hinreichen.  Weil  man  näm- 
lich die  Wasserlinie  eines  Schiffs  in  den  meisten  Fällen  mit  dem 
Umfange  einer  der  vorher  betrachteten  Figuren  wenigstens  annähernd 
als  zusammenfallend  zu  betrachten  sich  berechtigt  halten  darf, 
so  geht  mittelst  des  Vorhergehenden  aus  einer  einigermassen 
sorgfältigen  Betrachtung  der  Formel 

e=ö|»'i)  +^y"(5(9)'8?!«Arcl" 

o 

auf  der  Stelle  die  Richtigkeit  der  schon  oben  ausgesprochenen 
Behauptung  hervor,  dass  im  Allgemeinen  die  Stabilität  aer  Schiffe 
in  Bezug  auf  die  Breitenaxe,  oder  die  Stabilität  bei'm  Stampfen, 
grösser  ist  als  die  Stabilität  der  Schiffe  in  Bezug  auf  die  Längen- 
axe,  oder  die  Stabilität  bei'm  Rollen  oder  Schlingern,  alle  son« 
stigenUmstände  natürlich  in  beiden  Fällen  als  gleich  vorausgesetzt,  und 
dass  es  daher  nur  darauf  ankommt»  den  Schiffen  eine,  um  sie  vor 
Unfällen  möglichst  sicher  zu  stellen,  hinreichende  Stabilität  in 
Bezug  auf  die  Längenaxe  zu  verschaffen,  weil  dann  die  Stabilität 
in  Bezug  auf  die  Sreitenaxe  schon  von  selbst  eine  hinlängliche 
Grösse  haben  wird. 
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Wenn  die  Wasserlinie  nach  keinem  bestimmten  durch  eine 
eichnug  ausdrückbaren  Gesetze  gekrümmt  ist,  welches  der  in 
T  Praxis  eigentlich  nnr  aliein  vorkommende  Fall  ist,  so  lässt 
;h  der  Werth  des  bestimmten  Integrals  < 


/ 


(5(?))'ef 


ir  näherungsweise  bestimmen.  Zu  dem  Ende  theite  man  die 
xe  a  der)  Wasserlinie  in  eine  grossere  oder  geringere  Anzahl 
OB  Theileo,  und  messe  sowohl  die  Abstände  der  einzelnen  Theil- 
Didite  von  dem  Anfangspunkte  der  Axe  der  Wasserlinie,  als 
ich  die  den  einzelnen  Theilpunkten  entsprechenden  Werthe  von 
(S).  Dann  kann  man  nach  einer  der  in  der  Abhandluns:  Nr.  XX. 
II  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Tbl.  XIV.  ent- 
ickelteu  Methoden  zur  näherungsweisen  Ermittelung  der  Werthe 
estimmter  Integrale  den  Werth  des  Integrals 


/•' 


(5(0)'8e 


«rechnen,  und  wird  denselben  im  Allgemeinen  desto  genauer  et* 
alten,  je  grösser  die  Anzahl  der  in  der  Axe  der  Wasserlinie  an- 
enommenen  Theilpunkte  ist.  Ueber  diese  Methoden  hier  uns 
weiter  zu  verbreiten,  ist  völlig  überflüssig,  weil  in  der  angeführten 
Lbhandlung  schon  alles  Nötbige  über  dieselben  gesagt  worden  ist; 
nd  wif  bemerken  daher  nur  noch,  dass  man  sich  nach  unserer 
leinung  bei  wirklichen  Anwendungen  am  vortheilhaftesten  der 
iot^sischen  Formeln  bedienen,  und  also  die  Axe  der  Wasser- 
nie  in  eine  grössere  oder  geringere  Anzahl  gleicher  Theile 
intheiien  wird;  je  grösser  die  Anzahl  dieser  gleichen  Theile  ist, 
esto  genauer  erfiält  man  im  Allgemeinen  das  gesuchte  Resultat, 
nd  will  man  dann  mit  den  Cotesischen  Näherungsformeln  noch 
lie  aus  der  angeführten  Abhandlung  gleichfalls  bekannten  Stirling  • 
tchen  Corrcfctionsformein  verbinden,  so  wird  dies  zur  Erhöhung 
1^  Genauigkeit  der  gewonnenen  Resultate  noch  wesentlich  bei- 
ragen. Dass  man  aber  auch  die  Gauss'ischen,  aus  der  angefahr- 
en Abhandlung  gleichfalls  ihren  Grundzügen  nach  bekannten 
Üäherungsformeln  in  Anwendung  bringen  könnte^  versteht  sich 
'OB  selbst;  jedoch  würde  dies  nicht  so  einfach  sein,  wie  die  An- 
rendung  der  vorher  genannten  Formeln.  Die  allgemein  bekannte 
logenannte  Simpson'sdie  Näherungsformei  (a.  a.  O.  S.  291.)  ist 
rfiner  meistens  bei  dergleichen  Rechnungen  in  .der  Schiffsbau- 
nnst  in  Anwendung  gebracht,  und  namentlich  von  Chapman 
Trait^  de  la  construction  des  vaisseaux.  Paris.  1839. 
I.  etc.)  dazu  empfohlen  worden;  jedoch  scheint  mir  dies 
er  80  einfach,  noch  so  genau  zu  sein,  als  die  directe  Anwen- 
img  der  Cotesichen  Näherungsformeln,  wenn  man  namentlich  mit 
enselben  noch  die  wichtigen  Stirling'schen  Correctionsformeln 
erbindet. 

Theil  XIV.  \ 


red 
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IV.  Ferner  kommt  es  jetzt  auf  die  Bestimmang  des  Vois- 
meos  V*  an,  und  mr  wollen  daher  im  Allgemeinen  zeigen «  irit 
sich  das  Volumen  eines  beliebigen  Korpers  am  besten  ainDShenl 
bestimmen  lässt^  wovon  dann  unmittelbar  die  Anwendung  auf  die 
Bestimmung  des  Volumens  V  gemacht  werden  kann,  ohne  dasa 
wir  darüber  noch  besondere  Erläuterungen  den  allgemeinen  Ent- 
wickeiungen  hinzuzufügen  brauchen  werden. 

Durch  den  gegebenen  Körper,   dessen  Volumen  wir*)  übcv- 
baupt  durch    V  bezeichnen  wollen ,    lege  man   eine  gerade  Lii ' 
hindurch,  die  wir  die  as-Axe  nennen  wollen.    Die  Länge  des 
dieser  Axe  von  der  Oberfläche   des   Korpers   F  abgeschnittei 
Theiis  werde  durch  a  bezeichnet,    und  m  den  einen  der  beii 
Endpunkte   dieses   Theiis   lege  man  den  Anfang  der  a:,    \skA 
man  zugleich  die  auf  a  selbst  liegenden  x  als  positiv  betracO 
Wird  dann  der  Flächeninhalt  des  im  Allgemeinen  dem  EndpoAl 
der  Abscisse  a:  entsprechenden,     auf  der  x-Axe  senkrecht  fi 
henden  Schnitts  des  Körpers  F  durch  Fx  bezeichnet,  so  ist,  wa« 
hier  keiner  weiteren  Erläuterung  bedürfen  wird: 


=/ 


a 


Theilt  man  also  a  in  eine  grossere  oder  geringere  Anzahl  von  Theli 
len,  und  bestimmt  sowohl  die  Entfernungen  der  einzelnen  Tbeik 
punkte  von  dem  Anfangspunkte  der  x,  als  auch  die  diesen  TIieQJ^ 
punkten  entsprechenden  Werthe  von  Fx,  d.  h.  die  Fläch enrSon^'l 
der  denselben  entsprechenden,  auf  der  x-Axe  senkrecht  steheB- 
den  Schnitte  des  Körpers  F,  so  kann  man  mittelst  der  bekann- 
ten Näherungsformeln  zur  Ermittelung  der  Werthe  bestimmter 
Integrale  das  Volumen 


=/' 


Fxdx 


u 


näherungsweise  berechnen,  im  Allgemeinen  mit  desto  grösserfl^i 
Genauigkeit,  je  grösser  die  Anzahl  der  auf  der  Linie  a  angenom-! 
menen  Theilpunkte  ist. 

Um  nun  aber  überhaupt  den  Flächeninhalt  Fx  eines  belieU*! 
gen  der  in  Rede  stehenden  Schnitte  des  Körpers  F  zu  bestinhl 
men,  lege  man  durch  diesen  Schnitt  eine  behebige  gerade  Linil} 
hindurch,  welche  wir  die  ^-Axe  nennen  wollen,  bezeichne  detj 
auf  dieser  Axe  von  dem  Umfange  des  Schnitts  Fx  abgeschnil 
neu  Theil  durch  6,  lege  den  Anfang  der  y  in  den  einen  der  F 
den  Endpunkte  dieses  Theiis,  und  betrachte  die  auf  6  selbst 
genden  y  als  positiv.  Bezeichnen  wir  dann  die  Länge  deiri 
Allgemeinen  dem  Endpunkte  der  Abscisse  y  entsprechenden; ' 


^}  Ohne  alle  Beziehung  auf  die   früher  gebrauchten  Bezeichni] 
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der  tf«Axe  «e&krecht  stehenden  Sehne  od^  Chorde  des  Schnitts 
Ft  OBFch  fy^  so  ist,  was  hier  keiner  weiteren  Erlänterang  be- 
Mfeo  wird: 


V 


oiid  wenn  man  nun  wieder  die  Linie  b  in  eine  grüssere  oder  ge- 
tigere  Anzahl  von  Theilen  theiitj  und  sowohl  die  Ent' 
fermingen  der  einzelnen  Theil{)unkte  von  dem  Anfangspunkte  der 
1^  als  auch  die  diesen  Theüpunkten  entsprechenden  Werthe 
IM  f^,  d.  h.  die  Längen  der  denselben  entsprechenden ,  auf  der 
I^Aze  senkrecht  stehenden  Sehnen  oder  Chorden  von  ¥a  he- 
äkamt«  so  kaou  man  mittelst  der  bekannten  Näherungsforraeln 
wm  Ermittelung   der  Werthe   bestimmter    Integrale   den  Flächen 


=y   fy^y 


) 


berechnen^  im  Alli^emeinen  mit  desto  grösserer  Genauigkeit;  je 
grosser  die  Anzahl  der  auf  der  Linie  b  angenommenen  Theii< 
tionkte  ist. 

Hieraus  sieht  man  aiso^  wie  man  sieh  im  Allgemeinen  bei 
4er  Dähernngsweisen  Bestimmung  des  Volumens  V  zu  verhalten 
bt»  was  nun  auch  unmittelbar  auf  die  Bestimmung  des  Volumens 
V'  angewandt  werden  kann. 

V.  Endlich  kommt  es  nun  noch  auf  die  Bestimmung  der 
Grosse 

(U),  WO  y'  und  Y  sich  auf  das  System  der  ^rii  oder  ein  anderes 
keüebiges  demselben  paralleles  Coordinatensystem   beziehen  kön- 

nen.  Weil  diese  Grösse  aus  den  zwd  Theilen  y'  und  F  besteht, 
80  haben  wir  uns  mit  der  Bestimmung  eines  jeden  dieser  beiden 
Tbeile  besonders  zu  beschäftigen. 

Was  zuerst  die  Grösse  y*  betrifft,  so  wird  dieselbe  durch  die 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  des  homogenen  Körpers  V  erhal- 
ten, und  wir  wollen  daher  im  Allgemeinen  zeigen,  wie  der 
Sdiwerpunkt  eines  beliebigen  homogenen  Körpers  am  besten  durch 
flflherung  bestimmt  werden  kann ,  was  dann  unmittelbar  auf  die 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  von  ^  und  demnach  der  Grösse 

V 

Y  angewandt  werden  kann ,  und  hier  nach  den  gegebenen  allge- 
meinen Entwiekelutigen  einer  besonderen  Erläuterung  nicht  wei- 
ter bedürfen  wird. 

7' 
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Durch  den  gegebenen  Korper ,   dessen  Volumen  wir  m  AH^ 

femeinen  durch  V  bezeichnen  wollen ,    lege  man  drei  auf  einaih 
er  senkrecht   stehende  Axen   der  x,  y,  z,    und    bezeichne  die 
ersten  Coordinaten  der    beiden  Durchschnittspunkte  der  Axe  der 
a  mit  der  Oberfläche  des  gegebenen  Körpers  durch  a  und  b,  in- ' 
dem  zugleich  angenommen  ^i'ird,    dass  a  kleiner  als  b  sei.    Die 
Coordinaten  des  gesuchten  Schwerpunkts  des  gegebenen  homoge- 
nen Körpers   in   dem    angenommenen  Systeme    seien   X,  Yy  Z, 
wobei   eine    Beziehung  dieser  Bezeichnungen   zu  den  früher  ge- 
brauchten Bezeichnungen  nicht  Statt  findet,  indem  die  vorliegende^ 
Untersuchung  ganz   allein    steht ,    und  von  uns  möglichst   allge-' 
mein  gehalten  werden  wird.    Den   Flächeninhalt   des    im    Allge-, 
meinen  dem    Endpunkte  der  Coordinate  x    entsprechenden,    arf 
der  Axe  der  x  senkrecht  stehenden  Schnitts  des  Körpers   V,  inr 
dem  derselbe  als  Function  von  x  betrachtet  wird^  bezeichne  mal. 
durch  Fx,  und  denke  sich  das  Intervall  b^a  in  n  einander  gleiche 
Theile  getheilt^     deren  jeden  wir  durch  i  bezeichnen  wollen,  soi 
(lass  also 

.     b-a 


ist. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 


*     ^ 


'1 


V  =  iFa  +  iJF«+.+iF«-f2£+  ...  +  iFaMn-i)i     *  ^ 


und 


X=iXa  +  ^i)Fa  +  i(a  +  |-  i)Fa^i+i(a  +  |-/)Fai  ^i  + 


+  *'(«  +  — 2 — *^  ^«+(«-i)'> 


so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte,  indem  man  im  Folgen- 
den bei  allen  Gränzen  voraussetzt,  dass  n  sich  dem  Unendliche!) 
oder,  was  Dasselbe  ist,  i  sich  der  Null  nähere,  oflfenbar: 

^     j ,     X     Lim3£ 
V      Limv 

Augenscheinlich  ist  aber 

F=  LimV 

=  Lim  .  i{  Fa  +  Fa^i  +  Fa^2i+'"-\-^a+{n-l)i] 

=  Lim.  l{  Fa  +  Fo+i  +  Fa-{2i  +  '"  +  Fa-\-ni]  —  lAm.iFb, 

folglich,  weil  nach   einem  bekannten  Satze 


/ 


b 

Fj;dx  =  Umd{Fa  +  Fa^i-[-Fa^^i+  ...+  Fa^ni\ 


I 
\ 


N. 
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ond  offenbar 


him,iFb=-0 


ist: 


a 


Penier  ist 


3e= 

i\aFa  +  (a+i^Fo+i  +  (a+2i)FcHi8t  + ....  +  (a+(n-l)i)  Fa+(,.-i)tt 
1 

=£{  aFa  +  (a+i;Fa+,-  +  (a+2i)Fa+2t+...+  (a  +  w£)Fa4-„,  | 
— i6F6 

+  lj-».lf  Fa  +  F«4.£+  F(i-|.2i  +  ....  +  Fa+<n-i)£}, 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

'  Lim3£  = 

Lim.t(aFa  +  (a+i)F«+f  +  (a+2i)FcH^£  + ....  +(o+m)i^a+ml 

— Lim  .  ibFh  H-  -s-  Lim.i  F, 

biglich  nach  einem  bekannten  Satze  ^  und  weil  offenbar 

Lim.i6F6  =  0,    Lim.iF=0 


lim  36=  / 


h 

xFx  Sx . 


Jso  ist  nach  dem  Obigen 


xFx^ 


'dx 
Fsdx 


iler 


/ 
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Bezeichnen  wir  jetzt  den  gehörig  als  positiv  oder  als  oeg 
betrachteten  Abstand  des  Schwerpunkts  des  Schnitts  Fx  von 
Ebene  der  xz  durch  fx,  und  setzen  der  Kurze  wegen 

SO  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

Mun  ist  aber 

-ffbFb, 
also 

Lim3?= 

— Lim.z/ftFft, 
folglich  nach  einem  bekannten  Satze  ^  und  weil  offenbar 

Lim  JfbFb=^0 


ist: 


Um3^=f  fxFsdx 


Folglich  ist  nach    dem  Vorhergehenden 


F= 


fxFxda:, 

a 


oder 


f^fxFxSx 


Bezeichnet  nun  q)x  den  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  J 
trachteten  Abstand  des  Schwerpunkts  des  Schnitts  Fx  voo  ( 
Ebene  der  acy,  so  ist  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher : 
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g 

/    Fxdx 

»der 

Pg>sF: 


Also  haben  wir  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Coordinaten 
üi  T^  Z  des  Schwerpunkts  de^  homogenen  Körpers  V  die  fol- 
genden Formeln: 

y'»»  pb  pb 

xFxdx  I    fxFsda:  I     q>xFxdx 

/    Fxdx  I    Faldx  I    Fxdx 


)der 


yn  pb  pb 

xFJbx  I    fgFxSx  I    q)xFxdx 


Setzen   wir 

ff=fx,    z^ifx; 

ro  also  yfZ  die  als  Functionen  von  x  betrachtete  zweite  und 
tritte  Coordinate  des  Schwerpunkts  des  Schnitts  Fx  bezeichnen, 
10  ist: 


nb  pb  pb 

/     xFSx  I    yFxdx  1    zFxöx 

—     pb                 ^  ^   ^     pb                 ^  ^  —     pb 

I    Fxdx  I    FJbx  I     Fxdx 


oder 


t 


/»»  /»»  /^A 

/    arF^a;  /    yF,Zx  1    iF,!dx 

y      t/  g  -wr %J  <*        y t/  o 

W^en  der  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Grössen 


194 

haben   wir  nun  noch   zu   zeigen^    wie  überhaupt  dio  Coordin 
des  Schwerpunkts  einer  ebenen  Figur  bestimmt  werden  kunc 

Zu  dem  Ende  lege  man  durch  die  gegebene  Fi^r,  deren 
cheninhait  durch  F  bezeichnet  werden  mag,  zwei  auf  eina 
senkrecht  stehende  Axen  der  x  und  y  hindurch ,  so  dass  die 
der  X  die  Figur  F  in  zwei  Theile  theilt,  weiche  wir,  jenach 
in  ihnen  die  positiven  oder  die  negativen^  liegen,  respective 
positiven  und  den  negativen  Theil  der  I^gur  F  nennen  wo 
Ueberhaupt  mag  der  Abscisse^r  in  dem  positiven  Theile  die  Ordi 
yx,  in  dem  negativen  Theile  die  gleichfalls  als  positiv  betract 
Ordinate  ^x  entsprechen.  Die  gesuchten, Coordinaten  des  Seh 

Eunkts  der  Figur  F  seien  Xj  F,  und  die  Abscissen  der.be 
furchschnittspunkte  des  Cmfangs  der  Figur  F  mit  der  Axe 
X  seien  a  und  6,  so  dass  a  kleiner  als  b  ist.  Das  Intervall  i 
theile  man  wieder  in  n  gleiche  Theile  ein,  und  setze 

6-a      . 

=1, 

n 

wo  2  eine  positive  Grosse  ist. 

Setzen  wir  nun  der  RGrze  wegen 

und 

13  5 

+  i(a+  — 2 — *^.^«+<»- 


1  *\  f^  ■ 

+  »  (a  +  2"  %'o+  *'("  +  2'^y*o+i+i(a+  -^  i)y'a^i  + .... 

+  i(a  +  — 2 — )y«+(»- 


so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

T  •     3S      Lim3£ 

Es  ist  aber    • 
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F=Lim5 

+  Lim  .  Hy*a  +/a+i  +ya+ai+  ...  +  y  a+(n-i)i) 
=     Lim .  i  {ya  +ya+f  +  ^a-hst  +  •  ••  +  ya^ni) 
+  Lim .  iiy'a  +  y'o+i  +  ya+2f  +  •••  ^y'a^ni) 

—  Lim .  iyh  —  Lim .  iy'h , 
also  nach  einem  bekannten  Satze  und  weil  offenbar 

Lim.2^ft=0y    Lim.iy^^O 
ist: 

/h  ph  ph 

ysdx+J    y\hx=J    (yxVy'x)ix. 

a  a  a 

Ferner  ist 

3£=i{aya+(a+i)^a+i -Ka+2i)ya+a»  +  —  +  (a+«0^a4^fiii 
+ 1\  ay'a  +  (a+tV«+«'  +  («+20»'«+at*  +  ••.  +  (a+wt)y  a4  "« • 

+  2"  *  •  *  ^y'« + y'«H  +  y«+««  +  •••  +  y'«+(«-i)«  t 


— £6^*— i6y'*. 


also 


Lim3£= 
Lim  f.  { aya  +  (a+{)ya^i  +  (a+22)y«4a£+ ...  +  (a+ni)ya^id  1 
+  Lim.i{  ay«  +  (a+i)y'a+i  +  (a+2%'a-h5i  + ...  +  (a+ni)y'a^m  ] 

+  s-  Lim.iF —  Lim.i6(^6  +  y^b) , 

d.  i.  nach  einem  bekannten  Satze,  und  weii  offenbar 

Lim  .1  jP=0,  Lim .  ib(yb  +  y*b)  =  0 

ist: 

/h  ph  pb 

xya^x  +  /     xy'^x  =^  /     xiyx  +  y  *)3^  • 


a 


Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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— ^ 


A-=-^ 


oder 


f  ^  ^(y^ +9f'x)da: 


X=z 


Setzen  wir  ferner  der  Kürze  wegen 

3?  =    2*y*a+ 2  *y*«+**  +  2  *^'«+»*  +  ••  +  2  *^*''+  ^"~^^' 
—  2  *^'*a—  2  *^'*«+«'  "^  2  *^'**'+2'  ~~  — "~  2  *3^«+(*-i )' ' 
60  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

Nun  ist  aber  « 

Lima? 

1  1 

+  oLim.^^ft  —  2  ^'^•*3''^** 
d.  i.^  wie  sogleich  erhellet , 

Lim3?=2   /    y^*^^'^^J     .V'**8^=2^     (y^s-y^x)dx, 

a  *t  a 

folglich 

1  y]v*-yM3^ 

/^  (yjp + y x)  3^ 


''=2" 


oder 
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_i  XV«-y"')8-^ 


Man  hat  also  jetzt  zar  Bestimmung  der^  gesuchten  Coordioa- 
teo  Xy  F  des  Schwerpunkts  der  ebenen  Figur  F  die  folgenden 
Formeln : 


oder 


X^  ' p  ,        *^=2* F  * 

Bei  der  Einrichtung^  welche  wir  allen  vorhergehenden  For- 
nreln  hier  gegeben  haben,  kann  es  nicht  dem  geringsten  Zweifel 
unterliegen^  wie  man  dieselben  zur  Bestimmung  des  Schwerpunkts 
des  homosenen  Korpers  V  mit  Hülfe  der  bekannten  Formeln  zur 
annähernden  Ermittelung  der  Werthe  bestimmter  Integrale,    und 

also  auch  zur  Bestimmung  der  Grosse  ]^', ,  anzuwenden  hat.  Wei- 
tere ErlSuterungen  hierüber  würden  an  diesem  Orte  unnütze  Weit- 
läufigkeit sein,  da  man,  wie  gesagt,  den  einzuschlagenden  Weg 
auf  der  Stelle  übersieht. 

Endlich  ist  nun  noch  die  Bestimmung  der  in  dem  obigeo  Aus 
druck  von  v  vorkommenden  Grösse  F  übrig.  Diese  Bestimmung 
erfordert  die  Ermittelung  des  Schwerpunkts  des  ganzen  als  ein 
ungleichförmig  dichter  Körper  betrachteten  Schiffs,  und  ist  eben 
deshalb  eigentlich  die  weitläufigste  Operation  bei  der  ganzen  Sta- 
l>ilitätsbestimmung  des  Schiffs.  Dessenungeachtet  können  wir  über 
diese  allerdings  weitläufige  Operation  hier  nichts  weiter  sagen, 
indem  alle  dabei  zu  befolgenden  Regeln  durch  die  aus  der  Statik 
'>ekannte  allgemeine  Theorie  des  Schwerpunkts  vollständig  an  die 
Haod  gegeben  werden.  Immer  wird  man  aber  das  ganze  Schiff 
in  verschiedene  Theile  zerlegen  müssen ,  welche  mit  möglichster 
Anoäherung  als  homogene  oder  gleichförmig  dichte  Körper  be- 
trachtet werden  können,  wird  nach  dem  Vorhergehenden  die 
Schvverpunkte  dieser  einzelnen  homogenen  Theiie  des  Schiffs  slvl 
suchen,  und  daraus  nach  den  allgemein  bekannten  Formeln  aus 
der  Theorie  des  Schwerpunkts  aut  den  Schwerpunkt  des  ganzen 
^hiffs  zu  schliessen  haben.  Je  mehr  Genauigkeit  man  zu  erreichen 
"Oabmfatigt,  desto  weitläufiger  und  zeitraubender  wird  m^ürlich 
v«ie  Operati<ni  werden,  mancherlei  A<ik#rBungen  werden  sich 
jber  bei  der  wirklichen  Ausführung  derselben  von  selbst  ergeben 
über  welche  sich  im  Voraus  etwas  Allgemeines  nicht  feststellen 
i^t,  weshalb  wir  uns  hier  mit  diesen  wenigen  Andeutungen  be- 
gnSgen  müssen. 
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Mit  der  Lehre  von  der  Stabilität  der  Schiffe  hängt  ein  ande- 
rer för  die  Schiffsbaukiinst  sehr  wichtiger  Gegenstand  nahe  za- 
sanimeBj  den  wir  hier  fiir  jetzt  jedoch  nur  von  seiner  aJlgemeineo 
theoretischen  Seite  betrachten  wollen ,  ohne  uns  auf  specielle  An- 
wendungen, die  wir  späteren  Untersuchungen  vorbehalten,  hier 
schon  einzulassen;  wir  meinen  nämlich  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  das  aus  seiner  ruhigen  Gleichgewichtslage  auf  dem  Was- 
ser gebrachte  Schiff  in  jene  Lage  wieder  zurückkehrt,  oder  die 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  es  rollt  oder  stampft.  In  dieser 
Beziehung  pfleet  man  das  Schiff  mit  einem  einfachen  Pendel  zu  ver- 

gleichen,  welches  seine  Schwingungen  ganz  in  derselben  Zeit  volleo- 
et  wie  das  rollende  oder  stampfende  Schiff  seine  oscillatorischen 
Bewegungen  auf  dem  Wasser.  Je  langsamer  diese  Bewegm^n 
vor  sich  gehen,  d.  h.  je  grosser  die  auf  die  Vollendung  derselDen 
verwandte  Zeit,  oder  je  länger  das  dem  Schiffe  isochrone  ein 
fache  Pendel  ist,  desto  vortheiihafter  ist  es  naturlich,  desto  we- 
niger  werden  dem  Schiffe  seine  oscillatorischen  Beweguneen  auf 
dem  Wasser  Gefahr  bringen,  und  desto  mehr  wird  dasselbe  aber- 
haupt  seinem  Zwecke  entsprechen. 

Denken  wir  uns  jetzt  zuvorderst  ganz  im  Allgemeinen  ein  Sy- 
stem auf  ihre  Schwerpunkte  reducirter  Massen 

m,  wii ,  m^,  tn^,  »I4,....; 

welches  sich  um  die  feste  horizontale  Axe  der  z  als  Drehungsaze 
iu  einer  oscillatorischen  Bewegung  befindet;  so  haben  wir  nach 
§.  3.  bekanntlich  die  Gleichung 

Bezeichnet  nun  2g  die  Intensität  der  auf  die  Masseneinheit  bezo* 
genen  Schwere,  und  sind 

Py  Pl>  P^9  PZ9  p^y— 

gewisse  an  den  materiellen  Punkten 

TU ,  nii ,  7712 ,  7723 ,  7714 ,  .... 

stets  nach  vertikalen  Richtungen  wirkende,  natürlich  mit  den  ge- 
hörigen Zeichen  genommene  Kräfte;  so  ist  offenbar,  wenn  m^ 
sich  nur  aus  §.  3.  an  die  Bedeutung  der  Symbole 

V     V*     Z'.   V        F'       Z'    •     y       F'       Z'  .     y       V*       7J  • 
erinnert : 
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Z'=0, 

r  =p—2ffm. 

Z'=0; 

Ji'i=0, 

r'i—pi—2gm, , 

Z'i  =  0; 

Jf'a=0, 

Y'^—p^—lgm^, 

Z'a=0 

A's  -0, 

u.    s.    w. 

Z'3-0 

also  nach  §.  3. 

Jf 


m 


J!r,=^'=:ö.     F,  =  ^  =  a__2^,    Z.=|^=0; 


9?l2 


X' 


Wll 

f/ix« 

F' 

^  2 

-/'a 

WI2 

Wt2 

n 

^P^ 

mi 


J[a=^»=0,     Fa=^=£2._2^,     Za  =  ^=0; 


Z'a 


Z'' 


2:3=p!=.0,     F3=^»=^-25-.     Z,=  =-'=0; 


WI3 


WI3       ni3 


u.    s.    w. 


fiif 


Folglich  ist  offenbar 

also  nach  dem  Obigen 

-rm(a;  ^-ry^  )=2px  —  2gZnur. 

Bezeicbnen  whr  aber  durcb 

r,  ri,  ra,  rs,  r^,.... 
die  Entfernungen  der  materiellen  Punkte 

m,  nii ,  m^y  7713»  ntj^y .... 
von  der  horizontalen  Drehungsaxe,  und  durch 

^9  <Px»  9a*  9^3*  94>«'*' 
die  am  Ende  der  Zeit  t  von  den  Linien 

**>     '*'l9    ^2>     ''3*     *'4  5»'«» 

wit  dem  positiven  Theile   der  Axe   der  x  eingeschlossenen  Win- 
.  ^^1>  iadem  man  alle  diese  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der 
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Axe  der  x  an  durch  den  reehten  Winkel  {pcy)  hindorch  nach 
positiven  Theiie  der  Axe  der  y  hin  zählt;  so  ist  offeohar,   \ 
wir  ais   einen  Repräsentanten  der  flbri^n  bloss  den  materl 
Punkt  m  in's  Auge  fassen,  in  völliger  Allgemeinheit: 


also 


:r=:rcos97»     ^^rsing); 


dj;  .      do)      dv  dg) 


und 


W~^  "" siny  g^  —  r C0S9  ^  g^^  . 

g^=     »cosg)g^-rsing,(^g^J  ; 

folglich 9  wie  man  leicht  findet: 

ffly        S^x •3*9' 

und  daher  nach  dem  Obigen 

^mr^  ^  =  2prcosg>  — 2g  Umrcosip . 

Bezeichnen   wir   nun  die  Entfernung   des   Schwerpunkts 
Systems  der  Massen 

THy  miy  m^i  tn^i  71249.... 

von  der  horizontalen  Drehungsaxe  durch  R^  und  durch  O  dei 
dieselbe  Weise  wie  vorher  genommenen  Winkel,  welchen  am  1: 
der  Zeit  t  die  Linie  R  mit  dem  positiven  Theiie  der  Axe  d< 
einschliesst;  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkt 


mx  +  niiXi  +  7722^2  +  'n^^z  + 


_  mrcosgp  +  //iir|Cosg?i  +  /W2r2Cosg?2  +  '%^3Cosgp3  +  .... 

~  m-\-mi-\-m2,-\-in^-\-".. 

2jnrcos(p       ^       ^ 
=  — ^ =  RcosO, 

und  folglich 

I!mrQos(p=:  RcosOÜm, 
also  nach   dem  Obigen 
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Weii  aber  die  Wiokel  q>  und  (P,  und  eben  so  die  Winkel  9^  und 
^y  92  und  CP^  93  und  ^^  u.  s.  w.  immer ,  d.  b.  Hir  jedes  t,  um 
dieselbe  constante  Grosse  von  einander  yersehieden  sind ,  '  so  ist 

3/»  ~"  8(5»  '     8/*  ""  8e*  *      dt^  ""  8«a  '      8<*  ~  8«* 


9  ••••  > 


also' 


und  (olglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

Als  ein  System  wie  das '  so  eben  betrachtete  lässt  sich  wenig 
stens  näherungsweise  ein  Schiff  auf  dem  Wasser  ansehen.  Bei 
uoendlich  kleinen  Drehungswinkeln  kann  man  nämlich  wenigstens 
oäberungsweise  annehmen ,  dass  die  das  Schiff  soilicitirende  Kraft 
i6r  immer,  d.  b.  bei  allen  Lagen  des  Schiffs,  in  dem  Schwer- 
punkte des  eingetauchten  Theiis  bei  der  ruhigen  Gleichgewichts- 
lage des  Schins  auf  dem  Wasser  wirke »  und  kann  unter  dieser 
Voraussetzung  im  Vorhergehenden,  indem  m  als  im  Schwerpunkte 
des  eingetauchten  Theiis  bei  der  ruhigen  Gleichgewichtslage  des 
Schiffs  auf  dem  Wasser  befindlich  angenommen  wird, 

und 

setzen,  wodurch  die  obige  Gleichung  in  die  Gleichung 

82(p 
Zmr^.  g^  =  Grcosq) — ^gRcoBOHm, 

•oder,  weil 

ist,  in  die  Gleichung 

eacp 
Zmr^ .  ~Kf2  =  G  (rcosq)  —  RcosO) 

öbergeht. 
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Die  horizontale  Drehung^axe  wollen  wir  nun  in  der  c 
den  Schwerpunkt  des  ganzen  Sibliiffs  und  den  Schwerpunkt 
eingetauchten  Theils  des  Schiffs  bei  seiner  ruhigen  Gleichgewi 
läge  auf  dem  Wasser  gehenden  V^ertikalebene  annehmen, 
wollen  unter  der  Voraussetzung/  dass  die  Stabilität  des  S< 
positiv  sei,  die  Länge  eines  einfachen  Pendels,  welches  i 
Schwingungen  ganz  auf  dieselbe  Weise  vollendet  wie  der  u 
der  beiden  Theiie,  in  welche  die  durch  den  Schwerpunkt 
ganzen  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten  Theil 
der  ruhigen  Gleichgewichtslage  des  Schiffs  auf  dem  Wasse 
hende  Vertikale  durch  die  horizontale  Drehungsaxe  getheiit 
die  seinigen,  durch  L  bezeichnen.  Dann  müssen  wir,  um  < 
Pendellänge  zu  bestimmen,  die  folgenden  Fälle  unterscheide: 

Der  Fall,  dass  an  dem  Schiffe  die  Kraft  — G  oberhalb, 
Kraft  -f  ^  unterhalb  der  Drehungsaxe  wirkt,  kann  nicht  vor 
men,  weil  dann  offenbar  die  Stabilität  nicht,  wie  doch  vorhe 
genommen  worden  ist,  positiv  sein  könnte. 

Wenn  die  Kraft  —  G  unterhalb,  die  Kraft  +6r  ober  hall 
Drehungsaxe  wirkt,  so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesene! 
gemeinen  Gleichung 

auf  der  Stelle  die  Gleichung 

und  da  nun  nach   dein  Obigen 

Zinr^ .  -^Tä"  =  G  (rcoscp  —  Rcos  O) 

ist,  so  erhalt  man  durch  Division 

2mr^  G  (rcostp  —  Rcos  (P) 

L     "^  "~ '  ^gcös0  * 

Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  ofifenliar 

(p=zQ  —  7t,     cos(p=:  —  cos(P; 

also 

2mr^  _  G  (r  +  R) 
L     -        ^Jg 

Ferner  ist  aber 


w 


A'j  = /?cos(2>,     jCi  =z  rcos  g)-:^  — rcos  <P; 
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ftlso 


t^ 


A^i  —  Xi  =  (»•  +  R)coBQi 
und  folgiich  ^  weil  nach  §^  6.  bekanntlich 

ist: 

S=€r(r  +  /?)cosa>^ 
also  " 

6;(r+Ä)=Bseca>. 
Daher  ist  nach  dem  Obigen 

Offenbar  ist  aber  in  diesem  Falle 


also 


foiglicb 


cos^  =  sinGi),    sec^=:cosec(«)^ 


=  ET-cosecw. 


i    -25^ 


Wenn  die  Kräfte  —  G  und  +  G  beide  unterhalb  der  Drc^- 
hiDgsaxe  wirken,  so  ergiebt  sieb  au«  der  oben  bewiesenen  allg«* 
iQeinen  Gleichung 

2mr^.  ^  =  -Sprcosqp— 2^Ä  cos^^m 
^eder  auf  der  Stelle   die  Gleichung 


S<2 


=  — 2^cosö>^ 


md  da  nun  nach  dem  Obigen 


Kt,  so  erhält  man  durch  Division 
Theil  XV. 
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i 

Umr^  __       G(rco8g>  —  Rcoa^) 
Nun  ist  aber  in  diesem  Falle 

also 

2mr^_  _  G(r—R) 
L    -  2g        ' 

Ferner  ist  aber 


w 

Xi  =  Rco8  ^ ,    Xi  =  rcosq)  =rcos  <P ; 


also 


w 


Xi  — )ri=  — (r— Ä)cosÖ>, 
und  folglich ',  weil  nach  §.  6.  bekanntlich 


w 


ist: 

e^— G(r-Ä)cos(I>, 

also 

—  G'(r-Ä)=Ssec(I>. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 

— f — =  n~  sec<P. 
L  'lg 

Offenbar  ist  aber  auch  in  diesem  Falle 

also 

cos<P  =  sinc()^    sec<P=:  cosecw; 

folglich 

Y~   =  ÖT^COSCCCO. 

Wenn  jfie  Kräfte  —  G  und  +  G  beide  oberhalb  der 
hungsaxe  wirken,  so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesene 
gemeinen  Gleichung 
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£mr^ ,  g^  =  Uprcosg)  — •  2gRooa02m 


leicKt  die  Gleichung 


d.  i.  die  GieichuDg 


^e^=25rcos*. 


da  nun  nach   dem  Obigen 

2mr^ ,  -gTg-  =  G  (rcostp  —  Äeos  <P) 

ist,  so  erhält  man  durch  Division 

2mr^ G(rcosq>  -^RcosQ) 

L     ""  2^cos<5  * 

Nqd  ist  aber  in  diesem  Falle 

g)  =  <p,    cos<p=cos^; 

also 

2m7^       G(r—R) 
L     -       2ff 

Ferner  ist  aber 

w 

Xi  =  /?cos  <P ,    j:^  =rcosg>  =  rcos  O ; 
also 


tp 


A'i  — Xi  =  —  {t-  /^)cos^  , 
und  folglich,  weil  nach  §.  6.  bekanntlieh 


w 


ist: 

&=z^G{r—R)coBO, 

Jso 

G(r— Ä)=— esecO. 
)aher  ist  nach  dem  Obigen 
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Offenbar  ist  aber  in  diesem  Faile 

also 

cos(P  =  —  siDo,    sec<P  =  — cosecw; 
folglich 

— =:—  =  ^c-  cosec  CO . 
L  2g 

Hiernach  haben  wir  also  die  völlig  allgemein  göltige  Gleichmig 

— f—  =  r^  co3»ec  w, 
h         2g 

aus  welcher 


2gSmr^ 
@cosecG) 

folgt.  Dass  diese  Gleichung  nur  mit  desto  grosserer  GenauigkeU 
richtig  ist,  je  kleiner  der  Winkel  o)  ist,  versteht  sich  nach  deoi 
Obigen  von  selbst 

Bezeichnet  man  die  Gewichte  der  Massen 

m,  THi,  m^y  m^,  m^,  .... 


respective  durch 


so  ist  offenbar 


und  folglich 


(B,  (Bi,  (Si9  CB3,  (04,...«; 


2gEmr^=Z(ST^, 


©cosecG) 


Der  Zähler  S(Sr^  dieses  Bruchs  ist  bekanntlich  das  in  Bezug 
auf  die  zum  Grunde  gelegte  Drehun^saxe  genommene  Trägheits- 
moment des  Schiffs,  und  der  Nenner  Öcosecco  ist  die  durch  sin© 
dividirte  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  dieselbe  Drehangs- 
axe.  Man  erhält  also  die  Länge  des  dem  Schiffe  isochronen  ein- 
fachen Pendels,    wenn  man   das  Trägheitsmoment   des  Schiffs  in 
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auf  die  arigenoininene  Drebungsaxe  durch  seine  mit  der 
nte  des  Winkels  co  multipiicirte  Stabilität  iu  Bezug  auf  die- 
3rehungsaxe  dividirt.  Dass  das  Produet  @cosecct>  von  dem 
igs Winkel  co  bei  unendlich  kleinen  Drehungs winkeln  ganz 
ingig  ist,    geht  aus  dem  aus  dem  Obigen  bekannten  Äus- 

der  Stabilität  in  diesem  Falle  unmittelbar  l^ervor.  Dass 
ei  wirklichen  Anwendungen  der  obigen  Formel  in  der  Praxis 
rlzontale  Drehungsaxe  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs 
nuss^  bedarf  nach  den  in  §.  5.  angestellten  allgemeinen  Be- 
ingen  kaum  noch  einer  besonderen  Bemerkung.  Ganz  auf 
le  Art  wie  vorher  ausgedrückt,  findel  sich  der  obige  Satz 
ler's  Scientia  navalis.  T.  I.  Petropoli.  1749.  4<^. 
)sitio  21.  Coroll.  1.  p.  96.,  wo  Euler  sagt:  „Longi- 
ergo  penduli  isochron!  aequatur  momento  iner- 
igurae  respectu  axis  gyrationis  diviso  per  stabili- 
figurae  respectu  eiusdemaxis,  prout  quidem  sta- 
tem  exprimere  constituimus.  Euler's  theoretische Dar- 
^  lässt  aber  Vieles  zu  wünschen  übrig,  und  man  muss.sich, 
icksicht  auf  die  oben  in  §.  9.  Anmerkung,  gemachten  Bemer- 
i,  an  Eu ler's  Begriff  der  Stabilität  und  die  Form,  unter 
r  er  und  die  meisten  älteren  Schriftsteller  dieselbe  darstel- 
rinnern,  wenn  man  die  völlige  Uebereinstimmung  seines 
,  der  sich  auch  ohne  Beweis  in  seiner  Theorie  complete 
construction  et  de  la  manoenvre  des  vaisseaux. 
QÜe  edition.  Paris  1776.  8.  p.  63.  findet,  erkennen  wilL 

zeichnen  wir  die  Schwinguns^szeit  des  dem  Schiffe  isochrp- 
1  fachen  Pendels  von  der  Länge  L  durch  C,  so  ist  bekannt* 
ch  den  Lehren  der  Mechanik,  wenn  s  die  Elongation  be- 
»t* 


e« 


. /1.3.5V    •    1 


V,2.4.6y    "■"  2  •* 
+ .  . 


!r  wie  im   vorliegenden  Falle  s  unendlich  klein,    so  kann 
iherungsweise' 


■=''V^ 


^9 

und  führt   man   nun  für  L  seinen   obigen  Ausdruck  ein, 
ilt  man  zur  Berechnung  von  C  die  Formel 


=  ;r\r 


2(Br^ 


2gQ  cosecco 
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mittelst  weicher  man    sogleich   die  OscIllatioDSzeit  des  Schlies 
findet. 

Dm  den  Werth  der  im  Votliei^eh^nden  angöstellten  Unter 
sachoDgen  f&r 'die  Praxis^  welchen  man,  ungeachtet  der  jedenfalls 
sehr  grossen  Wichtigkeit  und  des  grossen  Interesses  derselben» 
doch  auch  zu  fiberschätzen  sich  hüten  muss,  ohne  auf  weitläu%e 
Erörterungen  mich  {är  jetzt  einlassen  zu  können,  in  möglichst 
helles  Licht  zu  setzen,  will  ich  diese  Abhandlung  mit  den  folsen- 
den  Worten  Euler's  (Theorie  complete  de  la  constructlon 
et  de  la  manoeuvre  des  vaisseaux.  p.  65.)  schliessen: 

„Lorsque  la  mer  se  trouve   dans  nne   grande  agitation»  on 
coroprend  ais^ent  que  les  mouyemens  de  roulis  et  de  tangage 
en.  doiTent  souifrir  des  altäratiohs  trös  consid^rables  r   les  yagoe« 
ötant  seules  capables,   de  produire  un  balancement  dans  le  Tiis; 
seau,  quand  m^me  il  n'auroit  pas  4t6   inclinö  par   quelle  antni 
force.    Or,   pour  d^terrolner  les  mouyemens  qnl  seront -unpriMv  J 
alors  au  vaisseau,  la  th^orie  nous  afoandonne  entiörement,  paiMk! 
que  nous  ignorons  encore  absolument  les  loix  selon  le8q|ueUes.uM  i 
eau  agit^  pousse  les  corps  qui  y  nagent,   et  qu'idnsi  la  formob  ^ 
trouv^e  ci'Oessus  pour  la  stabilit^,   ne  sauroit  plus  avoir  lien;  I ; 
en  est  de  m^me  de  celle  pour  la  longuenr  du  pendule  isochnNi^ . 

3ui  devient  enüörement  fausse.  L'experience  ne  nous  permet  pii 
e   douter  que  les    forces  qu'une  mer  troiibUe  par  aes  TagMi  ; 
exerce  sur  le  vaisseau,  ne  soient  tout  ä-fait  diffi^rentes  de  cillei  / 
qu'on  observe   dans   une  eau  calme.    On  a  m^me  remarqnd  que 
lorsqu'un  vaisseau  est  port^  en  haut  par  les  vagues,    II  tfAi^ 
par  un  moavement  accöierö,    et  qu'il  retombe  p^  un  raouvemeflt  - 
retarde;  ce  qui  paroit  directement  opposö  aux  pnncipes  re^^  sor 
l'action  des  eanx/' 


Anmerkung. 

Im  Obigen  ist  an  einigen  Stellen  (z.B.  S.20.  nnd  S*  97.)  da«  aasge- 
zeichnete Werk  von  Chapman:  ,, Tratte  de  la  construction  des 
yaisseaux'*  angeführt  und  die  auf  seinem  Titel  stehende  Jahrzahl  J1839 
angegeben  worden.  Ich  bemerke  aber,  dass  dieses  Werk  weit  älteri 
und  der  schön  im  Jahre  1781  zu  Brest  erschienenen  französischen  lieber« 
Setzung  nur  ein  neuer  Titel  Torgedruckt  worden  ist.  Eine  neue  Aasgabe 
dieser  Uebersetzung   ist  die  oben  angeführte   roro  Jahre  1839  nicht. 
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Uelber  das  Integral 

f{re9i).e-^9iBq)  - 


f 


o 

Von  dem 


Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorstand  der  höheren  Bärgerschale  zu  Ettenheim« 


Wir  wollen  bei  diesem  Integral  voraassetzen,  dass  f(re9^ 
Doerhalb  der  Grenzen  0  und  ^n  täv  g>,  so  wie  innerhalb  bestimm- 
sx  Gränzen  für  r  kontinuirlich  sei ;  dass  ferner  f(re9*)  an  den 
jränzen  9=0,  9=:  27t  den  gleichen  Werth  annehme  und  endlieb, 


Setzen  wir  nun 


/ 


27t  . 

f{re^er^9id^=K 


10  ist  ofltenbar 


8r» 


/(n)(rey03<p. 


Forausgesetzt ,   dass  die  Differentialquotienten  f(re9^,,,„f(^)(re9^ 
ionerhalb  der  gleichen  Gränzen,  wie  oben,  nicht  unendlich  werden. 

Da 

f(re9i)  =:  if;(r,g>)  +  ix(r,(p) , 

/(«)  (re9i)  =  — ^^ .  6-»5P» ; 
M)  ist  auch 

/l»)(r690= ti(ng>)  +  ezi(r,g>), 
Fobei 

^i(r.<p)=     ^^„    ^cosn^+  -J^^^^UmS, 

9"il;(r,g?)    .       ^   .  ö"7(r,(p) 
X,(r,<p)= |lJV2sio„ö  ^..^iZicosnÖ; 

id  da  "^(r.g)) ,  x(r,<p)  für  g)=0,  <p=^7t  die  gleichen  Werthe  er 
ngen,  so  werden  auch  '«^i(r,<3p),  XiC**»«??)  für  g>=0,  9?=:2;c  diesel- 
^n  Werthe  haben.     INun  ist 


]2d 


r 


d.  L 


/ 
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e9i/\ni-l)(re9>i)dg>=0, 


0 

wenn  auch  /t"+*)(rc9^")  innerhalb  der  bestimmten  Gränzen  end 
bleibt.     Aber 


^/t»4-l,(r.^)=Wi:eÜ, 


dr 
also 


d.  i. 


r 


Liegt  der  Werth   r  =  0  innerhalb    der   mehrfach    genaai 
Gränzen  von  r,   so  findet  man  leicht 

C=2;i;/T»)(0), 

/27l 
fn)  (re9i)8(p = 27r/tn)(0) , 


d.  h. 


oder  endlich 


o 

indem  -r,  ^_^  >»♦■♦  ^--   alle  JNuü  sind  für  r=:0. 

Dieser  Werth  hat  also  Statt,  wenn  f(re9>^')  folgende!  Beding 
gen  erfüllt: 

a)  dass  f(re9i) ,  /^(re5P*),..../(")(re9PO  alle  ehdlich  bleiben  im 
halb  bestimmter  Gränzen  von  r,  und  dass  0  zwischen  diesen  Gi 
zen  liegt; 

b)  dass  f{re9^  und  also  auch  seine  Differentialquotienten^ 
riodisch  in  Bezug  auf  cp  seien,  und  der  Umfang  einer  Peri( 
2%  sei.  (M.  s.  Journal  de  Math,  par  J.  Liouville«  Av 
1846.). 
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Beiträi^e  zur  b5beren  üehre  i'OJi  den 

üograTitbmeii. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilh.  Matzka, 

ordentl.  Prof.  der  Mathematik  an  der  k.  k.  Universität  xu  Prag. 

gorgelesen  in  den  Versammlungeq.der  Sectioo  der  konigl.  böhm. 
isellschaft  d.  Wissenschaften  zu  Prag  für  Philosophie  und  reine 
Mathematik  am  8.  März ,  5.  und  17.  April  lb5ü.) 


In  dem  ßegriife  und  der  auf  ihn  gegründeten  Lehre  von  den 
LiOg^arithmen ,  so  wie  auch  in  dem  Geschichtlichen  und  Literari- 
(cbeo  derselben  9  dürfte  noch  manches  Interessante  und  Wissens^ 
verthe  beizubringen  sein.  Davon  sollen  die  nachfolgenden  zwei 
Abschnitte  einen  Beleg  geben. 


Erster    Abschnitt' 

Betrachtung    der    bisher    gegebenen   Begriffe  der 
Logarithmen,  und  Aufstellung  eines  neuen. 

Bisher  wurden  im  Wesentlichen  folgende  vier  Begriffe  von 
len  Logarithmen  aufgestellt: 

1.    der  von  dem  eigentlichen  Entdecker  der  Logarithmen, 
ikbs  Neper,  ursprünglich  gegebene; 

^  2.    der  von  Jobst  Byrg,  dem  gleichzeitigen  Entdecker  der 
Eögarithraen,  gebrauchte; 

3.    der  von  Johann  Kepler  verwendete; 
Theil  XV.  VI 
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4.  der  gegenvi artig  seit  Euler  in  den  Lehrgebäuden  de 
Algebra  übliche. 

Ihnen  füge  ich  noch  bei 

5.  einen  neuen,  von  mir  selbst  erdachten,  in  mancberie 
Beziehung,  Tornehmlich  für  den  Elementar-Unterricht,  mit  gros 
sem  Vortheil  verwendbaren  Begriff. 


A. 

Neper's  Erklärung  der  Logarithmen, 
durch  gleichzeitig  angemessen  stetig   veränderliche  Grössen. 

« 

1. 

Neper*)  veröffientRchte  im  Jahre  1614  die  Lelire  «hi^vml 
ihm  entdeckten  Logarithmen  in  folgender  lesens würdigen,  jetzt 
aber  schon  sehr  seltenen  Schrift:**) 

Mirifici  Logarithmorum  Canonis  descriptio,  Ejusque  usus, 
in  utraque  Trigonjometria:;  ut  etiam  in  omni  Logistica  Mathema- 
tica,  Amplissimi,  FäcifliilAi  et  expeditissimi  expficatio«  Authoft 
ac  Inventore,  Joanne  Ne()ero,  Barone  Merchistonii,'  etc.  Scoto. 
Edinburgi.  Ex  ofBcina  Andreae  Hart  Bibliopolae,  1614.  4aiio. 
Text  64,   logarithmische  Tafeln  90  Seiten.***) 

Auf  Seite  1—4  giebt  er  von  seinen  Loffarithmen  die  nac^- 
stehende,  äusserst  scharfsinnige  phoronomiscne  Erklärung,  die 
ich  hier  wortgetreu  mittheile. 

Caputh    De  definitionibus. 

1.  Definitio,  Linea  aequaiiter  crescere  dicitui, 
quum  punctus,  eam  describens,  aequaiibus  roomentis  per  aequaiis 
intervalla  progreditur. 


*)  Eifl^entlich  John  Napier  oder  Nepair,  Lord,  Baron  TonMer- 
chiston,  ein  Schotte,  geb.  1550,  gest.    1618. 

**)  Ich  benützte  das  in  der  Bibliothek  des  k.  k.  Bombardier  Corpt 
zu  Wien  vorhandene.,  aus  dem  Nachlass  weil.  Jos.  HantschTs,  Prof' 
der  höh.  Math,  am  Wiener  k.  k.  polytech.  Institute,  erstandene  Kxemplar* 

***)  Davon  erschien  im  Jahre  1619  sowohl  ein  blosser  Abdrock  fi» 
Lyon,  als  auch  eine  von  Neper's  Sohn  Robert  besorgte  neue  Ausgab« 
mit  einigen  nachgelassenen  Werken,    darunter  als  hieher  gehörig: 

Primo,  Mirifici  ipsius  canonis  constructio,  et  Logarithmomfli 
ad  naturales  ipsorum  numeros   habitudines; 

See  und  o,  Appendix  de  alia,  eaque  praestantiore  Logarithmonm 
specie  construenda. 

Im  Jahre  1620  endlich  wurden  auch  diese  nachgelassenen  Werken 
Ljon   nachgedruckt.  / 

Von  diesen  Nachlässen  ist  mir  jedoch  nichts  in  die  Hände  gekoB^^Wl» 


■I 
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Sit  (Taf.  in.  Fig.  1.)  punctus  A^  a  quo  ducenda  est  linea 
flnxu  alterius  puncti,  qui  sit  B.  Fiuat  ergo  pfimo  momento  B 
ab  A  in  C,  secundo  momento  a  CxnD^  tertio  momento  a 
D  in    Ey    atque   ita    deinceps   in    infinitum    describendo   iineam 

ACDEF ,   intervallis  ACy  CD,  DE,  EF,....,  et  caeteris 

deinceps  aequaiibus^  et  momentis  aequalibus  descriptis.  Dice- 
tar  haec  linea»  per  definitionem  superius  traditam«  aequaliter 
crescere. 

Corollarium,  Unde  boc  incremento  quantitates  aequi- 
differentes  temporibus  aequidifferentibus  produci 
est  necesse. 

Ut  in  superiori  schemate  unico  momento  B  Bh  A  in  C,  et 
tribus  momentis  ab ^4  in  £  progressum  est;  sie  sex  momentis  ab 
A  in  H,  et  oeto  momentis  ab  A  in  K,  Sunt  autem  illorum  nio- 
mentorum  unius  et  trium,  et  borum  sex  et  octo  differentiae  aequa- 
les»  scUicet  duorum.  Sic  etiam  erunt  quantitatum  illarum  AC 
el  AE,  et  harum  AH  et  AK  differentiae  CE  et  HK  aequales, 
aequidifferentes  ergo»  ut  supra. 

2.  Definitio,  Linea  proportionaliter  in  breviorem 
decrescere  dicitur,  quuni  punctus  eam  transcurrens»  aequali- 
bus momentis»  segmenta  absein dit»  ejusdem  continuo  rationis 
ad  linead  ä  qiiibus  abscinduntur. 

Exempli  gr.  Sit  (Taf.  ID.  Fig.  2.)  linea  sinus  totius»  aca^ 
proportionaliter  minuenda.  Sit  punctus»  transcursu  suo  eam  mi- 
nuens»  ß;  Bit  denique  ratio  segmentorum  singulorum  ad  üneas»  a 
qaibus  abscinduntur»  ut  QR  ad  QS»  Qua  ergo  ratione  secatur 
QS  in  R,  eadera  ratione  (per  10.  6  Eucl.)  secetur  ao  in  y.  Atque 
sie  ß,  transcurrens  ab  a  in  v»  prinio  momento  ab  am  abscindat  ay, 
relicta  linea  seu  sinu  ya.  Ad  bac  autem  yoo  procedens  jS  secundo 
momento  abscindat  simile  segmentum  quaie  estQR  ad  QS,  quod 
ait  yS,  relicto  sinu  öco.  A  quo  proincie  tertio  momento  abscin- 
dat ß  simili  ratione  segmentum  de,  relicto  sinu  too,...;  et  ita  dein- 
ceps in  infinitum.  Dico  itaque,  hie  sinus  totius  lioeam  aoa pro^ 

portionaliter  decrescere  in  sinum  rjm,  aut  in  aiium  quem  vis  ulti« 
mum ,  in  quo  sistit  ßr^t  sie  in  aliis. 

Coro  iL  Unde  hoc  aequalibus  momentis  decremento»  ejus- 
dem etiam  rationis  proportionales  lineas  relinqui,  est 
necesse. 

Quae  enim  superius  est  'continua  proportio  sinuum  minuen- 
dorum 


1  >    aoD^  y(0,  8(0,  £09»  ^oo»  i^oo»  .... 

atque  sagmentorum  ab  eis  abscissorum 

ay,  yd,  de,  fif»  f^,  lyt»  .... 
eadem  erit  necessario  etiam  sinuum  relictorum  proportio»  scilicet 


Vk* 
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« 

yfo,  ^G),  €09,  ioiy  rfOD,  im,  .... 
ut  ex  19.  prop.  5.,  et  11.  prop.  7.    Euclidis  patet. 

Es  verhält  sich  nemlich 

SQ:  RQ:  SR^amiym'.ay 

:=:y(o:dcaiyd 

'  x=d  od:  Biso  lös 

=  6(0:  ^(o: ei 

u.    s.    f. 

$ 

4.  Defin.  Syncbroni  motus  sunt,  qui  simul  et  eodem 
tempore  fiunt. 

Ut  in  superioribus  (Taf.IIl.  Fig.  1.  und  2.)  esto,  qnod  B  mpvea- 
tur  ab  A  in  C,  eodem  tempore  quo  ß  movetur  ab  a  in  7;  dioen' 
tur  reetae  AC  et  ay  synchrono  motu  describi. 

5.  Defin,  Quum  quoiibet  motu  et  tardior  et  velocior  dari 
possit^  sequetur  necessario,  cuique  motui  aequivelocem 
(quem  nee  tardiorem  nee  velociorem  definimus)  dari  posse« 

6.  Defin»  Logaritbmus  ergo  cujusque  sinus  est  nume- 
rus quam  proxime  definiens  lineam,  quae  aequaliter  crevit  interea 
dum  sinus  totius  linea  proportionaliter  in  sinnm  iilura  decrevit, 
existente  utroque  motu  sys chrono,  atquß  initio  aequi- 
veloce. 

Ex.  gr.  Repetantur  ambo  superiora  Schemata  (Taf.  III.  Fig.  1. 
und  2.)  et  moveatur  ß  semper  et  ubique  eadem  seu  aequaii  veloci- 
tate  qua  coepit  moveri  ß  initio  quum  est  in  a.  Deinde  primo 
moniento  procedat  ^  ab  ^  in  C ,  et  eodem  momento  procedat  j3 
ab  CK  in  y  proportionaliter:  erit  numerus  definiens  AC  logaritbmus 
lineae  seu  sinus  yco»  Tum  secundo  moniento  promoveatur  B  a 
C  in  2>,  et  eodem  momento  promoveatur  proportionaliter  |3  a  y  ip 

d:  erit  numerus  definiens  AD  logaritbmus  sinus  öto ;    et  ita  in 

Infinitum. 

Cor  oll.  ünde  sinus  totius  10000000  nullum  seu  0  est 
logaritbmus:  et  ])er  consequens  numerorum  majorura  siou 
toto  iogarithmi  sunt  nihiio  minores. 


Itaque  logaritbmos  sinuum  qui  semper  majores  nihiio  sunt, 
abundantes  vocamus,  et  hoc  signo  -{-,  aut  nullo  pr^notamus. 
Logaritbmos  autem  minores  nihiio  defectivos  vocamus,  praeno- 
tantes  eis  hoc  signuni  — . 

Adinonltlo.  Erat  quidem  initio  liberum,  cuilibet  sinui, 
aut  quantitati  nullnm  seu  0  pro  logarithmo  attribuisse:    sed 
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praestat  id  prae  caeteris  sinui  toti  accomniodasse:  De 
unquam  in  posterani  vel  mininiam  niolestiam  parturiret  nobis  ad- 
ditio  et  subtractio  ejus  logaritbmi,  in  omni  caiculo  frequentissimi. 


iiberum  erat. 


Auf  diese  Erklärung  gründet  Neper  seine  Lehre  von  den 
Logarithmen  5  aus  der  ien  die  folgenden  auf  Seite  5.  und  6.  a.  a, 
0.  stehenden  Lehrsätze  hervorhebe. 

Caput  11.     De  logarithmoruni  propositionibus. 

Propos.  1.  Proportionaiium  numerorum  aut  quan- 
titatum  aequidifierentes  sunt   logarithmi. 

Propos»  4.  Ex  quatuor  proportionaiium  logarith- 
mis  aggregatum  secundl  et  tertii  minutum  primo 
aequatur  quarto. 

Propos.  5.  Ex  trium  proportionaiium  logarithmis 
daplum  secundl  sdu  medii  aequatur  aggregato  extre- 
morum. 


2.        , 
Analytische  Interpretation  dieser  Erklärung. 

,Jb\e  Erklärung,  welche  Neper  von  den  Logarithmen  giebt, 
ist  merkwfirdig'S  sagt  KIfigel  (Math.  Wörterb.  T.  111.  p.  634., 
B.  112«);  vi^eswegen^  erwähnt  er  jedoch  nicht.  So  weit  mir  be- 
kannt, hat  weder  er,  noch  jemand  Anderer  vor  mir  den  Einfäll 
eehabt,  in  dieser  Erklärung  die  dynamisch  -  geometrischen  oder 
aie  phoromischen  Bilder,  die  sie  benutzt,  von  der  Seite  zu  be- 
trachten, dass  man  an  ihnen  die  stetige  Veränderlichkeit  entweder 
dreier  Grossen  mit  einander,  von  ueren  einer  die  beiden  ande- 
ren abhängen,  oder  auch  die  stetige  Veränderlichkeit  nur  zweier 
zusammenhängender  Grössen  erkennt,  von  denen  die  eine  der 
Logarithmand,   die  andere  der  Logarithme  ist. 

1)  Betrachtung  dreier  zusammengeh'öriger  Verän- 
derlichen. 

Neper  lässt  mit  der  stetig  veränderlichen  Zeit  T  zwei  Weg- 
strecken X,  Y,  also  verallgemeinert  ausgesprochen :  mit  einer  ste- 
l  &[en  Veränderlichen  ^  T  zwei  von  ihr  abhängig  veränderliche 
t  aussen  X9  F,  zugleich;  dabei  jede  der  drei  Veränderlichen  ste- 
l  tig  und  in  beständigem  Sinn  sich  verändern,  d.  h.  entweder  fort- 
f  wahrend  wachsen  oder  fortwährend  abnehmen,  nie  aber  bald  wach- 
sen bald  abnehmen;   und  zwar  die  Grundveränderliche  T  '^xi^  ^\ft 
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eine  abhängig  Veränderliche  X,  gleichförmig  (aeqoaliter) »--  nm 
gleiche  Unterschiede  —  die  andere  abhängig  V^eränd erliehe  ¥, 
aber  gleich  massig  ( proportionaliter )  —  in  gleichem  Masse 
oder  Verhältnisse. 

Betrachtet  man  nemlich  von  der  Grundveränderlichen  T  zwei 
Paar  Werthe 

T,  T"  und  Ti ,  T^, 

dazu  von  der  ersten  abhängig  Veränderlichen  X  die  entsprechen- 
den zwei  Paar  Werthe 

X*,  X"  und  Xiy  X29 

HO  wie  von  der  zweiten  abhängig  Veränderlichen  Y  die  entspre- 
chenden zwei  Paar  Werthe 

P,  Y"  und  Fl,   F«; 
so  sollen  f  so  oft  die  Unterschiede 

T'-V  und  2\-  Ta 
gleich  sind,  auch  einerseits  die  Unterschiede 

X*^X!'  VLXi^JL^-X^ 
und  andererseits  die  Verhältnisse 

TxY"  und  Fi:F2 
gleich  sein;  nemlich  so  oft 

ist,  so  soll  auch  einerseits 

und  andererseits 

sein. 


2)  Betrachjtung  zweier  zusaniniengehüriger  Vera«- 
derlichen. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  Betrachtung  der  Hi^fs veränder- 
lichen T  auch  entbehrt,  und  Neper's  Begriff  von  den  Logarith- 
men kürzer  wie  folgt  dargestellt  werden  kann. 

Seien  X  und  F  zwei  gleichzeitig  veränderliche  Grössen  y  die 
sich  stets  in  einerlei  Sinn  abändern,   fortwährend  wachsen  oder 


«  ,  '• 


ortw&brend  ab^^bmeii,  nicht  aber  ibald  w^ch«!en  b^ld  abncihmeiK 
nd^  zw.ar*  decmas^en/  da^  .  während  ..die  eine  ^eräi^dferiiipbe  S 
;leichformig  —  um  gleich  viel,  um  gliaicbe:  Unterschiede  — 
lieh  ändert,  die  andere  Veränderliche  r  gl  eich  massig  (ver- 
lältnissgleicb)  •—  in  gleichen  Verhältnissen  —  sich  ändere. 

Sei  nemlich 

X\  X"  . 

ein  Paar  und 

JLl  9  i  Jl^    •;.,,.■>■'■■ 

00  anderes  Paar  Werthe  der  Veränderlichen  X,  und  dazu 

'i     ■•..■'       . 

du  dem  ^sten  Paare«  und      .    . 

Fl,  n 

das  dem  zweiten  Paare  zugehörige  Paar  Werthe  der  anderen  Ver- 
iiderlicben  Fjiso  soU^  so  oft  ;  .     < 


x'—x''=Xt—Xt 

.-  ■   ■■..■■■..  F:r''=.,ri«r2-,.. 


•i , 


sein.] 


Hierauf  stutzt  nun  Neper  die  Erklärung:  Jene  gleich- 
förmig veränderliche  Grösse  JC.i^eiasiißt  Logaritkme 
lieser  ^/etcAma55£^  veränderlichen  F;  so  wie  auch  jeder 
il^erth  von  X  der  Logarithme  des  zugehSrigen  Werthes  von   F. 


) 


,  ■  I  '  . 

Fortsetzung.  Messung:  djer  zusammengehörigen 
Veränderlichen. 

Wenn  tiun  auch  !das  Wort  a^id'ii,&g  eigentlich  eine  Zahl  be- 
eiltet, so  k(inaen  gleichwohl  för  einen  allgemeinsten  Begriff  der 
lOgaiithmen  die  Veränderlichen  T,  X,  Y  fär  ganz  ungemes- 
ene  stetige  Grossen  '  (Dinge)  angesehen  werden.  Allein  da 
lese  Verallgemeinerung  lediglich  für  die  Theorie,  nicht  aber  für 
e  Rechnung  mit  Logarithmen  von  wesentlichem  Vortbeil  ist; 
»  bleibt  es  rathsatn,  diese  VeränderKchen  als  gemessene  und 
irch  Zahlen  ausgedruckte  Grössen,  oder  vielmehr  selbst  als 
;^tlge  Zahlen,  zu  betrachten.^  Neper  stellt  sie,  qach  dem 
»brauche   seiner ,  Zeit  >    insgesammt  .durch  ganze  Zablen  dar. 


^    ' 
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und  insbesondere  die  Messeinheit  durch  eine  dekadische  Einheit^ 
d.  i.  durch  eine  Potenz  von  10,  namentlich  die  Messeinbelt  dtt 
F  durch  10000000=  10^ 


4. 

Fortsetzung.     Neper*s  Grundbemessung  der  Loga- 
rithmen. 

"•  •  ■ 

Sind  nun  was  immer  für  zwei  Paar  Werthe  einer  verfinderii- 
eben  Grosse  F,  nemlich  die  Paare  F',  Y"  und  Fi,  F«  verhäl^  - 
ni  SS  gl  eich  (proportional)  \ 

und  sind  die  zwei  Paar  Werthe  der  zugehörigen  verfinderlichen  ; 
Grösse  X,  nemlich  die  Paare  X^  X"  und  JT^,  X^  gleich««'ttK^  \ 
schieden  (äquidifferent),  . 

JL  -^  JL   irz  JL-^^  ■^—  2Lg^  5    ' 

SO  ist,  nach  JNeper's  Erklärung,  jeder  dieser  Werthe  Ton  -Ji'efai^ 
Logarithme  des  ihm  angehörisen  Werthes  von  F,  nemlich,  wo-    i 
fem  man  diese  Logarithmen  durch  Log  andeutet, 

jr'=LogF',    Ä'''=LogF',  ..,. 

Da  hiernach  mit  der  Quotienten-  oder  Verhältnissglei- 
chung (Proportion)  durchaus  gleichartiger  Grössen 

TiY"=zY^iY^ 

die  Unte;rschiedsgleichung  ihrer  Logarithmen 

LogP— LogF'=LogFi— LogF^ 

verbunden  ist;    so   kann  man  dieselbe  Erklärung  auch  durch  den 
Grundlehrsatz  aussprechen: 

Wenn    zwei    Paar    durchweg   gleichartige  Grössen 
proportional  sind,    so    sind    ihre  Logarithmen  gieicb*    • 
unterschieden.     (Vergl.  oben  Cap.  11.  prop.  1.)  ] 

Neper    bemass   demnach   seine  Logarithmen  derge-  .. 
stalt,    dass  so  oft    zwei  Paar  Grössen  eine   Proportion  bildeD,  ; 
die  ihnen   zugehörigen  Logarithmen    (in   der   nemlichen  Ordnung 
von  einander  abgezogen)  gleiche  Unterschiede  geben. 

Wo  daher  Theilung  durch  eine  Grösse  stattfindet,  da 
muss  Abziehung  ihres  Logarithmen  eintreten. 

Da  in  einer  Proportion^  deren  Glieder  insgesannnt  gleichartif 
sind,  das  Product  der  äusseren  Glieder  jenem  der  inneren  dann 
gleich  ist,    wenn    diese  Glieder   lauter  Zahlen  s^ind;    so  erhält 


129 

man,    wenn  man  diese  Bedlnguns^n  hier  gelten  lässt,   einerseits 
die  ProduGteagleichung  von  Zahlen 

und  andererseits  die  Summeugleichung  von  Logarithmen 

LogF  +  LogFaSsLogP'+Logri. 

Neper   bemass    daher  seine    Logarithmen    auch   so, 
\  das«   so   oft  irgend  zwei  Paar  Zahlen,    mit   einander  multiplicirt, 
zwei   gleiche  Producte   geben,    auch   ihre  Logarithmen  paarweis 
addirt,  zwei  gleiche  Summen  geben. 

Wo  demnach   Multiplication   durch  eine  Zahl  statt  findet 
tritt  Addition  ihres  Logarithmen  ein. 

Da  sowohl  in  jeder  Verhältnissgleichung,  als  an^h  in  ieder 
ÜBterschiedsgleichung,  jedwedes  der  zwei  Paar  Glieder  durch  die 
drei  anderen  nestimpit  ist,  so  inuss  nach  den  letzten  solchen 
Gleichungen  zu  jeder  Zahl  nur  ein  bestimmter  Logarithme  ge- 
hören. Daher  müssen  zu  gleichen  Zahlen  auch  gleiche 
Logarithmen  geboren.  Und  eben  so  gilt  dies  nothwendig 
loch  umgekehrt 

Suchen  wir  nun  die  allgemeinsten  Ausdrücke  der  Logarithmen 
vooden  Ergebnissen  der  Multiplication,  Division,  Potenzirung  und 
Warzelziehung. 


1)    Ist 


pr=iab. 


j9:a  =  6:1 , 


80  ist 


Log/? -— Loga = LogÄ  —  L<^1 , 
Logp=:Loga-f  Log6 — Logl; 
ibigfich 

Log(a6)=Loga-f  Log6-~Log  1 

I 

odiy  «ymmetrisclL 

Log(a6)  —  1  Logl =(Loga— Logl)  +  (Logft— Logl) . 
Ans  Letzterem  folgt 

hog(abc) — Logl  =  (Loga6 — Logl)  -\-  Logcv-  Logl 

= (Log«— Logl)  +  (LogA— Logl)+Logc-Logl) , 
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Log(a6cd) — Logl  z=i  (Logabe  —  Logl)  -f  (Logd  -*  hßgl)  . . 

=(Loga— Lögl)+(Log6— Logl)  +  (Loge-^Logty 

+(Logrf— Logl); 

daher  allgemein 

Log(a6c£2...)^Logl=:(Loga-*Logl)  +  (Log6— Logl) + (Loge— Logl) 

-f-  (Logc^ — Logl)  + .... 

und  hieraus  ergieht  sich  för  den  Logarithmen  eines  Prodüctes 
von  n  Factoren  der  Ausdruck 

Log(a6cc;...)  =Loga+Log6+Logc+Logd + .... — (it---l)Lc^l  -     " 

2)    Förden. Quotienten 

a 

gilt  die  Proportion 

q:i=a:b. 


also  ist 


und  sonach 


hogq — Logl  =  L  oga — Log6 , 


Log9r=:Loga — Log6+  Logl, 


oder  auch 


a 


Log  T-  =  Loga— Logft  +  Logl ; 
wofür  man  jedoch  symmetrisch 

Log  ^ — Logl  =  (Loga  -.  Logl)  -*  (Logft  —  Logl) 
setzen  kann. 

3)  Für  die  Potenz  a",  deren  Exponent  absolut  und  ganz 
ist,  die  also  dem  nfactprigen  Produete  aaa,...  gleichgilt,  ist 
sonach 

Log(a")  —  Logl  =  n(Loga — Logl) 

und  hieraus 

Log(a«) = nLoga — (n—  1)  Logl . 
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4)    Zur  Pole  DU  a-^  mit  negaüvem  ganzen  Exponenten  ^  die 
»r   =r-ißt,  findet  man 

=(Logi  — Logl) — (Loga"— Logl) 


Log(o""")— Logl= — n(Loga  —Logl); 


•'  ( 


ich   gilt  einerlei   Bestimmungsweise^    wie  auch   die  Potenz- 
lenten  algebraisch  bezogen  sein  m5gen. 


''   5)    Zur  Wurzel  Vfl=i'>   bei  der  also  ösrr"»  ist  und  m  po- 
odet  negatiT  ganz  sein  kann^  findet  man 

Loga — Logl  =Log(r"»)  —  Logl 

=  m(Logr— Lögt), 


liber  ist 


LogV«-Lögl  =  ^iÄ:^^* 


m  ■         ■'  ••        ■• ' 


Bd 


LogV«=?^  +  (l-;i)Ligl. 


m  .  m 


6)    Zur  Potenz  a^,  welche  der  Wurzel  Va^  gleiehgilt^  fin* 
st  man    . 


Log(a^) — Lpgl=Logy  a". — Logl 

Log(fl") —  Logl      n  (Logg  —  Logl)  \ 

m  ""  m 

Iso 


Log(£«^) — Log  1  =  ^  (Loga— Logl) . 

I  ■  .  .  •  ■    '   .  • 

Hithin    gilt    die  oben  erkannte  Bestimmungsweise   för  jeden 
■Pönalen  Exponenten. 

Aus    allen  diesen  Ausdrucken  erhellet  nun^     dasi(  in   ihnen 
Inrchweg   der  Logl  ein  lästiger  Begleiter  ist. 


133 

Am  bequemsten  iiir  das  logarithmische  Reebnen  ist  es, 
Neper  der  Messeinheit  der  Weee  und  Geschwindigkeiten  di( 
zum  Logarithmen  zu  geben.  (Cap.  I.  Admonitio).  Aliein  he 
Tage  pflegt  man  die  Messeinheit  von  Grossen  nicht  mehi 
ehedem,  wo  man  alle  Grössen  muglichst  genau  durch  ganze 
len  darstellte,  durch  eine  dekadische  Einheit,  wie  Neper  • 
10000000,  sondern  durch  die  Stamm-Einheit,  d.  i.  durch  Ij 
zustellen;!  weil  man  auch  die  wie  immer  gebrochenen  und  ( 
irrationalen  Zahlen  zur  Darstellung  von  Grössen  benutzt.  D 
geben  wir  in  der  Neuzeit  der  Zahl  1  immer  die  0  zumLogaritI 

Danach  leuchtet  ein,  dass  aus  den  zwei  so  eben  erwief 
Sätzen  die  allbekannten  4  Hauptlebrsätze  fiber  dieAusdrGck 
Logarithmen  von  Producten,  Quotienten,  Potenzen  und  Wi 
ohne  Mühe  hergeleitet  werden  können.  Setzt  man  daher  di« 
garithmen  als  schon  berechnet  voraus,  so  kann  man,  gestuts 
obige  Erklärung  derselben,  das  in  den  Elementen  Ser  AI 
gewöhnlich  allein  in  Anwendung  kommfiiide  und  von  ienen;I] 
lehrsätzen  geleitete  Rechnen  mit  Logarithmen  vollständig 
handeln. 


5. 

Andere  merkwürdige  Betrachtung  der  Neper*s 
Erklärung  der  Logarithmen. 

1.    Nimmt  man  bei  den   oben  nach  Neper   besehenen 

gleichzeitigen  Bewegungen  einen  beliebigen  Zeitabschnitt  fi 
linheit  der  Zeit  an  und  setzt,  dass  der  erstere  bewe{ 
Punkt  ß  in  jeder  Zeiteinheit  den  Weg  /c,  der  andere  Pu 
aber  in  der  ersten  Zeiteinheit  den  Weg  x  durchlaufe,  und  i 
man  an,  dass  (Taf.  111.  Fig.  3.)  die  beweglichen  Punkte 
Verlauf  der  Zeit  t  beziehlich  in  M  und  fi,  nach  der  Zeit 
aber  in  N  und  v,  folglich,  wenn  dt  eine  unendlich  klein 
nähme  der  Zeit  t  vorstellt,  zur  Zeit  t+dt  in  den  Punkten  JH 
fi'  sich  befinden ,  von  denen  jener  zwischen  AI  und  N,  diese 
sehen  fi  und  v  liegt;  so  wird,  wenn  die  Abstände  AM  un 
mit  X  und  ^bezeichnet  werden, 

MM^=da:  und  fiii^^'—dt/ 

sein.  Gestattet  man  die  Annahme,  dass  die  kurzen  Wege  M 
und  fiv  von  den  beweglichen  Punkten  mit  gleicher  Geschw 
keit  oder  gleichförmig  durchlaufen  werden,  folglich,  dass  d 
rückgelegten  Wege  den  zugehörigen  Zeiten  proportional  seie 
hat  man 


ach  dem  Gesetze,  welehen  der  «weite  Punkt  bei  seiner  Be>^ 
lg  gehorcht  (2.  Def.  Corolk): 

|Liv:fiG)=ay:aa>. 

man  noch   den  ursf)rünglichen  Abstand  äco  =  ^;    so  erhält 


da:=^kdt, 

t  man,   um  dt  zu  elimioiren,  jenen  Ausdruck   durch  diesen, 
t  man 

y  Q 


ileraus  folgt 


— dy     K    dx 

r:=—  ,   -y- 


iWer  findet  man  diese  Gleichung,  wenn  man  erwägt,  dass 
ivei  gleichförmigen  Bewegungen  die  während  den  nemiichen 
Q  zurückgelegten  Wege  einander  (direct)  proportional  sind, 
ch  dass 


€lxi-'dy=k:iiLv 

verhält.    Denn    theilt  man  diese  Proportion   durch   die  das 
tz  der  Bewegung  des  zweiten  Punktes  ausdrückende 


fiv:y=zx:(f, 
dx: -z=:k  :  —9 

y  9 
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_^  —  «fy     %  dx 

y  gr    k 

Indem  nun  Neper  dazu  noch  vermöge  seiner  Brkläning 

Logy=a: 

setzt;  stellt  er  eigentlich  zvdscben  den  zwei  zusammengehurij 
Veränderlichen  an,  y  nicht  nur  eine  Differentialgleichung! 
sondern  er  integnrt  sie  auch,  indem  er  die  eine  Veränderlu 
x  als  eine  eigentliche  Function  der  anderen  y  definirt  und  oa 
her  eine  Tafel  der,  zusammengehörigen  Werthe  dieser  VetSnd 
liehen  berechnet. 

Anmerkung.  Man  sieht  nebenbei  hieAis,  dass  Neper  ni 
fem  davon  stand  die  Differentialrechnung  %u  entdecken. 

IL  ßetrachten  wir  auch  diese  Darstellung  vom  allgemeine 
analytischen  Standpunkte,  weil  uns  dies  in  der  Fol^e  von  Not 
sein  wird;  so  seien  zwei  stetie  veränderliche  Zahlen  x^  y 
einander  von  einer  dritten  t  abhängig,  so  zivar,  dass,  1)  vn 
die  Werthe  t,  f  um  M,  AV  (algebraisch)  wachsen,  auch  x^ 
um  Axy  Ax*  wachsen,  und  y,  y*  um  Ayy  Ay'  a\i£  y-l-Ay,  y'-f 
anwachsen,  und  2)  dass,  wenn  At^=Atf  ist,  einerseits  ai 
Ax-=.Ax*  und  andererseits 

y±Ay^  yL^  also  auch  ^=4' 

y  y  y       y 

sei. 

Dann  ist  jedenfalls  Ax  proportional  zu  At,  in  Zeichen 

Ax  :iAt\ 

und  es  lässt  sich,  wenigstens  für  genügend  kleine  Werthe  von 

Ay 
und  Ay y  auch  -      zu  At  proportional,  d.  i. 

^::At 

y 

annehmen.     Danach  ist  auch 


und   sofort 


Au        .  ^     Ay      ^ 

Ax::-^     oder    Ax:-^  =zm, 

y  y 


y      w 


wenn  m  eine  constante  Zahl  bezeichnet. 
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Setzt  man  für  die  kleinsten  Zunahmen  ^x,  Ay  die  entspre- 
chenden Differentiale  cLr,  rfw;  so  erhält  man  —  wie  ohen  —  die 
gieichgestaltete  Differenzialgleichirag 

■    '  ■  I  I 

.  .  .*  .  .'•*•'  i' 

als  deren  Integral  Neper's  Erklärung  die  Gleiehang 

Log^=^ 

lunstellt 

Man  lege  die  Null  als  Liogarithmen  der  Zahl  q  bei,^  man 
gebe  nemlich  a;=:0  zu  ^=^  oder  mache  Logp  =  0.  Sei:  noch 
Ayz:=Lr\  und  limij^O,  so  ist 

■*••,■  ■    '    .  •  y ."  .  .-^    ■ 

Da  nun  auch 

Log(y +'^y)  ^x\Ax 
ist,  60  findet  man 

Lpg(y+^:/y)— Logy  =^:/ar, 

Log(9+iy)-Log^=m- 

für  limi^^O;  daher  ist  (gemäss-  Art.  4.) 

Log2±-''_Logl=m.J  =Lpg(l+ J)- Logl. 

Setit  inän  abkürzend  ~=s;  so  ist  auch  limE;;=09    und  dafüf 


oder 


Log(i+f)— Logi    T    /, .  X-  T    ; 

^^     / 2-=  Log(l+£)'-Logl, 


»  • ! 


m£=limLog(l+«)«—  Logl. 


«=o 


Für  seine  eigenen  Logarithmen  nahm  Neper  die  Anfangs- 
geschwindigkeiten k  und  X  der  beweglichen  Punkte  B  und^  zwar 
gleich  kross,  jedoch  entgegengeseM,  also  A;=— x  an.  Danach 
ist  bei  ihm,  weil  allgemein 

1       ^x   1 


m         9 


Ä 
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oder 


m=A;: — ss  • .o 

ist»  m=: — Q.  Den  anfänglichen  Abstand  a(o=^  nahm  Ne per  zur 
Längeneinheit 9  setzte  ihn  also  =  10000000=  t(F>  so  dass  dem- 
nach für  ihn  1»=: — VF  war. 


Folglich  ist  bei  Neper 

^/  1 

da: 


^=-  1 


y  -     W 

und  dafür 

iog.neperiamus  2f=^* 

Aendert  man    aber  dies  dem  neueren  Gebrauche  gemSssA 
indem  man  diese  Längeneinheit  ^  =  1  setzt,  so  ist  m=:— i. 


B. 

Byrg's  Erklärung  der  Logarithmen 
durch  Verknüpfung  einer  arithmetischen  und  geometrischen  Reihe. 

6. 

ßyrg*)  g^b  >n^  Jahre  1020  eine  Logarithmentafel  heraus 
unter  dem  Titel: 

Arithmetifcbe  x?nÖ  Geometrifcbe  Progress  -  (Cabulen,  fambt 
^\xxit>\\d)er\  x>ntcttxd>t ,  xx>xe  foldbc  nöijltd?  tu  aUetrley  Äecbnun; 
gen  ju  gcbcftucben  unö  t>et;f7anDen  roecöen  fol.  CBeÖrncf t,  'Jn  öer 
2lltcn  ©taöt  Pcag,  bei  paul  Seffen,  öei:  Äobltcben  Universität 
Äucbörucfei:,  3m  [Jabi^e  iöjo. 

Diese  auf  1^^  Bogen  in  Klein-Quart  gedruckte  Tafeln ,  zu  de- 
nen leider  der  ^,griindliche  Unterricht^'  fehlt ,  sind  jetzt  schon 
äusserst  selten.**) 

Die  Benennung  „Logarithmus"  gebraucht  Byrg  nicht. 

Wer  von  diesen  zwei  Gelehrten,  Neper  und  Byrg,  froher 
die   Logarithmen  entdeckt  habe^    lässt   sich  nicht  mit  Sicherheit     \ 


*)  Jobst  Biirgi  oder  Justiis  Byrg  ^vtirde  geboren  im  Jahre  löö2 
zu  Lichtensteig,  einer  kleinen  Stadt  in  der  Schweiz,  Kanton  St.  Gallen 
an  der  Thur;    und  starb  im  Jahre  1633  zu  Cassel. 

*^)  Ich  benutzte  das  in  der  Bibliothek  des  k.  k.  Bombardier- Corps 
bründlicbe,  g^leiclifajls  aus  Prof.  II  an  t seh Ts  Nachlass  herstammende 
Kxem[ilar.  / 
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entscheiden.     Ffir    Byrg   sprechen    folgende  Nachrichten   seiner 
Freunde  und  Verwandten.        ' 

Erstens  äussert  sich  Kepler  (in  seiner  Tabulae  Rndolphinae^ 
fote  Uimae.  1627.  Saurius.  pag.  11.  colura.  1.  Praecepta.  Cap.  Hl.) 
Über  ihn  wie  folgt: 

....  hoc  inquam  si  expetb :  ecce  tibi  apices  logistices  antiquae^ 
qni  praestant  hoc  longe  commodius:  qui  etiam  apices  logistici 
Justo  Byrgio  multis  annis  ante  editionem  Nieperianam^ 
viam  praeiverunt,  ad  hos  ipsissimos  logarithmos.  Etsi  nomo  cun« 
ctator  et  secretorum  suorum  custos»  foetum  in  partu 
destituit»   non  ad  usus  publicos  educavit    * 

Zweitens  erzählt  Montferrier  (Dictionnaire  des  sciences 
nathömatiques.  4.  Paris.  1835.  tom.  1.,  pag«  242.)  in  seiner  Bio- 
graphie Byrg's: 

Benjamin  Bramer  ....  dans  un  ouvrage  qui  a  pour  objet  la 
description   d'un   instrument  pour    la   perspective   et  le   lävä  des 

eins,  s'exprime  ainsi:  ^,C'est  sur  ces  principes  que  mon  eher 
au-frere  et  maitre  Juste  Byrge  a  calcule,  il  y  a  vingt  ans*' 
(eet  ouvrage  paraissait  ä  Cassel  en  1630*))  »«une  belle  table  des 
DTOgressions  >  avec  leurs  diff<^rences  de  10  en  10,  calcul^es  k 
vcniffres,  qu'il  a  a.us8i  fait  imprimer  sans  texte  ä  Prague,  en 
.  1620;  de  sorte  que  l'invention  des  logarithmes  n'est 
pas  de  .Neper,  mais  a  et6  fait  par  Juste  Byrge  long- 
[  temps  avant."**) 

f         Nach   dieser   Aeusserung   Bramer's    hätte  demnach    Byrg 

seine  Logarithmentafel  entweder  im  Jahre  1602  oder  1610  be- 
'    rechnet^  jenachdem  Bramer  sein  Werk  im  Jahre  1622  oder  1630 

drucken  lassen  hat.  Da  indessen  auch  Neper  seine  im  Jahre 
\  1614  herausgegebene  Tafel  schon  einige  Jahre  früher  berechnet 
i  haben  konnte ;  so  lässt  sich  über  die  Priorität  der  Entdeckung  der 
[    Logarithmen  nicht  mit  Bestimmtheit    absprechen,    sondern   man 

nii88  muthmassen,  dass  Neper  und  Byrg  gleichzeitige  jeder  für 

nchy  auf  selbe  verfallen  seien. 


7. 

Byrg  stellte  eine  arithmetische  und  geometrische  Reihe  der- 
;  gestalt  zusammen  >    dass  gleichvielte  Glieder  von  beiden  zu  ein^ 


*)  Wahrscheinlich  ist  dies  folgendes  Werk:  „tCurzer  aber  deutlicher 
Berieht  vom  Gebrauch  des  von  Benj.  Bramer  erfundenen  Proportional- 
httnimentes;  20  Seiten,  mit  einer  Abbildung  des  Instrumentes  auf  einem 
kalben  Bogen.  8.  Cassel.  1622.''  (Siehe  Rogg  Handb.  der  mathem. 
Literaiar.  8.  Tübingen.  1830.  S.  419. 

**)  Ffir  die  Geschichte  der  Lehre  von  den  Logarithmen  Hräre  es 
wÖBf chenswerth ,  dass  jemand,  dem  das  angeführte  Werk  von  Bramer 
lag&ngig  ist,  die  hieher  gehörig^e  Stelle  wortgetreu,  so  wie  einegenane 
Aigabe  de»  Jahrzahl  des  Druckes  dieses  Werkes  durch  das  Archiv  vev 
iffentlichen    möchte. 

Theil  XV.  A<^ 
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aiuler  gdibren»  and  erkUrte  dann  jedes  Glied  der  aritimel 
Reihe  für  den  Logarithmus  des  eben  so  vielten  Gliedes  de 
roetriselien  Reihe. 

In  derselben  Weise  verfuhren  auch  mehrere  Nachfolge: 
per's.  So  sagt  schon  Vlacq"*)  (ein  Zeitgenosse  Neper^ 
Briggs'): 

Logaritfami  sunt  quantitatum  contimte  proportiona&um  ci 
aequidifferentes. 

Später  Gaspar  Schott  in  seinem  Cursus  Mathematicu 
Herbipoü,  Sthönwetter.   1661.  Hb.  27.  pag.  589: 

Logarithrai  sunt  numeri  secundum  proportionem  arithnM 
quamcunque  contioue  crescentes^  aut  clecrescentes,  rndjum 
meris  ab  unitate  inchoatis  et  secundum  proportionem  geomel 
continue  crescentibus. 

Diese  Erklärung  der  LogariAmen  geht  aus  jener  von  N 
sehr  leicht  hervor,  wenn  man^  um  sich  eine  Vorstellung  voi 
Gange  der  gleichzeitigen  Aendernng  der  Zahlen  und  ihrer 
rithmen  zu  verschaffen^  eine  grössere  Menge  von  Losarii 
um  gleiche  Unterschiede,  folglich  ihre  Zahlen  in  Reichen 
hältmssen  nach  und  nach  wachsen  lässt.  Auf  diese  Weise 
man  eine  arithmetische  Reihe  von  Logarithmen, 

und  eine,  Glied  für  Glied  zugehörige  geometrische  Reihe 
Zahlen 

^0»  yi»  ya.—y»* 

so  dass 

I^ogyo  =  ^0  5  I^ogyi=^i*  ....Log^n  =  a:n, 

st. 

Neper  selbst  bediente  sich  dieses  Vorganges,  um  die  1 
rithmen  zu  berechnen. 

Beide  Reihen  werden  reciirrent,  jedes  Glied  aus  dem  i 
ren  berechnet,  die  arithmetische  der  Logarithmen  durch  fori 
rende  Addition  des  beständigen  Unterschiedes,  die  geometi 
der  Zahlen  durch  fortwährende  Multiplication  mit  dem  sich  { 
bleibenden  Quotienten. 

Da  zumeist  für  bestimmte  Zahlen  die  zugehörigen  Log 
men  zu  suchen  sind,  so  wird  fast  immer  eine  Einschall 
einer  neuen  Reihe  zwischen  zwei  Gliedern  der  Hauptreihe 
derlich  sein.  Dann  ist  wieder  jedes  Glied  der  arithmetif 
Schaltreihe  der  Logarithmus  des  eben  so  vielten  Gliedes  der 
metrischen  Schaltreihe. 


0    wo? 


339 

Will  man  soiocb  eipe  «okb^  ({aih0  mit  alleo  ihren  ^ifl9ch^t- 
baren  als  eine  einzige  stete  fortschreitende  B<^ihe  derselben  Art 
ansehen;  so  mnss  man  ausser  den  ganzzahligen  Stellenzeigern 
«ueh  no^h  ff^bfocheoat  j«üu>gar»  dft  manche  Zahl  strengstens 

SiOflni^ea  dareb  keinerlei  solche  Gioscbaltnng  yOllig  genau  5  son- 
rn  nur  immer  genauer  und  genauer »  als  eine  fixe  Grenze  erreicht 
trerden  kann,  auch  irrationale  Stellenzeiger  zulassen. 

Set  demnach  n  ein  derartiger  allgemeiner  Stellenzeiger,  nem- 
lieb  positiv  oder  negativ,  gan;E,  gebrochen  oder  irrational;  so  i$t, 
wenn  d  die  constante  Differenz  der  arithmetischen  Lögarithmen- 
reihe,  und  q  den  beständigen  Quotienten  der  geometrischen  Zah- 
lenreihe vorstellt,  bekanntuch  ganz  allgemein 

a7ii:3:a7Q  -|-  nd , 

F<Ir  die  Theorie  kann  man,  um  nur  ganzzahtige  Stellenzeiger 
n  erhalten,  den  Unterschied  d  so  klein  und  den  Quotienten  q 
•chon  selbst  so  nahe  an  1  annehmen,  dass  jeder  Logarithrae  so 
wie  jede  Zahl  zwischen  hinreichend  enge  Grenzen  zu  liegen 
kofmne. 

So  nahm  Neper*)  zaub  Anfangsgliede  seiner  geometrischen 
Reihe 

mm  nächstfolgenden 

yi  =9999999=^0— 1* 
daher  zum  Quotienten 

9=01:00=00— l:flo==l—~=*J  —  jg^' 

knm  w  Differenz  seiner  arithmetischen  Reihe  dc=l,  und  zu 
ibew  Ansganfssgliede  XqzsO.  Bytg**)  nahm  zum  Ausgangfigliede 
leiner  geometrischen  Reihe 

j^o  ^  lOOOOOOOOacs  10» , 

am.  nächst  folgenden 

yi  =  100010000, 

Uei  xnm  Qiaotienten 


I 


9;;;=  1-0001=1  +  1-; 


*)    Vergl.  Klägers  math.  Wörterb.  IIL  Art.  Logarithmas.  num.  114« 
**)    Vtr^i.  ebwda  o.  106. 


Wk"* 
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ferner  zur  Differenz  seiner  arithmetischen  Reihe  d^ciO^    tmd  xo 
ihrem  Ausgangsgliede  Xq-^O. 


in  dieser  Weise  zergliedert  Bonaventura  CaTalerio  ig  sei* 
Trieonometria.  4®.  Bononiae    '  -       -  -  ™» 

die  Erklärung  der  Logarithmen. 


ner  Trigonometria.  4^.  Bononiae.    1643.   pag.  4.  eoi.  1.  num.  XXV. 
lä  ■      ' 


Man  sieht  leicht  ein,  dass  das  Verständnis^  des  hier  er3^ 
terten  Begriffes  von  Logarithmen  durch  die  unausweichliche  Ein* 
Schaltung  in  den  Reihen  und  durch  die  gebrochenen  und  irratio- 
nalen Stellenzeiger  getrübt  wird. 


C. 

Keplers  Erklärung    des  Logarithmus  als  des  Ab- 
Zählers  der  Vervielfachung   eines  Grundverhältnisses. 


8. 

Kepler  (in  den  Tabulae  Rudolphinae  Cap.  lU.  pag.  lLcoI.1*) 
sieht  den  Logarithmus  als  Mass  einer  Proportion  oder  richtiger 
eines  Verhältnisses  an.    Denn  a.  a.  O.  findet  sich 

die  Marginalfrage : 
Elementum  logaritbmorum  minimum  quid? 

und  die  Textanwort: 
...  proportio,  ejusque  mensura^  Logarithmus  .... 

Eben  so  leitet  Nikolaus  Mercator  seine  Logarithmotechnia 
London  1667  et  68,  pag.  1.  mit  folgenden  Worten  ein: 

Logarithmus  composito  vocabulo  dicitar  a  ratione  et 
numero,  quasi  rationum  numerus;  id  quod  plane  cum  re  con- 
sentit.  Est  enim  Logarithmus  nihil  aliud,  quam  numerus  ra- 
tiuncularum,  contentarum  in  ratione >  quam  absolutus  quisque  (seU. 
numerus)  ad  unitatem  obtinet.  * 

Diese  Erklärung  war  nebst  der  vorigen  lange  sehr  beliebt 
So  giebt  noch  Kl ü  gel  (Math.  Wörterb.  III.  8.  1808.  Art.  Loga- 
rithmus) folgende  Erklärung: 

„Logarithmus  ist  die  Zahl,  welche  anzeigt,  das  wie  viel- 
fache ein  Verhältniss  in  Absicht  auf  ein  anderes  Grundverhält- 
niss  ist,    wodurch   alle  Verhältnisse  gemessen   werden.    Nemlich 

wenn  das  Grundverhältniss  ist  a:b,  so  ist das  ///fache  u^'.b^y 

i      1 

so  wie  auf  der    anderen  Seite  ....  das  n  getheilte  a^:b^;     femer 

mm 

—     jjl 

noch  das  //i fache  und  ti getheilte  a^:b^,..     Die  Zahl    —     ist  der 

m      m 

Logarithmus   des    Verhältnisses    a":6"  in  Beziehung  auf  das  a:^* 
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Aof  diese  Erklärung  bezieht  sich  die  Bildung  des  Kunstwor- 
tes» welches  aus  dem  griechischen  koyaiv  dgi&uog  zusammengezo- 
gen ist,  und  einen  Verhältnisszähler  oaer  Verhältniss- 
■esser  bezeichnet.'^ 

Eben  so  erklärt  Schroeisser  in  seinem  Lehrbuch  der 'reinen 
Hathesis,  1.  The».  Berlin.   1817.  $.  41—44,  S.  61-67. 

Diese  Erkläruqg  der  Logarithmen  entspringt  jedoch  keines- 
wegs unmittelbar  aus  der  Neper'schen  (A),  sondern  erst  aus  der 
von  ihr  abgeleiteten  (B) ,  welche  die  Glieder  einer  arithmetischen 
Reihe  Logarithmen  der  gleichstelligen  Glieder  einer  geometrischen 
nennt;  zugleich  ist  sie  sehr  eingeschränkt.  Denn  in  einer  geome- 
trischen  Keihe  ist  das  Verhältniss  jedes  Gliedes  yn  zum  Aus- 
gangsgliede  ^o  ^^^  so  vielfache  Verhältniss  des  ersten  hinter  die- 
sem AusgangsgÜede  stehenden  Gliedes  yi  zum  Ausgangsgliede  ^o 
selbst,  nemlich 

Dazu  nimmt  man  aber  einschräiikend  ^0=^  und  zur  arithmetischen 
Reihe  die  der  Stellenzahlen  selbst,  nemlich 

U,  X,  ^,  o,  ••••  II,  .... 

uttd  erklärt  danach 

n  =  Log(y« :  yo) 

eder 

9i=:Logy«. 

Dieser  ursprünglich  nur  für  absolute  ganzzahlige  Stellenzeiger 
«gütige  Satz  wird  auch  auf  negative  und,  in  Folge  der  Interpola- 
tioD  in  beiden  zusammengehörigen  Reihen ,  auch  auf  gebrocnene 
lod  irrationale  Zahlen  ausgedehnt. 

Wenn  man  aber  —  wie  es  doch  sein  muss  —  von  diesen  Rei- 
ben absieht,  so  macht  diese  Erklärung  der  Logarithmen ,  als  Ab- 
ilMer  oder  Exponenten  der  Vervielfachungen  eines  gewissen 
Gmndverhältnisses,  bei  einer  für  Anfänger  fasslich  und  dennoch 
prfindlich  sein  sollenden  Zergliederung  negativer ,  gebrochener  und 
nationaler  solcher  Abzähler  sehr  oedeutende  Schwierigkeiten, 
über  die  man  sich  freilich  bisher  mit  Leichtigkeit  hinweggesetzt 
hat  Dessvvegen  dürfte  dieselbe  entschieden  für  die  am  wenig- 
sten geeignete  zu  erachten  und  darum  ganz  zu  verlassen  sein. 


9. 

Noch  benütze  ich  die  Gelegenheit,  die  eigentliche  ursprüne- 
Gehe  Bedeutung  des  Wortes  „Logarithmus**  hier  gründlicher  als 
bisher  geschehen  zu  erforschen.  Dass  die  von  Mercator  (1667), 
Gilbert  (1776),  Klüsel  (1808),  Schmeisser  (1817)  u.  v.  a. 
^gegebene,   und  gewöhnlich    beliebte,    als  dgi&iiog  tnv  loycuvs 
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Menge  der  Verhältnisse,   keineswegs  die  richtige  sei,    wltd  ans 
folgenden  Grfinden  einleuchten. 

1.  Wer  über  die  genaue  etimologische  Bedeutufig  diese» 
Wortes  vollen  AufschLuss  geben  kann,  ist  einzig  und  allein  Meperi 
da  er  es  der  Erste  und  zwar  zum  ersten  Male  in  seinem  Original- 
werke  vom  Jahre  1614  auf  der  vierten  Seite  gebraucht  und  buchst 
wahrscheinlich  dessen  8chOpfer  ist.  Leider  analysirt  und  Inter- 
pret! rt  er  es  nicht  selbst. 

2.^  Nun  gebraucht  aber  Neper  nirgends  diesen  Beeritf  des 
Logarithmen  als  Abzählers  von  Vielfachen  eines  Verhäßnisses; 
ja  er  vermochte  gar  nicht  seinen  so  allgemeinen  Begriff  mit  die- 
sem eingeschränkten  zu  vertauschen;  und 

3.  aus  seinem  eigenen  Begriffe  kann,  dieser  partikulfire  tnn 
mittelbar  und  nicht  ohne  sichtlichen  Zwang  hergeleitet  werden. 

Om  also  die  richtige  Bedeutung  aufzudecken,  muss  mao 
jene  Stellen  in  Neper's  Originalwerk  hervorheben,  weiche  die 
allgemeinsten  und  Gmndeigenschaflen  der  Logarithmen  bespre- 
chen.    Nun  giebt  er 

1.  in  der  Einleitung  zu  diesem  Werke  Aufschluss  über  As- 
lass  und  Zweck  der  Entdeckung  der  Logarithmen ,  den  ich  daher, 
weil  er  auch  sonst  leseuswerth  ist,  hier  wortgetreu  voltstftndig 
mittheile. 

Quum  nihil  sit  ...  mathematicae  praxi  tam  molestum ,  quodque 
Logistas  (die  Rechner)  magis  remoretur,  ac  retardet,  quam  mag^ 
norum  numerorum  multiplicationes,  partitiones,  quadrataeque  ae 
cubicae  (seil,  radicis)  extractiones,  quae  praeter  prolixitatis  tae- 
dium,  lubrieis  ettam  erroribus  plurimum  sunt  obnoxiae:  coeni  igi- 
tur  animo  revolvere,  qua  arte  certa  et  expedita  posseni  dicta  im- 
pedimenta  amoliri.  Multis  subinde  in  hunc  finem  perpertsiSf  nob- 
nulla  tandem  inveni  praeclara  compendia  (Abkürzungen)  alibl  för- 
tasse  tractanda:  verum  inter  omnia  nulluni  hoC  utilinsi  quod  una 
cum  niultiplicationibus,  partitionibus ,  et  radicum  extractionibns 
arduis  et  prolixis,  ipsos  etiam  numeros  multiplicandos ,  divi' 
dendos,  et  in  radlces  resolvendos,  ab  opere  rejicit»  et  eoron 
ioco  alios  substituit  numeros,  qui  illorum  munere  fuD' 
gantur  per  solas  additiones,  subtractiones,  bipartitiones  et  tri- 
partitiones.  Quod  quidem  arcanum  cum  ....  sit^  quo  communias, 
eo  melius:  in  publicum  mathematicorum  usum  propalare  libuit. 

Von  da  an  gebraucht  Neper  das  Wort  Logarithmus  erst  in 
Cap.  1.  Defin.  G.  pag.  4. 


2.  Neper  nennt  in  seiner  Logarithmorum  Canonis  Cod- 
s'tructio,  1619,  die  eigentlich  in  Rechnung  zu  bringenden  Zahlen 
numeri  naturales,  dagegen  ihre  Logarithmen  numeri  artificia- 
les.  (Vergl.  auch  Karsten  Lehrbej?riff  der  gesammten  Mathe- 
matik. 8.  2.  Auil.  IL  Tbl.  1.  Abth.  Greifswald.  1786.  S.  i42.). 

Nach  seiner  Ansicht  sind  demnach  Logarithmen  ge^visM 
ktinstlich   geschaffene  Zahlen,    welche    als  leichter  verwendbar« 
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Sobstitiiten  (Stell-  und  Amte  Vertreter)  anderer  in  manche  achivie- 
rige  Reehnungen  eigentlich  aufzunehmender  Zahlen  dienen« 

3.  Nun  bedeutet  in  dem  zusammengesetzten  Worte  Xoyagi^'iiLog 
das  Grundwort  a^^^uog  Anzahl  oder  allgemeine  Zahl«  numerus^  oder 
anchRans«  Wertn,  wie horoo nullo  numero,  oder  Mass«  mensura« 
wie  in  6oov  dgi^fiog  des  Weges  Mass;  die  Bestimmsilbe  koy 
kann  aber  entweder  von  6  koyog  oder  von  Xoyt>artxog  herstammen. 
Die  nach  unserer  Erörterung  hier  passlicben  Bedeutungen  von 
loyog  sind  aber  nur  Rechnung«  Anschlag,  Schätzung  oder 
Rücksicht  wie  in  koyov  I^biv  xuvogy  rationem  habere  alicujus  rei« 
Rücksicht  nehmen  auf  etwas«  keineswegs  aber  Proportion  oder 
Terhältniss;  so  dass  jenes  Wort  eigentlich  agi^fiog  rov  Xoyov 
RechmflDgszahl«  Rechnungs-  oder Schätzungswerth  oder 
-Rang,  oder  agi^fiog  koyov  hyjoiv  xivog  dkkov  eine  auf  eine  ge- 
msse  andere  (Zahl)  Rücksicht  oder  Bezug  nehmende  Zahl,  Bf»- 
zagszahl  bedeutet.  Das  Beiwort  koyiCxiKog  war  zuNeper's  Zeit 
sehr  flbUcb,  wie  man  aus  Kepler'«  Tab.  Rudolphinae  io  den 
Ausdrucken  numeri«  apices  logistici  ersieht;  es  Dedeutet  zum 
Rechnen  gehörig  oaer  dienlich;  daher  würde  die  zu  erfor- 
schende Benennung  eigentlich  a^ftO'fio^  kojicxinogt  numerus  iogisti- 
CU8,  zum  Rechnen  dienliche  (verwendbare)  Zahl  andeuten.  (Sx^V 
Fr.  W.  Riemer  griech.  -  deutsches  Worterb.  Lex.  8.  1825.  Jena; 
M.  J.  A.  C.  Schmidt  deutsch -griech.  Handwörterb.  12.  Leipzig. 
Tauchnitz.  1832.  «.Rücksicht'^;  J.  G.  Schneider  griech.- deutsches 
Wurterb.  4.  3.  Aufl.  Leipzig,  1819;  Sehe  11  er«  lat-deuteches 
Lexicon  in  3  Bdn.«  2.  Aufl.  8.  Leipzig.  1788.«  IL  3998.). 

Nach  dieser  Beweisfiihrung  halte  ich  dafür,  dass  das  Wort 
Uff^iJ^^og  im  Sinne  seines  Schupfers  mit  Recbnungszahl, 
Bezugszahl,  Rechnung^s-  oder  Schätzungswerth  oder 
-Rang  (einer  anderen  Zahl)  zu  verdeutschen  sei. 


D. 

Die  seit  Euler  übliche  Erklärung  der  Logarith- 
■en  als  Exponenten  von  Potenzen  eines  bestimmten 
Potentiands. 


10. 

In  einem  sistematischen  Lehrvortrage  der  Algebra  müssen  in 
der  Lehre  vom  Potenziren  zuerst  absolute  ganze  die  l  überstei- 
gende Exponenten  und  darauf  die  absoluten  Exponenten  1  und  0, 
spfiter  die  negativen  aber  noch  immer  ganzen  Exponenten  erforscht 
werden.  Danach  erfolgt  der  erste  Rückschritt  vom  Potenzi- 
ren, das  Radiciren«  nemlich  die  Rückbestimmung  des'gebrauch- 
ten  Potentiands.  Im  Verlauf  dieser  Untersuchung  wird  man  auf 
Potenzen  nach  gebrochenen  und  irrationalen  Exponenten  geleitet. 
Nachdem  man  so  den  Potenzexponenten  in  beiderlei  Aggregra- 
tionsbeziehuneen  und  von  jederlei  Zahl  form  erhalten«  also  der 
veiinderliche  Fotenzexponent  stetig   von   — oc  bis  -f  <x>  wachsen 
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kann;  erfolgt  der  andere  Rucks ch ritt  vom  Potenziren  auf  du 
zweite  Potenzirungselement,  den  Exponenten,  der  nun  den  Namen 
„Logarithmus"  annimmt. 

Wenn  nemlieb 

ist,  so  ist  X  der  Logarithmus  von^  für  die  Grundzahl  6,  inZeichei 

b 
^=iogy. 

Diesen  folgerechten  Gang  scheint  zuerst  Euler  (Vollständig 
Anleitung  zur  Algebra.  2  Thie.  8.  Petersburg.  1770;  herausgege 
ben  Ton  J.  Ph.  Grusou.  8.  Berlin.  1796.  im  1.  Theil.  $.  219  ud« 
220.  S.  107.)  gezeichnet  zu  haben.  , 

Diese  Art  der  Logarithmen  ist  jedoch  nicht  bloss  eingc 
schränkter  als  jene  Neper's  und  Byrg's>  weil  jedenfalls  ili 
Lpgl=0  ist,  sondern  auch  schwieriger  im  Verständniss  von  An 
tangern^  weil  vorerst  das  Potenziren  nach  gebrochenen  und  im 
tionalen  Exponenten  gelehrt  worden  sein  muss.  Indess  passt  si 
allein  streng  in  das  wissenschaftliche  Sistem  der  sie  bei 
GrundrechnuDgen  der  Algebra^  und  kann  daher  in  dieser  Lehr 
heut  zu  Tage  auch  blos  allein  aufrecht  erhalten  werden. 


11. 

Auf  diesen  Euler'schen  Begriff  des  Logarithmen  lassen  sicl 
die  früher  erörterten  älteren  zurückieiten. 

1.  Bei  Neper  wächst  der  Los;arithrae  x  mit  der  Hilfsveräu 
derlichen  t  gleichförmig,  während  aie  Zahl  y  in  gleichem  Verhält 
nisse  wächst.    Sei  nun  für 

e=0,    x:=iXQ,    y=yof 

ür 

t=l,    xz=xiy    y=yi- 
Während  also  t  von  0  bis  1  um  1  wächst,  steigt 

X  von  Xq  bis  Xi  um  Xi — Xq, 
und 

y  von  yQ  bis  yi  in  dem  Verhältnisse  ^• 

Während  dagegen  überhaupt  t  von  0  bis  t  um  t  wächst,  steigt 

X  von  Xq  bis  x  um  X'—Xq, 
und 
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4/ 

y  von  yo  ^1^  y  1°  ^^^   Verhältnisse  -^  • 

Weil  aber  mit  gleichen  Zunahmen  von  t  auch  gleiche  Zunah- 
men  ?on  x  und  gleiche  Verhältnisse  «von  y  verbunden  sind;  so 
rouss  der  Zunahme  von  t  die  Zunahme  von  x  und  die  Zunahme 
der  Steiger ungs-   (Vervielfachungs-)    Zahl   n   des    Verhältnisses 

>-  proportional  seiu^  nemlich 

X  —  Xo'^iCi — XQznt  —  0 : 1—0  =  ^:  1  > 


und 


oder 


Daraas  folgt 


n— 0:l-0=<— 0:1— 0 


n:l=til. 


X  —  Xc 

OT— j?o   y 


I 

Anstatt  der  vier  Constanten  Xq,  x^  y^,  yi  lassen  sich  andere 
einfahren.  Sei  0  der  Logarithme  von  q^  und  ß  der  Logarithme 
von  6,  dann  ist  zunächst  fiir  x==-Q  und  y=^ 


—  Xt 


yo 

und  wenn  man  dadurch  die  frühere  Gleichung  theilt^ 


Daahher  ist  fär  a7=:/3  und  y=6 

_  fyi\*^'"o 


6 


folglich,  wenn  man  nach  -x  potenzirt 


-Cif- 


I^aher  ist  -s  der  Logarithme   von  —  für  die  Grundzahl  ~ 
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Macht  man  wie  letzt  üblich  ^c=:l  und  jS=l,    also  L<^l=(k 
und  Log6  =  1,  so  isf 

also 

b 
a:=logy. 

2.  Bei  der  nach  Neper  und  Byrg  vorzunehmenden  Zusam- 
menstellung einer  arithmetischen  und  geometrischen  Reihe  gibt 
von  den  zwei  hiefär  giltigen  Gleichungen  (aus  B) 

die  erste 


57«  — ^Q 

«=— -21 


d    ' 


daher  die  andere 


n     "•o 


yn=yo9   ^ 


Hebt  die  arithmetische  Logarithmenreihe  mit  0^  die  geome- 
trische Logarithniandenreihe  aber  mit  9  an^  d.  h«  ist  :ros=0  und 
yQ-=2Q,  folglich  0=Log^;   so  ist 


n 


Gehört  dann   ß  als  Logarithme  zu  6,    ist    nenilich    Xn^=^  ß   und 
yn^=b,  so  ist 

ß 
daher 


n 


b\~ß 


Mithin  ist  -^  der  Logarithme  von     -    für    die    Grundzahl  —  • 

ß  ^  Q  Q 

Macht  man   wie    üblich  ^=1   und  ß  =  i,    also  Logl=0  und    ] 
og6  =  l,  so  ist  i 


L.^ 
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KO 


b 

3.    Nach  Kepler's  Darstellung  der  Logarithmen  hat  man  (in 
1}  die  Gleichungen 


S?  f«. 


vithiü  Ut  sogleich  nach  Euler  n  der  Logarithme  von  —    für  die 

yo 

Grundzahl    —  • 

Gewöhnlich  macht  man  yo=:l,  also  O^Logl»  dann  ist 


ibo 


^^lof^n- 


12. 

ßückhlick  auf  die  bisherigen  Erklärungen  des  Lo- 
garithmus. 

Ehrendenkmal  tfepers. 

Vergleicht  man  die  bisher  aufgestellten  Erklärungen  der  Lo- 
garithmen» so  erkennt  man  leicht  folgende  Vorzüge  der  nach 
neiner  Weise  dargestellten  Neper*schen   Erklärung  vor  den 

ihrigen. 

L  Die  mit  einander  zu  Verbindenden  stetig  Veränderli- 
chen T,  X,  F,  d.  i.  die  Hilfs veränderliche  T,  der  Logarithmus 
I,  und  der  Logarithmand  F,  brauchen  nicht  eben  neue  Zahlen 
in  seiuy  sondern  sie  können  auch  ungeraessene  stetige 
irussen  jeglicher  Art^  als:  Strecken,  Bogen,  Winkel,  Flä- 
^heo,  Korperräume,  Kräfte,  Gewichte,  Zeiten  u.  s.  w.  sein,  so 
lass  also  der  Logarithme  das  Schätzungsmass  oder  der  Rech- 
iQogswerth  des  Logarithmands  ist. 

Bringt  auch  diese  Allgemeinheit  keinen  erheblichen  Vortheil 
^  die  zumeist  ausgebildete  und  beaohtiete  Anwendung  der  Lo» 
Sttithmen  .auf  das  Ausreehneo  gewisser  besonderer  Zahlen;  so 
Mbt  sie  gleichwohl  für  die  allgemeine  Theorie  der  Logarithmen 
^hst  wichtig,  wenn  man  diese  -—  was  doch  auch  ron  wissen- 
•chafllichem  Werthe  Idt  —  speculativ  weiter  verfolgen  wUL 


148 

2.  Neper's  Erkläning  lässt  schon  ffir  sich  selbst  bei  dem 
Logarithmus,  wenn  er  als  Zahlwerth  einer  stetig  veränderticheii 
Grösse,  oder  als  Zahl  im  weitesten  Sinne ,  betrachtet  wird,  beidct 
algebraische  Beziehungen,  die  negative  eben  so  wohl  ab 
die  positive,  und  jedwede  Zahlform,  die  ganze,  gebrochene 
und  irrationale  (!)  zu;  während  alle  anderen  Erklärungen  diese 
unerlässliche  Eigenschaft  erst  mühsam  und,  Anföngern  nur  sehr 
schwer  fasslich,  nachweisen  mfissen. 

3.  Dieselbe  Erklärung  lässt  bei  der  Zusammenstellung  der 
das  logarithmische  Sistem  bestimmenden  Hauptwerthe  des 
Logarithmands  und  Logarithmus  freie  Hand;  nach  ihr  kann  man 
die  Null  jeder  Grosse  als  Logarithme  zuweisen,  oder  man  kann 
das  Verhältniss  der  gleichzeitigen  kleinsten  Aenderungen  des  Lo- 
garithmands und  Logarithmus  beliebig  festsetzen. 

4.  Sie  enthält  —  was  für  die  Grundlehre  der  Differential- 
rechnung bedeutsam  ist  —  in  sich  auch  sogleich  den  Ausdruck 
des  Differentials  des  Logarithmen,  da  sie  eigentlich  dai 
Integral  einer  Differentialgleichung  ausspricht. 

5.  Von  Neper's  Erklärung  ist  die  Byrg'ische  und  Vlacql* 
sehe,  so  wie  von  dieser  die  Kepler*iscne  nur  eine  Specialitilt 
blos  die  Euler'ische  hat  vor  ihr  den  Vorzug,  in  dem  sistemati- 
sehen  Lehrgebäude  der  Algebra  den  Schluss  der  rGckschreiten- 
den  Rechnungen  vom  Potenziren  zu  machen. 

Auf  solche  Weise  glaube  ich  denn,  durch  Zurflckleitung  der 
Neper'schen  Erklärung  des  Logarithmus  auf  ihre  eigentliche  rein 
analytische  Bedeutung,  die  Gründe  ihrer  Merkwürdigkeit  (num.  2.) 
dargelegt,  und  durch  die  Hervorhebung  ihrer  bisher  nicht  geahne- 
ten  Vollkommenheiten  und  Vorzüge  dem  genialen  Geiste  des 
Entdeckers  der  so  äusserst  nützlichen  Logarithmen  ein 
hoch  ehrendes  Denkmal  gestellt  zu  haben. 


E. 

Die  von  mir  selbst  erdachte  Erklärung  der  Loga- 
rithmen. 

13. 

Bei  einer  elementar -arithmetischen  Darstellung  der  Lehre  von 
den  Logarithmen,  vornehmlich  fiir  Schüler  höherer  Volks-  und 
Bürgerschulen,  und  überhaupt  für  jene  Praktiker,  welche  nicht 
die  Algebra  erlernen,  denen  aber  gleichwohl  die  Kenntniss  der 
Logarithmen  für  ihre  vielerhand  Zifferrechnungen  von  ungemeinem 
Nutzen  sein  kann ,  bleiben  alle  bisher  gegebenen  Begriffe  vom 
Logarithmen  äusserst  schwer  zu  erfassen,  und  daher  solchen 
Rechnern  diese  so  höchst  nützliche  Lehre  unzugänglich.  Darua 
erlaube  ich  mir,    hier  einen  den  Zweck,    leichte  und  vollständige 
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^er8t8ndlicbkeit>  besonders  wo  ea  nur  auf  Anwendung  der  Logo 
Ühmen  Im  Zifferrechnen  ankommt.  Vollkommen  erreichenden  fie- 
tiff  der  Logarithmen  öffentlich  mitzutheilen ,  den  ich  bereits  In 
m  Jahren  1826—28  erdacht,  und  bei  PrivaMJnterricht  mit  dem 
|rG8sten  Vortheil  benutzt  habe,  und  den  auch  im  Jahre  1846  der 
lamalige Gyronasial-Professor 5  Herr  Johann  Scholz  zu  Tarnow, 
nh  mehreren  Freiwilligen  aus  seinen  Schülern  der  vierten  Gram- 
natikal-Klasse,  als  ganz  genügend  erprobt  hat.*) 


14. 

Unentbehrlich  zum  wahren  Verständniss  dieser  Erklärung  der 
Logarithmen  ist  jedoch  folgende  einleitende  Erörterung. 

Die  Beschwerlichkeiten,  mit  denen  das  Rechnen  oberhalb 
des  Aggregirens  (Addirens  und  Subtrahirens)  zu  kämpfen  hat, 
ivaren  Änlass  zur  Erfindung  des  Auskunftsmittefs ,  anstatt  mit  den 
^^ebenen  Zahlen  selbst  jene  beschwerlichen  Rechnungen  zu  fuh- 
ren, lieber  mit  gewissen  Uilfszahlen  einfacher  und  leichter  zu 
*eehnen,,  die  man  Losarithmen  nannte  —  was  etwa  so  viel  als 
teziehungs-  oder  Bezugszahl  heissen  mag  —  und  welche 
nan  als  Stellvertreter  oder  Zeiger  derjenigen  Zahlen,  denen 
lie  zugehören,  ansehen  Icann.  * 

Nothwendig  muss  aber  hiezu  bedungen  werden,  dass  jede 
IA\  nur  einen  einzigen  ihr  ausschliesslich  angehörigen  Logarith- 
Den  besitze  und  daher  auch  umgekehrt  jeder  Logarithme  nur  einer 
ibzlgen  Zahl  zugehöre ;  damit  Zahl  und  Zeiger  (Logarithmus)  mit 
'uHiger  Bestimmtheit  auf  einander  hinweisen. 

Man  will  demnach  zuvörderst  anstatt  jeder  in  Rechnung 
ai  bringenden  Zahl  ihren  selbsteigenen  Stellvertreter  (Logarith- 
pen)  nenmen,  sonach  mit  diesen  Stellvertretern  auf  eine  pass- 
iche  bequemere  Weise  rechnen,  um  den  Steilvertreter  (Logarith- 
Den)  der  zu  suchenden  Zahl  zu  finden  und  endlich  wieder  zu 
liesem  die  angehörige  Zahl  bestimmen,  die  dann  nothwendig  das 
'erlangte  Rechnungsergebniss  sein  muss. 

Rücksichtlich  der  erwähnten  mit  den  Logarithmen  vorzuneh- 
oenden  Rechnungen,  gibt  die  Wahrnehmung,  dass  mehrere  mit 
imander  zu  multiplicirende  Zahlen  (Factoren)  in  jeglicher 
)rdnung  dasselbe  Product  liefern,  an  die  Hand,  dass  auch  die 
Bit  den  Stellvertretern  (Logarithmen)  der  Factoren  auszuführende 
lechnung   die  Ordnung   dieser   Stellvertreter  (Logarithmen)    der 


*)  Ich  halte  ihm  za  diesem  ansserordentiichen  Unterrichte  eine 
btchrift  meiner  vom  27.  Jänner  bis  22.  Mai  1846  verfassten  Schrift 
berHusen,  welche  gegenwärtig  unter  dem  Titel:  ,,E^ßmentarlehre  von 
eo  Logarithmen ,  auf  einen  neuen  Terständlicheren  und  umfassenderen 
^^iff  dieser  Hilfszahlen  gegrondef  im  Verlage  der  hiesigen  Buch- 
ttdlnng  J.  G.  Calve  (Inhaber  F.  Tempsky)  erscheint. 
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WiUkikr  ^berlaasen  wä^se.    Von  don  7W(?i,  Siebter  alM  die 
tiplic»tion  au^föhrbaren»  Rechpuii^^ii  —  di^r  Addition  pod 
tractioQ  -^  gestattet  jedoch  nur  die  Addition  eine  solche 
beit  in  der  Anordouog  ihrer  Elemente  (Paten).    Mitbin  n»asf 
folgende  Grundeigenecbaft  von  den  Logarithmen  fordern 

„So  oft  mehrere  Zahlen  mit  einander  zu  multiplic 
sind,  müssen  ihre  Logarithmen  addirt  werden/' 

Danach  stelle  ich  nun  folgende  Erklärung  der  Loga; 
men  auf: 

Logarithmen  von  Zahlen  sind  gewisse  nach  di« 
Zahlen  dergestalt  bemessene  Hilfszahlen,  dass 
Logarithmus  des  ,Productes  beliebig  vieler  und 
immer  für  welcher  Zahlen  die  Summe  der  Logaritt 
dieser  Zahlen  (Factoren)  ist. 


15. 

In  lehrender  Form  ausffesprochen  verwandelt  sich  dies 
klärung  in  folgenden  Grundlehrsatz: 

L    Der  Logarithm^  jedes  Prnduetes  ist  die  Su 
der  Logarithmen  seiner  Factoren. 

Log(a6c...)=:Loga  +Log6-f  Logc  +  .... 

Daraus  folgen  nun  sogleich  auch  die  drei    weiteren    Ha 
lehrsätze  mit  Logarithmen,  nemlich 


II. 

denn 


Log  ^ = Log  a  —  Log6 ; 


a       , 


also 


Logg-  +  LogÄ=;Loga 


und 


Log  ^=r  Loga  — Log6 
III.  Log(a")=:nLoga, 


weil 
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Log(a") =Log(aaa  ......)~Loga  +  Loga + Löga-f 

=nLoga 

«  1 

IV.  LogVo^-l-ogfl, 


n 


weil 


(V«)»=a, 


also^ 


n 


ODd 


?iIiOgV« = Log« 


n  1 

LogVa=-Loga 


ist. 

Für    den  Zifferrechner    genügt  es,    die  beiden  letzten  Sätze 
Dor  fär  absolute  ganze  Exponenten  n  zu  erweisen. 

Ueberdies  ersieht  man  leicht,  dass 

Logl=0 

ist    Denn  es  ist 

l.a=a, 

also 

Logt  "{-hoga^^hoga , 

daher 

Logl=Loga  —  Loga=:0. 

Um  den  Zahlen  ihre  mit  dem  Namen  ,, Logarithmen'*  beleg- 
^  Zeiger  9  der  obigen  Grundforderung  gemäss ,  anzupassen,  raass 
^iiaa  mit  irgend  einer  ausgewählten  Zahl  einen  gewissen  Logarith- 
men Terknipfen.  Am  zusagendsten  findet  man  es ,  sich  fGr  eine 
%aM  za  entscheiden,  der  man  den  Logarithmen  1  beilegt.  Diese 
2ahi  nun,  deren  Logarithme  1  ist,  wird  die  Grundzahl 
(basis)  der  nach  dieser  Annahme  bemessenen  und  ein  sogenann- 
tes Sistem  ausmachenden  Logarithmen  aller  anderen  Zahlen 
Dannt. 

Die  Herieitung  der  Vergleichungen  der  Logarithmen  aus  jenen 
'  Zahlen,    so  wie  die  Uebeizeugung  von   der  Möglichkeit,    zu 
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jeder  Zahl   ihren  Logarithmen  zu  berechnen,  gründet  man  s 
auf  folgenden  leicht  2u  rechtfertigenden  8atz: 

,yHstt  man  was  immer  für  zwei  von  0  und  1  rerschiedene  ! 
len,    so  fallt  jede  der  von  der  ersten  an  aufsteigenden  Pete 
der  einen  Zahl   oder   ihres  Umgekehrten  entweder  apf  eine 
von   der    nullten  aus    aufsteigenden  Potenzen   der  anderen, 
zwischen  zwei  unmittelbar  nach  einander  folgende  solche  Potenz 

Ist  daher  a  irgend  eine  Zahl ,  deren  Logarithme  in  jenem 
steme  zu  suchen  ist,    dessen  Grundzahl  6  ist,   so  muss  die 

Potenz  entweder  von  a  oder  von   —zwischen  die  nte  und  n-j 

a 

Potenz  ,von  b  fallen ,  in  Zeichen 

o"»  =  Ä»....6»^^*  oder  T-J  =6» &»+* 

sein. 

Dann  ist  entweder 

mLoga  =  n ... w  + 1  oder  iii(— Logo;  =  ii....n-|- 1, 

also  entweder 

_             n      w  +  1       ,        ^                 n            n4-\ 
Ltosa=:  —  ••• oder     Loga=: — — .....— . 

Man  erkennt  nun  leicht,   dass  man  sich   hier  auf  gebahntem 
bekanntem  Wege  befindet. 


16. 

Die  Hauptvortheile  meiner  Erklärung  der  Lo^arith 
bestehen,  wie  nicht  zu  verkeimen,  darin,  dass  zu  ihrem  Verst. 
niss  schon  die  Kenntnisse  des  Potenzirens  und  Radicirens  i 
absoluten  ganzen  Exponenten  hinreicht,  und  dass  aus  ihr 
gleich  ohne  Beweis  einleuchtet,  dass  die  Logarithmen  von 
derlei  (positiver  und  negativer)  algebraischer  Beziehung  und 
jeder  der  dreierlei  Zahlformen  sein  können.  Ein  Nebenvortl 
derselben  ist  der,  dass  man  leicht  einsieht,  dass,  sobald  ein 
garithmisches  8istem  der  Grundforderung  genügt,  ein  and 
gleichfalls  genügendes  sich  ergibt,  wenn  man  sämmtliche  L« 
rithmen  des  ersteren  durch  einerlei  Zahl  multiplicirt  oder  divi 
Denn  ist 

Log(a6c....)  =  Loga+Log6  +  Loge  +  .... , 

so  ist  auch 

mLog(a6c....)=wLoga-f  mLogÄ+mLogc-f 
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Bezeichoet  man  imn  die  mmal  so  grossen  Logarithmen  durch 
logi  setzt  man  nemlich  überhaupt 

[mLogA;=:log^; 

M  ist  auch   ' 

log  (a6c«..)= |oga  4- iog6 -f- logc  Hh  ••'•  9 

nud^in  geotigen  auch  die  m  fachen  also  dem  zweiten  Systeme  an* 
gehurigen  Logarithmen. 

Sind  die  Grthidzahlen  dieser  Systeme  B,  b,  also 

LogB=l,  h)gö  =  l; 

so  ist 

fiiLogß = m = \ogB ,     mLog6  =  log6 = 1 , 

daher 

°  Log6       m       iogB  ® 


Zweiter   Abschnitt 

Versuch  einer  naturgemässen  und  möglichst  leicht 
fasslichen  Herleitung  der  natürlichen  Logarithmen. 

17. 

Einleitung. 

Die  Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen  hat  bisher  in 
den  Lehrbüchern  der  Algebra  oder  Analysis^  meines  Erachtens^ 
'  weder  dte  gebührende  Stelle  noch  die  richtige  Behandlung  erhal- 
'  teil.  Gewbhnlich  entvriekelt  man  entweder  in  der^  die  Differential- 
tecbnunfi^  einleitenden,  sogenannten  >yAnalysis  des  Endlichen*'  oder 
b  der  Uifferentialrecbnung  selbst  nach  Aufstellung  der  Taylor- 
ilAen  Reihe,  die  Reihensumme 

* + r +  i:i  +  iTä^  +  ••• 

r 

l  oder  die  Grenze  der  Potenz  (l+uy  für  die  unendliche  Abnahme 
[  der  Veränderlichen  u,  und  sa^t  dann,  »Jene  Summe  oder  diese 
}   Grenze,   d.  i.  die  bestimmte  jedoch  irrationale  Zahl   2'71828..<  .« 

;    Band  XV.  ^\ 


die  ma»  nttiwist  durch  des  Buchstaben  e  hceeichnet»  nehoie 

zur  Grundzahl  der  sogenannten  natSriiche»  Logaritbu 
oder  man  äussert  sich  wohl  gar,  ,>Neper  habe  sie  zur  G; 
zahl  seiner  Logarithmen  angenammen«'' 

Ist  es  einem  scharfsinnigen  Schüler  erlaubt  seine  Mel 
frei  zu  äussern,  so  muss  er  wohl  fragen,  wie  doch  Neper 
sonst  jemand  auf  diese  sonderbare  irrationale  Grundzahl  | 
then  sei.  Wie  muss  er  aber  erst  staunen ,  wenn  man  ihn  dag 
bescheidet,  Neper  habe  von  dem,  was  man  heut  zu  Tage  1< 
rith mische  Grundzahl  nennt,  gar  nichts  geffusst?  And 
seits  hat  man  ihm  in  der  Algebra  begreiflich  gemacht,  das> 
wohl  am  natürlichsten  sei,  die  als  Grundzahl  oes  allgemein 
eben  dekadischen  Ziffersystems  verwendete  Zahl  10  zur  Gi 
zahl  der  Logarithmen  zu  nehmen.  Deswee^n  dürfte  er  si 
fragen,  warum  man  nicht  lieber  die  dekadischen  Logaritl 
natürliche    nennen  wolle. 

Eben  so  unhaltbar  ist  die  Erklärung  der  natürlichen  Logs 
men  als  jene,    deren  Modul  =1  ist,  wenn  man  den  Begriff 
Moduls  nicht  fest  bestimmt;    wie  z.  B.  Pasquich   (Anfang 
der  gesammt.  theoret.  Mathematik.  4.  1.  Bd.  Wien.  181^.  S. 
§.  7ä)  — 782)  in  folgender  Weise  irrig  gethan  hat.  „Für  jede 
Grundzahlen  bleibt   das  Verhältniss   der   Logarithmen  einer 
derselben  Zahl,   G,   welche  diese  auch  werden  möge,  bestäi 
Daher  sind  immer  zwei  Zahlen,  (i,  n^  denkbar,  deren  Verbal 
(i:n  zu  einander  jenem  beständigen  Verhältnisse  gleich  ist; 
gestalt,    dass,    wenn  M,  P  die  Xogarithmen  jener  Zahl  G  i 
allemal   M:P=:u:7V   sein  muss.   «—    Diese  bestimmten  Zahle 
7t  nun  heissen   aie  Moduln  (!)   beider    logarithmischen   Syst 
—  Legt  man  sonach    ein    logarithraisches  System    dergestal 
Grunde,  dass  sein  Modul  =1   sei;    während   der  Modul  jedes 
deren  Systemes  irgend  einer  bestimmten  Zahl  m  gleich  sein 
so  wird  jenes  das  natürliche  System,  und  dieses  ein  küi 

liebes  genannt." Nun   lässt   sich    aber  jedes    Verhall 

dadurch,  dass  man  seine  Glieder  durch  eines  aus  ihnen  tf 
so  umstalten,    dass  in  ihm  ein  Glied  =1   werde;    es  ist  nen 

ii:7t=zl:  — =  — ;1. 

Mithin  könnte  man  den  Modul  jedes  logarithmischen  Syl^tems 
1  machen,   folglich  jegliches  System   als  das  natürliche  tii.>Bt6l 

Engländer  und  Franzosen  nennen  die  natürlichen  Logarthi 
„hyperbolische  oder  Neper'sche'*;  sogar  jetzt  noch,  wid 
schon  erkannt  ist,  dass  auch  bei  der  Untersuchung  anderer  Lpi 
als  der  gleichaxigen  Hyperbel,  Logarithmen  in  Anwendung»  ^< 
men,  und  alle  Arten  von  Logarithmen  durch  Flächeninhalt  \v\ 
bolischer  Sectoren  sich  darsteilen  lassen;   so  wie,    dass  INe[' 

Logarithmen    nicht    die   Zahl  e,  sondern  ihr  Umgekehrtes  - 

Grundzahl  haben.  (Vergl.  unten  Art.  23.).  Wollte  man  dieje**! 
Logarithmen,   deren   Grundzahl  e  ist,    nach  ihrem  EntdeckiV 


\ 
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iletiBan;  so  ta^mstk  man  sie  nacl»  dem  Schweizer  fiyrg  die  Syr 
giscben  oenneiL 

Will  man  nun  nicht  zu  dem  jederzeit  misslichen  Schaffen 
Bcatr  £«ioameB  seine  Zuflucht  nehmen;  so  bleibt  es  Wohl  am 
getätheBsten^  die  auf  die  Grundzahl  e  bezuglichen  Logaritfameny 
•trie  üblich ^  die  natdrlichen  zu  nennen;  aber  auch  zugleich  ihre 
Ableitung  so  naturgemäss  durchzuführen^  dass  diese  fienennung^ 
passend  und  ungezwungen^  also  selbst  natürlich^  erscheine. 

Dabei  bleibt  es  jedoch  im  Interesse  des  wissenschaftlichen 
Systems  der  Algebra  sowohl  als  der  Differentialrechnung  auch 
Doch  wütischenswerth,  dass  diese  Ableitung,  die  schwi^ris  zu  be- 

Glndende  und  der  höheren  Analysis  unbedingt  zu  übermssende 
hre  von  den  convergenten  Reihen  umgehend,    Moss  elemen- 
tare Hilfsmittel  benütze. 

Das  Folgende  soll  ein  Versuch  einer  solchen  Elementarlebre 
der  natürfichen  Logarithmen  seio.  Diese  lässt  sich  zugleich  theils 
nach  den  bereits  erörterten  verschiedenen  Begriffen  vom  Logarith- 
meo  richten,  theils  aus  gewissen  Grenzverbältnissen ,  theils  end- 
Bch  ans  der  Lehre  von  den  logarithmischen  Proportionaltheilen 
flchupfen;   wonach  unsere  Üntertneilungen  sich  richten  werden. 


A. 

Lehre    von    den   natürlichen  Logarithmen  nach  Ne 
per*s  BegrilTvom  Logarithmus. 

18. 

Modul. 

Nach  Neper^s  Erklärung  des  Logarithmus  fanden  wir  in 
Art«  S.,  wenn  x  einen  Logarithmen,  y  den  Logarithmand,  dem 
er  angehört,  und  Jaüt  ^.y  ihre  beziehungsweisen  Zunahmen,  end- 
lich ni  eine  gewisse  beständige  Grösse  aus  der  Gattung  der  af 
bexeidhtiet,  für  linL^^=:0  und  \imJy=:0 

um -3 —  =zm  - 

Det  Quotient  difs   Zuwachses    des   Lc^afithmus   durch    den 
*  •VidiättMssniisBiffen  Zuwachs  des  Logarithmands  strebt  demnach^ 
Mr  uaendlicher  vetringerutig  des  einen  und  anderen  Zuwachses« 
dhne  Ende  einer  fest  stehenden  Grenze  m  zu. 

Diese  Grenze  m  nun ,  nach  der  sich  nothwendig  das  betreffende 
,  kprithmische  System  selbst  raodificirt,    pflegt  man  den   Modul 
dSaes  Logarithmensystems  zu  nennen. 

w 
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.  Neper  setzt,  ausdrehend  von  dem  Logarithmand  ff=-^»  dem 
er  die  Null  als  Los^arithmen  beilegt,  -^^  =  — ^x,  daher  ist  der 
Modul  des  Neper'schen  Logarithniensystems  m= — Q> 

Führt  man  fär  /dx  und  ^y  ihre  ursprünglichen  Bededtonrai 
{x-i-^xy — X  oder  Log(jyf  i^y)  — Logy  und  {y -{- ^y) — y  in  OD^ 
Grenzgleichung  ein  \   so  lässt  sich  ihr  auch  die  Form 

lim  ^^^^y^^y^ ""  ^^^y  —  hl 

ertheilen     Setzt  man  noch  y^=Q  und  Jy^zi],  so  ist  auch 

Ij^  Log(p+iy)—Logg__m 
^0        i(Q  +  V)  —  Q  q! 

oder  wegen  Log^=0 

,,^Log(g-H^_m 
v^  V  Q 


19. 

£iuführu[ng  und  Rechtfertigung  der  Benennung: 
j5natü|rliche  Logarithmen/^ 

Gewiss  ist  es  sehr  angemessen^ 

1.  die  Null  der  Zahl  1  zum  Logarithmen  zu  geben, 
also  ^  =  1  zu  wählen,  weil  dadurch  in  den  allgemeinen  Ausdrü- 
cken der  Logarithmen  von  Producten,  Quotienten,  Potenzen  und 
Wurzeln,  und  sonach  in  allem  Rechnen  mit  Logarithmen  die  be- 
deutendste Vereinfachung  eintritt,    (vergl.  iVrt.  4.); 

2.  die  Logarithmen  mit  den  Logaritlimanden  zu- 
gleich wachsen  zu  lassen,  folglich  Jx  und  Jy  gleichstimmig 
und  dadurch  den  Modul  m  positiv  zu  machen,  nicht  aber  die 
einen  wachsen  und  die  anderen  abnehmen  zu  lassen,  also  zfo?  und 
^y  enlgegengeisetzt  und  dadurch  den  Modul  negativ  zu  machen; 
denn  im  ersten  Falle  werden  die  Logarithmen  der  zumeist  in 
Rechnung  kommenden  ganzen  Zahlen  positiv^  im  andren  aber 
widernatörlich   negativ; 

3.  diese  gleichstimmrgen  und  gleichzeitigen  Aenderuns^en 
Jx ,  Jy  der  Logarithmeti  .t  und  der  Logarithmande  y  am  Ur- 
sprünge beider,  wo  neinlich  der  Logarithme  Null  und  der  Loga- 
ritbmand  z=:q  ist,  einander  gleich,  Jx=Jy,  anzunehmen  und 
dadurch  den  Modul 

,.       ^x 

7/1  =  hm -j =zQ 

JyiQ      "^ 


1Ö7 

ZU  machen 9  folglich,  nachdem  man  (vermiSge  1.)  bereits  ^=1  ge- 
wShIt  hat,  den  Modul  inl  zu  verwanuein. 

Demgemäss  ist  es  auch  ^anz  passend,  das  so  vorgerichtete 
LogaHthmensystem ,  in  weichem  die  Null  der  Logarithme  von 
ffins  und  der  Modul  gleich  Eins  ist  und  die  Logarithmen  mit  den 
Logarithmanden  zugleich  wachsen  oder  abnehmen,  das  natür- 
liche und  jeden  in  selbes  gehörigen  Logarithmen  einen  natiirli- 
ehen  (naturalis) « zu  nennen.  Diesem  entgegen  nennt  man  jedes 
andere  System,  so  wie  jeden  in  dasselbe  gehörigen  Logarithmen 
kfinstlicb  (artificialis).  Einen  natürlichen  Logariüimen  bezeichnet 
man  e.ntfveder  durch  log.  nat.  oder  gewöhnlich  nur  ganz  kurz  durch 
1.,  einen  künstlichen  überhaupt  durch  log.  artif. 


20. 

X 

\ 

Möglichkeit  derBerechnujngdes  Logarithmen  einer 
bestimmten  Zahl  in  Bezug  auf  einen  festgestellten 
Modul,  und  umgekehrt  der  Zahl  zu  einem  gegebenen 
Logapithmen. 

Seien  niich  Art.  4k  mehrere  in  durchaus  gleichem  Verhältnisse 
fortschreitende  Zahlen 


yo  yi  y2  yz y«  y«+i 


nnd  die    angebörigen  /  um    gleiche .  Uaterachiede    fortschreitenden 
LogaritfaffteH  v 


Xq  Xi  X^  X^ Xn  ^fi-f  1 


sei  ferner  die  Ausgangszahl  yQZ=zQ,  der  ihr  zuständige  Ausgangs- 
fogarithme  Xq^^=0;  endlich  sei  der  Unterschied  yi-~yo=^yo  =  ^* 
DaoD  ist  das  sich  gleich  bleiben  ie  Verbal tniss  der  Logarithmande 

I  yi:yo=ii  +  ^' 

imd  nach  Art.  6.  II.  der  durchweg  gleiche  Unterschied  der  Lo- 
gtrithmeo 

*     ^    .  yo        Q 


Sohin  bat  man ,  weil  die  aufgestellte  Reihe  der  Zahlen  (Logarith- 
ittando)  y  geometrisc^      ^''   ^'~     ~*         i---j--  t        «.t 
aber  arinimetisch  ist. 


ittando)  y  geometrisch,    die  der   entsprechenden  Logarithmen  x 
rinn 


»-=«0+0"'      9n+l  =  9(i+ff^^i 
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Sei  naii  y  eine  gewisse  Zahl,  d  ihr  Logarithme,  so  ftUt  entwe- 
def  aasnafamsi^eise  y  mit  einer  der  berechneten  Zahlen  ^  y»,  folg^ 
lieh  of  mit  dem  Logarithmen  a^n  zusammen;  oder  es  liegt  mmrtst 
y  swisehen  yn  und  yn-f.] ,  folglich  auch  x  zwischen  Xn  nnd  Xn^t 
was  wir  kurz  durch 

andeuten  wollen* 

In  jenem  Ausnahmefalle  ist 

y=Q^i+-J,       xz:zn.m^z=zLogy, 

und  wenn  man  den  Ausdruck  von  —  aus  einer  dieser  Glelchungev 
in,  die  »ndere  substituirt«  erfolgt 

In  den  gewöhnlichen  Fällen  aber  bestimmen  wir  einmal  m 
den  einschränkenden  Grenzausdrücken 

,=,(.+a)-....,(.+j)* 

In  umgekehrter  Ordnung  den  Quotienten 

?      V  Q        •      \  p' 

und  setzen    diese  Grenzwerthe   in  die  gleichstelligen  Einschrän- 
kungsgrenzen 

Log3(=ar=m.w  — m(«  +  l)~» 

erhalten  daher  den  Logarithmen 

Logy=7«(y  |-l)n....w(y  |-l)  (n  +  1); 

nachmalen  bestimmen  wir  aus  diesen  Grenzausdrücken  ?on  Logy 
in  umgekehrter  Ordnung  den  Quotienten 


U9 

und  setzen  ihn  in  die  gi^ichvielten  Ein$chräiikungsgren%en  von  t/, 
«halten  demnach  den  Logarlthmand 

Soll    die  Berechnung   der  Logarithmen  möglichst  genau  ge- 
schehen,    so  muss  das  Tntervalf  der  ursprünglichen  einengenden 

Grenzen  von  hogy,    d.  i.  m  —  ,    hinreichend   klein  ^     daher    auch 

schon  die  Differenz  17  recht  kieim^  mithih  unendlich  abnehmend, 
liiiii}=0,  angenommen  werden.  Dann  muss  aber  für  jeden  endli- 
cheo  Werth  von  Logy  die  Zahl 

n=  —  •  -^  Logv— *  1  ..,•  -  •  —  Ii0g.v 

noendlich  wachsen  oder  limn=Qo  sein.  Führt  man  diese  uner- 
leidiharen  Grenzen  in  oUge  Ausdrücke  von  Log^  und  y  ein,  so 
hdet  man  die  äussersten  Gcenzwerthe 

■  .  n 

Logjf=iii.jua  ^y  J_|^„, 

na;Oo\  9tttl    ^ 

Besetcbnet  man  das  Umgekehrte  v^u  »mit  m,  also  -=:a>,  so  wird 

1 

fir  limii:=oo=g- offenbar  limtt»=0,  daher  ist  auch 


Log^=7iE.Iim 


1  . 


(O=0  09 


ö)=o  V  ml 


Ff r   natfirlicher  Logaritkmeni    ist  d:^1  und  m=:fs=l, 
ttkr  bat  man  die  eiaschränkendea  Greosausdrücke 

ly =(Vy  - 1)* ... .  (Vy  —  1)«+S 


*)    Von  den    hier    gefundenen   äquivalenten  vier    Grenzgleichungen 
kl  demnach   jede   das  Integral  der  im  1.  Abschn.  Art.  5.  aufgeatelltea 
'    CBdlicheB  Differenzengleichung 
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und  die  äussersten  Grenzwcurthe :  ' 


ly=rnn(Vy--l)"=rim 

n=oo  £0=0       "' 

n=oo  \       n  /       tö=o 


_,!';» 
'ii"i~ 


Id  den  jetzt  gebräuchlichen  Logaritbniensystemen 
legt  man  durchweg  der  Zahl  1  die  Null  als  Logarithmen  bei,  d.  i. 
man  setzt  ^  =  1,  dadurch  wird 


ni^i 


Logy  =;:7?i(Vy— 1)  « ....«» (y:y— t)  (n  +  Ij ,        *  '    . .  V  .^ 


^-V*+^+l)/   "V^  ran  )       ' 
woA  voIUtSndig  ..  z 


■.■.■^l 


Logy  =  fii.lim(Vy-^l)^  =  m .  lim  *^ 


-1 


a>=0        ö* 


> 


^     n:^    \         mn  /      (0=0  \  tn    / 


21. 

Vergleichung  der  Logarithmen  ;von  einerlei  Zahl 
in  verschiedenen   logarithmischen  Systemen. 

Gehören  zur  selben  Zahl  y  in  zwei  logarithmischen  Systemen, 
deren  Moduln  m  und  m^  sind^  die  Logarithmen  a:  und  a;^  die  wir 
durch  Log^  und  log^  unterscheiden  wollen;  so  hat  man  nach 
Art  5.,  insofern  die  Aenderung  ^^  der  sich  gleichbleibenden  Zahl  y 
auf  für  die  nemliche  angenommen  werden  darf,   sowohl 


als  auch 


—  =  — Jx  und  Lo2«/=^j 
y       m  rtjf         ' 


—  z=.-—,Js:  und  Ios7/==a''. 
y        in  ^'^ 
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Sofort  Ist 


tn  rn ...  ■ 


j  ■ 


ateo  ancH,  wenn  man  siünmirt.  —=—7+  Cotst.     Sind  nun   die 

Loganthmen  x  untt  :r'  bei  der  nemiichen  Zahl  ^=^  zugleich  Null, 
80  ist  Const.  =0,   daher  i  •'  » 

■  _£ ar'  •     ■  •  .'  ■" 

'  •  .  t  r .     .■  :    ;    .  •  •     . 

oder  ;..;...     -i- 

d.  h.  in  zwei  logarithmischen  Systemen,  welche  beide 
derselben  Zahl  die  Mull  als  Logarithirie  beilegen/  sind  die  Lo- 
garithmen von  einerlei  Zahl  den  Moduln  dieser  Systeme 
proportionirt. 

Diese  Proportionalität  bestätigt  auch  die  in  Art.  20.  gefundene 
Gleichung  f  ; 


Loffti=  m  i  lim  ^^--^- • 


Denn  Ist  In  verschiedenen  l^ystemen  Null  der  Logarithme  dersel- 
ben Zahl  ^,  so  muss  für  einerlei  Zahl,. ^  die  aiigedeutei)er.Grienze 
dieselbe  sein,,  danach  ist  Log^  proportional  mit  m. 

Ist  nun  das  eine  System  das  natfirllche,  also  f?i'  =  l,  und  das 
andere  ein  künstliches,  in  welchem  auch  Log  1=0  und  der  Modul 
m  isi,  so  überseht  die  vorletzte  Gleichung  in 

log.artiry_ 

and  hieraus  folgt 

log .  artif.^ = m .  1^ . 

Diese  Gleichungeti  dfieiien  zum  U  eher  gang  von  künstlichen 
Logarithmen  auf  die  natürlichen,  und  umgc^tehrt. 

Es  genügt  demnach  ftir  jede  Zahl  y  vorerst  ihren  natürlichen 
Logarithmen  nach  den  Art.  .20.  aufgestellten  Grenzausdrücken 
oder  nach  dem  zwischen  sie  beide  fallenden,  folglich  genäherten. 
Ausdrucke 
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WO  =  ,, genähert  gleich ^^  bedeaten  soll,    sa  berechneo.    Dfesem 

femäsa  bat  man  au8  der  vorliegenden  Zahl  y  eine  sehr  hohe 
Wurzel  zu  ziehen  ond  ihren  Ueberschuss  fiber  die  1  mit  dem 
Wurzelexponenten  zu  moltipliciren  Das  Prodoct  wird  den  natilr- 
liehen  Logarithmen  von  y  desto  genauer  ausdrficken,  je  grOssor 
der  Wurzelexponent  ist  Am  bequemsten  rechnet  mao»  weimiBMi 
flllr  n  eine  Potenz  von  2  annehmend  sehr  oft  nach  einander  die 
zweite  Wurzel  zieht  —  Erläuterungen  und  Beinpiele  fiadet  mia  \ 
in  Cailet  Tabies  de  Logaritbmes.  pag.  11 -—IB.  ^--  '- 

Will  man   jedoch  mit  dem    natürlichen  LogarithmensysteflMll 
eines  vergleichen«  in  welchem  der  Zahl  q  die  Null  als  LogarifluMF^j 
zugeschrieben  wird,  so  wird  man  mit  Berücksichtigung  des  Art.  80t 
in  dem  Ausdrucke 


t ' 


l^z^lim  (V>—  I)n 


^  in  ^  verwaDdein»  wonach  er  in 
9 


4    . 


übergebt.    Dadurch  umstalt^  sich  die  dortige  Gleichung 

n 

Logy = m\im(\l  2^  —  1)  n 
•i=0D  yj  Q 

in  die  allgemeinste  Vergieicbung 

Logy^mi^* 
Her  man  dadurch,   dass  man  y  mit  Qtf  vertauscht,   auch  die  Fonn 

*y=ij^LogW  }. 

zuweisen  kann.  ] 

Diesen  Vergleicbungen  zufolge  erhält  man  für  Neper*s  Lo-   j 
garithmen,    bei  denen,   vernuige    Art  4.   und  5.»  »e=; — q  uod  ' 
9=i:10^  ist,  die  Vergleicbungen  mit  den  natürlichen  Lo» 
garithmen 

\og.nep.y  ===—  KP  log.  nat,  ^^ , 
log.nat.^= — TSylog.nep.jylO^- 


ie3 

Aus  der  ersten  Gleichui^  folgt  auch 

log.nat.  ^  ==  —  ^Qy  log.iiep.y, 

id  hierin  liegt  folgender  Satz: 

Schneidet  man  von  den  Neper'schen  Logarithmen  ohd  von 
m  Zahlen y  zu  denen  sie  gehören ^  7  Decimalstellen  ab«  oder 
sst  man  in  der  Neper'schen  Logarithmentafel  sowohl  die  Zah- 
m  ds  auch  ihre  Logarithmen  ZehnmUliontel  z&blen,  vnd  nimmt 
Miiioch  die  Logarithmen  negativ,  so  übergehen  sie  in  natürliche. 

Würde  man,  wie  es  am  angemessensten  wäre,  in  Neper's 
Sanon  (Tafel)  die  ganzzahligen  Logarithmen  und  Logarithmande 
b  Zehnmilliootel  l^n«  folglich  ^=3l(F:lQ^=l  und  m= — q= — I 
etzen»  so  wäre  jeder  solcne  Neper'scbe  Logarithme  Log.nep.y 
r— ly,  nemlich  aer  entgegengesetzt  beziehliche  natürliche  Loga- 
itbnie  des  nemlichen  Logarithmands. 


22. 
Grenz  zahl  e. 


Der  in  Art  18.  gefundene  Ausdmck  des  Moduls  verwandelt 
lieh  in  jedem  logaritnmisehen  Systeme,  welches  ^=1  setzt,    in 


und  gibt  sofort  auch  (Art.  4.) 

i  i 

iii=:ilimLog(l  +  iy)^=LogIim(l  + 12)^, 

v=0  <»=5.0 

Da  nun  m  eine  fixe  Grenzzahl  ist,  und  zufolge  der  im  Art.  20. 
lepflogenen  Untersuchung  jeder  reelle  Logarithme  a:  nur  einer 
lewissen  Zahl  ^  zugehörep  kann,  «o  musa  auch 

■x' 
lim  (1  +  ri)v 

iile  bestimmte  Grenz  zahl  sein,  welche,  weil  die  Grenze  der 
Veränderlichen  17  eine  besondere  Zahl  ist,  gleichfalls  eine  be- 
ondere  Zahl  sein  muss  und  einem  herrschenden  Gebrauche  zu- 
>ige  mit  e  bezeichnet  werden  soll,  so  dass  wir 

■  i_ 

iim(l+i2)^=e 

17=0 

)taen«    Dadurch  wird 
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folglich  kommt  in  jedem  logarithmischen  Systeme,  wo 
Logl=0  ist,  der  Modul  m  mit  dem  Logarithmen  der 
Grenzzahl  e  iiberein. 

Insbesondere   ist   im   nalilrllchen  Logarithmensysteme  m^^st 
daher  \e=:l,  d.  h.  der  uatürliche  Logarlthme  der  6ren< 
zahl  e  ist  gleich  1.  ' 

Zur  nähemngsweisen  Berechnung   dieser  GrcDssahl 
dienen  daher  die  in  Art.  20.  im  natürlichen  Systeme  ffir  ide 
garithmand'^  aufgestellten  einschränkenden  Grenzausdrficke» 
man  daselbst  y=^e  und  l^=le=:l  setzt.    Danach  wird 


<^*M-('*T- 


'lUl 


Sucht   man  vorläufig  nur  mindestens  die  zwei  engsten 
zahligen  Grenzen  (Schranken)  tiir  die  fragliche  GrenzzaU  e, 
setze  man  allmälich 


n=l,  2y  3,  4,  5» 


dann  ist 


e>l-5^  1-7,  1-9,  207,  


aber 


<4,  3-4,  31,  305,  2-9, ; 

mithin  liegt  e  zwischen  2  und  3. 

Für  hohe  Zahlen  n  ist  die  Verschiedenheit  der  Potentiande 
dieser  Grenzpotenzen  etwas  unbequem,  deshalb  umsetzen  wir  In 
der  untern  Grenze  n  in  n  —  1,  wodurch  wir  denselben  Potentiand 
wie  in  der  oberen   und  sohin 


=(■+«)""■ H) 


(IV 
1+  —  I       also  , 
2  "^      i 

nahe  =1  +  —  •  1 

Wenn  demnach  n  auch  schon  sehr  gross  ist,    so  beträgt  die 

2  t 

Fehlergrenze  doch  immer  noch  wenigstens  —  des  unteren  Grenz-  * 

werthes  von  e ,  und  da  dieser  selbst  wieder  mindestens  2  ist,  80  li 

4  ^ 

fallt  diese  Fehlergrenze  nicht  unter  — .  ji 
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Wahtt:  man  a;.  B.  n=1000,  so  ist 

e  =  (lOOI)»««»-»....  (1-001)»««H-» 


'    •     • 


ttd  die  Fehlergrenze  geringstens  0*004.  In  der  Tiiat  findet,  man 
a  Hilfe  der  dekadischen  Logarithmen  6=2714$....27196i  also 
Be  Fehlergrenze  =:0'0056^  so  di^s  man  höchstens  ^=:^*7l.... 
ietien  darf. 

...  Wenogleicb  die  hier  gezeigte  Berechonngsweise  der  Grenz- 
Äi  €  ein  sehr  ungenaues  Ergebuiss  liefert»  so  genügt  doch 
eben  der  von  uns  gegebene  Nachweis  der  Möglichkeit  einer 
eliebig  zn  verschärfenden ,  wenn  auch  äusserst  schwer  und  ledig- 
A  in  der  Einbildung  ausführbaren  Berechnung  derselben ,  weil 
vt  wirkliche  Zifferbetrag  dieser  Zahl  fast  nie  in  den  Zifferrech- 
nBgen  der  Analysis  verwendet  wird. 

Führt  man  die  Grenzzabl  e  in  die  im  Art.  20.  für  \y  gefun- 
me  allgemeine  Grenzgleichung  statt  y  ein ,  so  erhält  man  den 
ihr   folgenreichen  Grenzausdruck 

lim  — ^  =1. 


23. 

Grundzahl  eines  logarithmischen  Systemes  und 
erechnung  derselben   aus  dessen  Modul. 

Was  man  heut  zu  Tage  „Grundzahl  eines  Logarithmensystems' ^ 
ennt ,  kann  in  einem  Systeme ,  wo  man  die  Null  einer  anderen 
iahl  als  der  1  zuweist,  wie  im  Neper'schen  Systeme,  streng 
aiommen  gar  nicht  vorkommen.  Denn  will  man  allgemein  jene 
'Mi  b  die  Grundzahl  eines  Logarithmensystemes  neu« 
eo»  deren  Logarithmus  eine  bestimmte  ausgezeichnete  Zahl 
'  ist«  se  hat  man  nach  Art.  IL  L 


1=0- 


reiche  Qleicbuog  mit  der,   den  gegenwärtigen   oder  Eüler'schen 
legriff  vom  Logarithmos   begründenden 

Shidlich  geformt  ist,    aber  in  sie  doch   nur  übergehen  kann» 

man    entweder   sämmtlicbe   Logarithmen  a:  des  Systemes 

eh  ß  und   gesammte  Logarithmande  y  durch  g  dividirt»    oder 

1  und  j3  =  l  wählt;  dann  aber  hat  man  beide  Male  ein  anderes 

rithmisches  System  als  das  eigentlich  betrachtete. 


In  der  Thal  stäMp  N^per  aätt  LogaüHiniMqfsMm  lii 
wie  viele  Analysten  voi^ben,  auf  eine  bestimmte  Gtnndsahl; 
hat  und  benOthigt  diaMi^(3egriff  gav  «cht 

Da  imn  der  ausgeaeichnete  Logarithme  B  der  GnmdsaU  f 
oidUtl^  gewthlt  werden  kann,  so  w«rde  di0  fittaMlUM>tJ|i 
«nhestinimt  Ueibea;  liidees  wird  sieh  doeh  Im  V^rihof  tfil 
nädbsteii  Untersnchiing  diie  begründete  Wahl  YOAjIFltt 
lassen. 


■  •  !• 


Insefem  in  Neper's  ISysteme  der  Modul  m  faüveileM 
Mgt  sich*s  tmn ,  wie  sa  ihm  aligemein  die  SnmdsaM  #  galq 
wmen  kOone.  .  .   f.,], 


V*  \ 


Zor  Beantworttmg  dieser  ¥m^  benftaen  wir  iam  la' Aib 
allgemein  gi»eigte  VeiMre« ,  wie  man  m  jedem  MgsbiBMV '; 
garitbmus  of  die  ihr  angehörige  ZaM  g  berechnen- Unne«*  im 
wir  dr=Lo2«=^  nnd  y=6  setzen.  Dadurch  erhalten  wir  Sb 
Gnmdzahl  oie  allgemeinen  Ausdrücke  '   ''■ 

6=^.llm  f l+-^y=  Q  .  lim  (l  +  m^)L 

Anstatt  des  letzteren  GrenzausdracJkes    lässt  sich  leicht 
Grenzzahl  e  einfahren.    Denn  setzt  man 


hj 


so  ist 


wi        l       1     ß 

'    P  O  9/      fit 

und  mit  \\m<o=0  auch  limi7=:0  verbanden;  und  man  findet 

i-lß 


folglich  nach  Art.  22. 


als  den    einfachsten  allgemeinen  Ausdruck  der   Grai 
zahl. 

Bezeichnet  man  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logaiithm 
syvtemes  mit  B,  so  bat  man  gleichzeitig  ^=1,  m=l  und  bs 
zu  setzen,  und  erhält  sofort 


1«T 


B-eß. 

Demnach  wäre   allgemein    die  Grund^Bahl  JB  des   natürlichen 

rithmensystems  die  j3- Potenz  der  Grenzzaht  e.    Da  nun  er- 

iQichtf  4asc  e«  ai^  passendsten  und  einfachsten  wäre^  »or 

.  diese  Grenzzaht  selbst,    nicht  aber  erst  eine  Potenz 

Iben,  ftur  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen 

^iä  machen^  nemlich  jß  =  e  und  somit  den  fiSr  jede  urundzahl  6 

testgestellten      ausgezeichneten     Logarithmen     ß=t     zu 

letften. 

Grill 'jtian  auf  diesen  Grand  eifi,    der  auch  noch  dadurch  be- 
||ttiikiftivd»  dass  aus  Euler's  Begriff  vom  Logarithmus  notbwendig 
"jt,  dass  der  Logarithme  der  Grundzahl  =]  sein  rauss;   so  ge- 
ltet man  folgende 

Erklärung: 

■  Die  Grundzahl  eines  logarithroiiScheB  Systemes  ist 
diejenige  Zahl,  weiche  1  zum  Logarithmen  hat 

Dipse Erklärung  haben  auch  Karsten,  Kästner  und  Klü- 
gst (ver^;  dessen  Math,  Wurterb.  III. Bd.,  Logarithmus,  Nr.  119), 
iMeke  mit  der  Elrmtttlung  von  Neper's  logarithmischer  Gnisd- 
sabl  sich  beschäftigten,  angenommen,  wenn  auch  nicht  so  um- 
•täudlich  wie  hier  gerechtfertigt.  \ 

Setzt  man  nun  in  den  Gleichungen  dieses  Artikels  j3=:l,    so 
Ibergehen  sie  in 

1 
6  =  Qe^. 

In  den  jetzt  üblichen  Logarithmensystemen  fallt  die 
Null  der  Zahl  1  als  Logarithme  zu,  also  ist  ^=1  und  sofort 

L      wi(«+l)Ji       L       mnj 


L 


6=^"». 


Bei   Neper's  Grundzahl    der  Logarithmen  miiss  man 
WMchen  seinem  System  und  seinem  Canon  (Tafel)  der  Losa- 


tfmen  unterscheiden. 


In  seinem  logaritb mischen  Systeme  setzte  er  rf^Jy  unend- 
A  abnehmend,  ^=10^  und  iii  =  —  q  voraus,  also  ist 


SN 


j=10'.»-*<"'«iwoi; 


m- 


;;-';id_ydMM:logW(*itojA*tf  Oiioii  dagegen    ertheilte  Neper> 

deA  CMokfÜbUiMi'  «isf  l.i^fr  4tt  taidi  der  erGtcn  der  obigen  Glei- 
«hnttgof 'Ae'GVBb<lR«bl"d^C'Neper'schen    Logarithmen" 

Cft-Httiitf  ■-■■■■    ■•'■■    ■    ■  '^•■'   !■■  '■  ':    !■■'  1 

6=9— l=;:0(»Ggg9. 


a.  0.  8.  S37J,  £  ?j'«i-8<  539,  Z.  3^  v.  u.). 

i!  I  N«per«iiBB«rfe  aber  in. Minen  Schrifteii  Kn-eimal  (cbendas. 
S.  HSV  Z.  4-^7  und B-^IO);-  d«r  Loganthme  seiner  erste»  Pr»- 
pwtMukU   «BWOe»Bi:r-^l    ftU»>  «wischen    1    und    l'OÜOOüOt 

=1 +'-• 'äaiiw  nan '  AmMlben '"^ 


=  1-OOOOOOOS  =  I4^- 


Nimmt  man  daher ,  nachdem  man  zur  Abkürzang   —  =:  ■   ge- 
setzt bat. 


»=«->■  J=<-J='- 


:r  =  l  +  -  =  l+,i 


SO  findet  man 


oder  wenn  nun  lilr  rioen  Avgenblick 
setzt : 
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*      /<      \«      1  .  «(n— 1)  . 


=  1— e+6*  — Iq««..^; 


liglich  ist 


6  =  ^—1  +  «^1-6««....=^  999999Ö-0000001. 
Setzt  man  dagegen 


1 

2  s 


od  für  einen  Augenblick 


1+2 


»0  igt 


-  ==  (1— e)w  =it  1 -- w€ +— ^Y^^  e« .... 


«a      68 


1—  €+2  ""2  *    ' 


'olglich 


s       t* 


6=^^1  +  2^—  2    •=  9999999-OOOOOOOß... 


Dieselben  Ereignisse  fand  Kästner  und  Klügel  (a.  a.  O 
S.  540.). 

Würde  man  (vergl.  Art.  21.)  in  Neper's  System  die  ganzzah- 
ieen  Logarithmen  und  Logarithmande  als^  Zehnmilliontel  lesen, 
•olfflich  ^  =  1  und  m=  — ^= — l  setzen;  so  wäre  die  Grund- 
Banl  des  auf  diese  Weise  abgeänderten  Neper'schen  Lo- 
garithmensystems =:6~^=— 9  nemlich  das  Umgekehrte  der 
IxTundzahl  e  der  iiatürlichen  Logarithmen« 


Theil  X  V  VI 


Bereclinungiles  Moduls  eines 

aus  desKeri  Grundzulil,  oder 

Se^etüteTi  Logarithm 

Neper  hatte  seine  Logarithmen  vomehralicfa  bloss  für 
astronomisch-  oder  sphürisch-tri^onometrischen  Kechnuugen 
gedacht ;  sobald  er  aber  diese  wicbtige  Entdeckung  seinem  Tri 
Heinrich  Tiriggs  niit^etheilt  hatte,  rietli  dieser,  um  selb 
die  gewöhnliche  dekadische  Zifferrecbnung  mit  Zahleo  nu 
einzurichten,  die  Logarithmen  dergestalt  zu  bemessen,  das 
dem  dekadigcben  Ziffer» ysteme  zu  Grunde  liegende  Zahl  1( 
Logarithmen  1,  und  die  Zahl  1  den  Logarithmen  0  erhalte. 

Hier  hatte  man  demnach  die  umgekehrte  Aufgabe 
vorigen,  nemllch  aus  der  für  ein  neu  su  schaffendes  Logatitli 
System  gegebenen  Grundzahl  /i=:tO,  oder  noch  allgemeiner, 
zwei  Zahlen  und  deren  Logarithmen ,  von  denen  jedoch  einei 
ist,  des  logarithmischen   Systemes  Modul  m  zu  berechnen. 

Zu  ihrer  Lösung  dienen  am  besten  die  in  Art,  '20.  ftir  I 
aufgestellten  AusdrScke,  in  denen  Loiro~0  ist,  irell  in  i 
der  Modul  m  als  Factor  vorkommt,  \vegeo  der  Complicii 
seines  Mitfactors  und    der  Einfachheit  des  Products    bleibt  e 

doch  rathsamer,   dieses  Moduls  Umgekehrtes,  —  >      auszudcHi 
°  '  m  ^ 

Für  selbes  tiadet  mso 


m         Lögjr« 


Logy 


liin.(V 


Tögy 


Logs 


Ut  noB  dia  GrandzabI  b  ^^eben,  m  setze   i 
Logy^  hogi^^ffi  dadurch  nird 


.  sr=» 


(-)'■ 
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In  der  Neuzeit  setzt  man  durchweg ,  die  dem  Logarithmen 
qU  entsprechende  Zahl  ^=:l,  daher  hat  man  hier  die  einfacheren 
usdrucke 

i=  ("v  6-1) n....{VÄ-l) («  +  !), 
nd 

— =lim.(  V6 — l)n=:lim. . 

Vfir  das  dekadische Losarithmensystem  ist  6=105  da- 
er  findet  man,  mitteis  vielfacn  wiederholter  zwei^radiger  Wur^ 
Bbiehung  aus  10,  wie  Call  et  a«  a.  O.  zeigt,  den  Modul  dieses 
ystems 

m=  0-4342944819.... 

0 

Im  natürlichen  Logarithmensyteme  ist  der  Satzung 
mSss  m=l,  und  gefunden  ward  6=6=2*71...,  daher  gibt  die 
rtite  Gleichung  wieder  den  bereits  (Art.  22«)  erhaltenen  Grenze 

osdruck  lim =1. 

Den  Zusammenhang  zwischen  Grundzahl  und  Modul 
D  jeglichem  Logarithmensysteme,  welches  Log]  =0  setzt, 
ermag  man  am  einfachsten  durch  Vermittelung  der  natürlichen 
jogarithmen  aufzustellen.  Benützt  man  nemlich  die  in  Art.  21. 
Twiesene  logarithmische  Umwandelungsgleichung 

log.artif.^ = mAy , 

iodeiD  man  y^=b  setzt,  so  erfolgt 

m.  16=^1, 

ib  allgemeiner  Ausspruch  des  fraglichen  Zusammenhanges.  M  o  - 
dnl  und  natürlicner  Logarithme  der  Grundzahl  sind 
Berolich  in  jedwedem  logarithmischen  Systeme  Umge- 
kehrte von  einander.  Und  danach  können,  wenn  einmal  die 
litfirlichen  Losarithroen  berechnet  und  intabulirt  sind,  Modul  und 
Grundzahl  leicht  aus  einander  gerechnet  werden. 

Denselben  Satz  liefert  auch  die  (in  Art.  23.)  entwickelte  Crlei- 

^  i 

€hui^6=::6'",  wenn  man  in  ihr  die  natürlichen  Logarithmen  bei- 
der Seiten  nimmt;  da  sie  16  =  —-  gibt. 


m 


v^* 


172 


B. 

Lehre  von  den  na  tilrlichen  Logarithmen  na.ch  Byr ff' i 
Begriff  vom    Ijogarithmus    und   nach  Neper*s  Berech- 
nungsweise der  Logarithmen. 

25. 

Bei  dem  (in  B.  Art.  6.  erörterten)  Zusammenhalten  der  gleicb- 
stelligen  Glieder  einer  geometrischen  Reihe  von  Logarithmanden  • 
mit  einer  arithmetischen  Reihe  von  Logarithmen  x  hatten  die 
gleichzeitigen  Schöpfer  dieser  Anschauungsweise  der  LogarithmeOi 
Keper  und  Byrg,  nebst  den  Ausgangsgliedern  ^o  =  9  ^^ 
a:o=0  beider  Reihen  noch  ihr  gleichzeitiges  Fortschieiten 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  in  Zusammenhang  zu  bringen. 
Hierbei  scheinen  sie  von  Betrachtungen  folgender  Art  geleitet 
worden  zu  sein. 

In  einer  arithmetischen  Reihe  bleibt  sich  die  abioiäe 
(unverglichen  genommene)  Zu-  oder  Abnahme  derselben  von  Glied 
zu  Glied,  durchweg  gleich,  in  einer  geometrischen  jedoch  wa 
ihte  V er hältniss massige  Zu-  oder  Abnahme,  d.i.  dasVerbIfr 
niss  der  absoluten  Zu  -  oder  Abnahme  zum  jedesmaligen  voranü* 
gehenden  Gliede.  Ist  nemlich  d  der  stete  Unterschied  der  arith- 
metischen Reihe,  so  g:«i^  diese  von  Glied  zu  Glied  um  d,  weno  d 

nesrativ   ''*^*'    Wenn  dagegen    in    einer    geometrischen   Reihe  der 

stete  Quotient  q  und  irgend  ein  Glied  v  ist,  so  ist  das  folgende 
=  </y;  daher,  da  wo  </>  1,  ist  die  absolute  Zunahme  =-f/y — ^  und 

die  verhältoissmässige  z=:^ — s/:^^  —  !^  oder  dort,  wo  <7<1,  ist 
die  absolute  Abnahme  =y  —  qy  und  die  verhaltmtässige  =  - — ^ 
=i—q.    Mithin  bleibt  in  einer  ^^j^i'J'j^j^j^"  geometrischen  Reibe  die 

verhältnissmässige  Abnahme  ^^^   Glieder    so  wie   der  Quotient  q 

durchgehends  sich  gleich.  Bios  wo  das  vorausgehende  Glied  y^l 
ist,  kommt  die  verhältnissmässige  Aenderung  der  Glieder  mit  der 
absoluten  selbst  überein. 

Damit  aber  einerseits  in  der  arithmetischen  Reihe  der  Lo»- 
rithmen  .a;  jeder  vorgelegte  Logarithme,  und  andererseits  in  der 
geometrischen  Reihe  der  Zahlen  y  jede  vorgelegte  Zahl,  auf  einen 
möglichst  geringen  Fehler  vorkomme,  muss  dieser  Fehler,  nem- 
lich in  jener  arithmischen  Logarithmen -Reihe  das  absolute  hiter- 
vall  d,  in  dieser  geosnetrischeu  Logarithmanden-  oder  Zahlen-Äeihe 
das  verhältnissmässige  Intervall,  ^— I,  der  benachbarten  Glieder, 
möglichst  klein,  und  jedenfalls  bei  der  Grnndanlage  beider  ein- 
ander zugesellten  Reihen  entschieden  festgestellt  w  erden.  Dadurch 
wird  aber  auch  das  Verhältniss  beider  dieser  Intervalle    oder  Zu- 
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nahmen  der  Reihenglieder,  ^«'(^ — l)»  welches  mit  m  bezeichnet 
(Verden  möge,  festgestellt;  und  man  erklärt  sonach  m  als  das 
Grenzvernältniss  der  unendlich  sich  verringernden  In- 
tervalle oder  Aenderungen,  d  und  g  —  1,  der  Glieder  in  der 
arithmetischen  Reihe  der  Logarithmen  und  in  der  geo- 
metrischen der  Zahlen;   nemlich   ffir  \\md=.0  und  lim(<7— 1) 

=0  wird  wi= lim -;^  gesetzt.    Dieses,  die  Art  oder   das  System 

der  Logarithmen  bestimmende,  Grenzverhältniss ,  m,  pflegt  man 
den  Modul  des  logarithmischen  Systemes  zu  nennen. 

Neper  Hess  (vergl.  Art.  5.)  die  arithmetische  Reihe  seiner 
Logarithmen  steigen  und  mit  dem  Gliederpaare  0,  k  anheben,  also 
die  absolute  Zunahme  der  Glieder  d=:k  positiv  sein;  dagegen 
iwB  er,  geleitet  von  seinen  sphärisch -astronomischen  Rechnungen, 
die  geometrische  Reihe  der  zugehörigen  Zahlen  sinken,  und  mit 

dem  Gliederpaare  q,  q^x  anfangen,  also  den  Quotienten  9=: 

=1——  nnd  die  relative  Zunahme  der  Glieder  a — 1  =  -^ ~ 

Q  ^  .    Q 

s negativ  sein.     Er  setzte  daher  überhaupt  den  logarithmi- 

d  X 

sehen  Modul  m= r= — A::  — .      Insbesondere   nahm  er    (nach 

Alt  7.) 


k=h  ^  =  10000000,  «=1=A, 


folglich 


-  =  00000001 

Q 


VDd 


m=  — ^--10000000. 


Byrg  dagegen  Hess  fQr  die  gewöhnlichen  Zifferrechnungen  in 
ganzen  Zahlen  beide  verbundenen  Reihen,  folglich  die  Logarithmen 
und  Logarithmande,  mit  einander  wachsen,  also  in  seiner  arithme- 
ttschen  Logarithmen  -  Reihe  (vergl.  Art.  7.)  ebenfalls  die  Anfangs- 

geder  0,  k  und  die  absolute  Zunahme  der  Glieder  cJf=A;  positiv, 
^gen  in  seiner  geometrischen  Logarithmanden  -  Reihe  die  An- 

fingsglieder  q,  ^  +  »,   folglich  den  Quotienten  q=z  " =1+  - 

md    sofort    die   verhältnissmässige  Zunahme   der    Glieder    g  —  l 

^— 2^=:—  auch  positiv  sein.    Er  setzte  demnach  überhaupt 

d  K 

deo  logaritfamischen   Modul  m=: -^;^-=A::— .  Insbesondere  nahm 

er  (laut  Art  7.) 


174 

k  =  10,  e=  lOOOOOOOÖ,  x=  10000; 


also 


-=00001  und  m  =  100000. 


26. 


Spätere    Mathematiker    erkannten  jedoch  bald 

1.  dass  es  rathsamer  sei,  von  dem  damaligen  Gebrauche»  Uof 
mit  ganzen  Zahlen  zu  rechnen  und  demgemäss  nicht  nur  die  Lb* 
garithmande,  sondern  auch  die  Logarithmen  in  ganzen  ZaJilM 
darzustellen,  ganz  abzugehen  und  sonach  Logaritbmaode  und 
Logarithmen    durch  Decimalbrfiche  auszudrücken,  und 

2.  dass  die  logarithraischen  Rechnungen  sich  ungemein  vereio- 
fachen,  vrenn  man  die  Null  als  Logarithmus  nicht  mehr  einer 
höheren  dekadischen  Einheit  9,  sondern  der  Stammeinheit  —  der 
Eins  — •  zuschreibt,  also  analog  ^'=1  macht. 

Dazu  bedurfte  es  demnach  nur  sämmtliche  geometrisch  ge- 
reihten Zahlen  durch  diese  dekadische  Einheit  ^  zu  theiien. 
Hiebei  blieb  der  Quotient  q  dieser  geometrichen  Reihe  ungeSa« 
dert,  weil  sein  Dividend  und  Divisor  durch  einerlei  Zahl  getbeüt 
wurden,  daher  0'  =  ^.  Sonach  blieb  auch  die  verhfiltnissmässige 
Zunahme  der  Glieder  dieser  geometrischen  Zahlenreihe  ungestört, 

In  Bezug  auf  die  Logarithmen  ersahen  sie,  dass  es  angemessener 
sei,  den  in  denZifferrec^nungen  gewöhnlich  vorkommenden  ganzenZah- 
len  positive  Logarithmen  zuzuweisen,  folglich  nicht  allein  die  geo- 
metrische Logarithmanden -Reihe,  sondern  auch  die  arithmetische 
Logarithmen -Reihe  steigen  zulassen,  sonach  in  jener  den  Quotienten 
fir'>l  und  in  dieser  die  Differenz  d/  positiv  zu  machen.  Zugleich 
benutzten  sie  den  von  Neper  (vergl.  Art.  1,  Cap.  1.  Def.  6)  her- 
stammenden Gedanken,  die  absolute  Zunahme  d'  der  arithmetisch 
fereihten  Logarithmen  der  verhältnissmässigen  Zunahme  q'—\ 
er  geometrisch  gereihten  Logarithmande  gleich  zu  machen,  also 
d'=zq'  -^X  zu  setzen,  folglich  den  Modul  dieses  abgeänderten  Lo 

garithmensystems  ?»' =.-73^=1  zu  wählen.  Weil  aber  ^'—1=^—1 

und  wegen  m= r  also  q — 1  =  —  ist,  so  hatte  man  auch  d'=r;» 

°  q  —  1  ^  TW  J» 

d.  i.  man  musste  zunächst  die  Zunahme  df  der  Logarithmen,  folg* 

lieh,  weil  das  Ausgangsglied   ihrer  arithmetischen  Reihe  Null  ist, 

sämmtliche  Logarithmen  durch  den  Modul  m  theiien. 

Diese  neue,  dem  Modul  m'=z\  entsprechende,  Art  von  Lo- 
garithmen ergab  sich  demnach  aus  Neper's  Logarithmentafel, 
indem  man  alle  Zahlen  durch  p^lO'^  und  alle  Logarithmen  durch 
m  =  — 10^  dividirte,  folglich  blos  von  den  Zahlen  und  Loga- 
rithmen 7  Decimalstellen  abschnitt  (oder  beide  als  Zehnmilliontel 
las)  und  noch  die  Logarithmen  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 
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hm.  Aus  Byrg*s  Logarithmentafel  ergab  sie  sich,  indem  man 
eZaJilen  durch  ^=10^  und  die  Logarithmen  durch  f?t=10^ 
eilte^  folglich  nur  von  den  Zahlen  8^  von  den  Logarithmen  aber 
Decimaistellen  abschnitt  (oder  jene  als  Hundertmiliiontel  und  diese 
Is  Hunderttausendtel  las). 

Insofern  nun  dieses  abgeänderte  Logarithmensystem  den  hier 
Is  naturgemäss  nachgewiesenen  Anforderungen  (vergl.  noch  Art. 
9.)  genügte^  und  beide  Entdecker  den  Logarithmen,  wenn  man 
lois  die  Zähleipheiten  ihrer  ganzzahlig  dargestellten  Logarithmande 
nd  Logarithmen  und  höchstens  noch  das  algebraische  Be- 
iehungszeichen  der  letzteren  abändert,  in  ihren  Logarithmen- 
ifeb  dieses  logarithmische  System  aufgestellt  haben;  erkannten 
k  Uathematiker  es  für  passend^  diese  Logarithmen  natürliche 
«  nennen. 

Im  natürlichen  Logarithmensysteme  ist  demnach  der  Modul 
«=Iim— ;3j=l  fiar  lim<{=lim(9— 1)  =  0,  und,  wie  man  gegen- 
ffiitig  zu  schreiben  pflegt,  ist  log.nat.l  oder  11^0. 


27. 

Für  die  Berechnung  des  Logarithmus  x  einer  bestimmten  Zahl 

Llb  einen   festgestellten  Modul  m  hat  man  demnach   in  einer 
ilichen  Weise  wie  in  Art  20.  die  Gleichungen: 

Xn=:.Xfi-\-nd-=nd,    Xn\\  =a:o  +  (n+  l)d=(«  +  \)d\ 
A 

Eliminirt  man  nun   hier  d  und  q  so  wie  dort  -^ »  so  findet  man 

kicht  auch  die  daselbst  aufgestellten  Gleichungen ,  sohin  auch  die 
aofsie  gegründeten  in  den  Art.  21 — 24  durchgeführten  Lehren; 
weshalb  wir  uns  der  Wiederholung  derselben  hier  enthalten. 

Für  die  Grundzahl  des  Byrg'ischen  Logarithmen- 
<3ff<eiitf  setzt  man  in  Art.  23.  die  Zahl  ^=10®  und  den  Modul 
«=10^;  danach  findet  man 

--106/14-   *    4.M    .0J6  .0;046 
—  «r^i  +  jQj  -|-  jQio  T  j()i6  T  IQ20  ••• ; 

=  1000010000050000166 ... 


in. 

gtt|tlMnQiil«/«riienatait  man'  did  ms  Att  U»?Li«iid.9uil»\ 
aiMli  an:  Afl.sv3.  folgenda  GMiMRiiig'  ;  i/iJ./fiki  ,^\ 


hm 


.•    t.!' 


'•••Seilt  ■ünliiealck  «adi  9pigf»  AmiilnB—  i(Aifc'iiä»  •wl» 

'.'.      '■!   ■-}     ,   .  -..»       .   ...      -  .j.^r   •«.-■  !■      I    ;i       »:•.». i:ih».*;yuJ 

■  ;     .         t     ,    .  •         \  ....      '      ->.  ■  f,     ■        '   >■  Vi.-     *"i-.'r'«-   :• 

ali^  ;  I  :    .,:;•..  I      ■.»■■:■:.....    .;..  :'.  :i{*.«t  »il. .  ' ' 

ft— I  j,  —  — ?t'l|flQl 

and':.  "  ■  *'   .'■■  :■  j ..;:'?  :i:l  f.:    |_^,"'*| 

SO  tat 

•  ■ 

*=io«a^i/'= io»a + i-  ,^+  mir  ip^^*1a, 

^^"'=:  100000990^0580013....  .■■•.,   '      ■''.•/T'^IÄ 


C. 

Aufbau    der  Lehre    von  den  natürlichen  Logarithm 

über   einem  gewissen  Grenzverhältnisse  und  auf  di 

gewohnlichen  Begriffe  vom  Logarithmus« 

28. 

Wenn  y  eine  beliebige,  n  eine  absolute  ganze  Zahl  vorste 
so  ist  bekanntlich 

yiu^l=(y-l)(y«-»  +  y«-» +y<^»+... +y  + 1), 

daher  der  Quotient  oder  das  Verhäitniss 


*)  Um  über  die  Beträge  dieser  Luxuszahlen,  die  man  Neper'i  i 
Byrg^s  logarithmische  Grundsahlen  nennt,  knra  und  sicher  absprechw 
können,  habe  ich  mir  erlaubt  ausnahmsweise  hier  und  in  Art«  24*  < 
convergenten  Reihen  anzuwenden. 
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Würde  man  nun  die  willkührliche  Zahl  y  geradehin  =  1  setzen, 
10  mochte  jener  Quotient  die  unbestimmte  Form  q     annehmen » 

liese  Potenzensumme  aber«  weil  n  gliederig,  in  die  Summe  von'  it 
Winsen  also  in  n  selbst  übergehen.  Man  muss  daher  diesen  Po- 
entiand  y  als  eine  der  Grenze  1  unablässig  zustrebende  verän- 
lerliche  Zahl  ansehen,  wonach  auch  alle  ihre  natürlichen  Poten- 
;en  derselben  Grenze  1  zustreben,  und  die  n gliederige  Poten- 
lensurame  der  Grenze  n  ohne  Ende  näher  ruckt  Dadurch  wird 
nän  berechtiget,  diesie  Grenze  der  Potenzensumme  als  Grenze 
eoes  Quotienten  anzusehen,  folgtfch  zu  setzen 

Soll  die  Zahl  y  ihrer  Grenze  1  stetig  sich  nähern,  so  muss 
sie  wenigstens  in  den  späteren  Stadien,  ebenso  wie  ihre  Grenze 
reell  und  positiv,  dabei  jedoch  entweder  kleiner  oder  grösser  als 
diese  Grenze  sein,  folglich  entweder  im  Wachsen  oder  im  Ab- 
nehmen dieser  Grenze  zustreben;  es  ist  nemlich  y  ^  lund  limy=l, 

> 

m^x   wir    im  Zusammenhange    lim.y=l  schreiben  wollen. 

Danach  ist  in  der  obigen  Potenzensumme  jeder  Summand,  als 
Potenz  von  y^  so  wie  diese  positiv  und  dort  grosser  hier  kleiner 
als  1,  und  s&ebt  der  gemeinsamen  Grenze  1  zu,  folglich 

■•>.■•■•• 
lim  (y»-i -f  y"-^« + ...  +  y« +y  +  1) = n 

< 

HBd 

29. 
Bezeichnen    wir   den   Unterschied  zwischen  y  und  1  mit  «r, 

Demiich  y— «l=a?,  so  ist  fär  ^=1  dieser  Unterschied  a:=:0,     und 

<  < 

<Ue  letzte  Grenzvergleichung 

,  ex ^^^n^l^  ^^  ' 

llmVi_22 1^  ^  i^  Yimx  =0. 

^         <  < 

Unterscheidet  man,  zur  genauen  Erforschung  der  Verglei- 
diungszeichen,  ob  aß  positiv  oder  negativ  sei,  so  hat  man  zunächst 

^eno  X  positiv,  also  limor^O  ist. 


oder,  w«il  Dividend  and  TheUer  negativ  siDd,  nacb  VerSnderangl 
ihrer  Vorziehen', 


mit  ^T  itositiven  Zahl  —ai,ao  wird 

l-(l+:r)-  =  _M:; 
daher«  WOBD  man  beiderseits  (l-f-j;)"  und  nx  addirt,  ist 

l+fKT^a+ic)»; 

folglich,  weoD  man  von  beiden  ver^UcheneD  Zahlen  ifare  Umsek^ 
ten  nimmt,  daa  faeisst,  durch  beide  die  1  tfaeilt,  ntuss  aas  Cn- 
gleicbhdtazeicheD  nmgevrendet  werden,  und  «a  erfolgt 


a+«:r>-'^(l+j!)-». 
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rbeht    man    nun    beide    positive'  Zahlen  zur  Potenz    des    po«i- 
ven  Exponenten ,  so  wird 

Sonach  ist  im  Zusammenhange ,  für 

■  ^ 

liroa?=0, 
< 

iim(l  +ayt=zlim  (l  +  n^r)»* 
< 

Hieraus  erhellet  nun,  dass  beide  diese  Potenzen,  von  denen 
le  erste  nur  von  :c,  die  andere  nur  von  mv  abhängt,  bei  gleich- 
Bitiger  unendlicher  Abnahme  dieser  Veränderlichen  a:  und  nuv, 
iner  und  derselben  Grenze  zustreben  müssen,  oder,  wenn 
lan  diese  Veränderlichen  durch  eine  neue  mit  ihnen  zugleich  un- 
odlich  abnehmende  Veränderliche  a>  yorstellt,   dass   die  Potenz 

If  o)^  einer  gewissen  Grenze  ohne  Ende  sich  nähern  muss. 

1 
Pie^^  Gi'enzzalil  kann,  weil  die  in  der  Potenz  {l+m)^  einzig 
orkommende  Veränderliche  od  in  ihrem  äussersten  Grenzwerthe 
iNull  aberseht,  lediglich  eine  völlig  bestimmte  oder  besondere 
Uli  sein.  Einem  allgemeinen  Gebrauche  gemäss  pflegt  man  sie 
lurcb  den  Buchstaben  e  zu  bezeichnen;  also 

i 
lim(l+oo)«=c 

ui  setzen.  '  , 


30. 

Erforschen  wir  nunmehr,  ob  diese  Grenze  e  bei   unendlicher 

i 
ibnahme  von  (o  von  der  Potenz  (l  +  ta)^  im  Wachsen  oder  Ab- 
lebmen  angestrebt  werde. 

Weil  not  mit  x  gleichzeitig  positiv  ist  uqd  unendlich  abnimmt, 
K)  muss,  vermöge  der  zuletzt  aufgestellten  Octnzvergleiilhung,  die 

i  ' 

Menz  (l  +  w)««»,  wenn  co  von  nx  auf  seinen  «ten  Theil,  x,  ab- 

^mmt,  für  P^lative  ^^'**'®  ^^"  ^'  ^  ""^  "^^  abnehmen'  "°^  ^^- 
ölt  muss  diese  a  bnahme  ^^^^  fortbestehen ,  wenn  die  jeweilige 
Abnahme  der  Veränderlichen   od    auf  Ihren  nten  Theil  sich  fort- 


während  tviederlioll,  also  u  allmafilig  auf  nx,  x,  — ,  -,  i  —g  •  u-k 
herabsinkt.  1 

Weil  jedoch  x  beliebig  klein  und  n  beliebig  gross  angeaoa 
werden  kann,  so  müssen  Üie  binreicbend  klein  eetvählteu  Glieitl 
jeder  anderen  Reihe  von  Werthen  der  Veränderhehen  u  zwiscltej 
je  zwei  Glieder  jener  abnehmenden  geümetrischen  Reibe  falleit 
folglich  muss  auch  fi'ir  die  neue  Reihe,  also  überhaupt,  wie  anel 
immer  das  (iesetz  der  uueudlicheu  Abnahme  von  o  lauten   mOgd 

die  Potenz  (i+w)^fiir  P^sitiTe     vVerttie    von     m    ohne    Eod« 
^  ^     '  negative  ™ 

abnefameoil  ''^  Grenziahl  e  zustreben,  nemliuh  tur 


1 


I 


lim(l+(o)"'  ^c 


Daraus  folgt  sogleich,  das  Iflr  jeden  ^ogativTn  ^^''"'   **" 
die  Potenz 


(1  +  »)-^« 


sein  muBS. 


wobei  n  absolut  und  ganz  sein  boH,  so  ist 

liiia  •  ■'"■'■ 

also  . .      "  ■■'■•,.■,.:■ 
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Insbesondere  findet  man  fiir  n=:l,  dass  die  fra^liehe  Grenz- 
sahl  zwischen  den  ganzen  Zahlen  2  und^  4  liegt.  Wie  man  diese 
einschränkenden  Grenzausdrücke  zur  wirklichen  Berechnung  von 
e  Verwenden  könne,  ist  in  Art  22.  gewiesen  worden. 


■31..       • 

Aus  der  obigen  allgemeinen  Grenzvergleichung 

L<  > 

lim  (1  +  mr=  e  für  lim«=:0 , 

>  < 

folgt  für  positive  oo,  der  Ordnung  nach^ 


digegen  fiSr  negative  «o,  wo  — e»  positiv  ist. 


=  1 


— <tf /1\  — 


mithin  ist 


lim =  1  färlimco=0. 


Eine  Bestätigung  dieser  wichtigen  Grenzvergleichung  finden 
wir  an  der  in  Art.  z9.  erwieseneu  und  ihr  eigentlich  zu  Grunde 
Beenden 


(l+a;)«-l> 

lim — 


».■«■y—  ■  ^  j  I 


X 


n   für  limo;  =  0. 
<  < 


09 


Denn  dividirt  man  dui^ch  n,  setzt  na;=co,  also  «==— ,  so  verwan- 
Mi  sie  sich  in 


1     O) 


1  -lO) 


lim 


-1 


[i  —Uta 
lim  (1  +  a:)  *  I 
„„_^0 1^ 


\m- ^1 

CO      ^ 


Itit 


limo)=0-     • 
< 


i-,^,..„:>/ ^ .          3-2. 

"1 

■ 

Sei    ia  Bezug  auf  eine  belieliige 
absolute   Grundzahl  6  der  Logarithnie 
haltenen  abBoluteo  Grenzzahl  e,  oder  - 
wollen —der  Ö-Logarithme  von  e. 

ron  0    und  1  verschiedengl 

der  zwischen  2  und  4  ent  1 

—  wie  wir  ihn  kurz  neniwfl 

die  Zahl  m;    in  Zeichä| 

\oee  =  m,  also  6«=e.     Führt  man  diesen  Ausdruck 
EuTetzt  gefundene  Grenzgleichung 

von  e  in  dji 

1 

ein,  und  theilt  sie  durch  m,  so  wird 

6"«"_1 

I 

hm ■=: 

Setzt  mau  noch  dtikürzend  ma}=t 

also  auch  lin 

.=0.so< 

folgt 

eine  bemerkenswert  he  Grenzgleicbung. 

_1 

loV 

• 

Kehrt  man  ihre  beiden  Theile  um 

,  so  ist 

H 

lim  - 


-1- 


Da  e  eine  unendlich  abnehmende  Zahl  ist,  so  ist 
lim(i')=A"=I. 

(=0 

»  darf  6'=l+)j  gesetzt  werden,  wo  auch  limij^O  ist.     Dam 
E=log(l-|-t;),  und  für  diese  Ausdrücke  übergebt  die  Gleichungii 

man,  weil  logI=U  ist,  auch  die  Form 

i  t 

I  ,.     Iog(l  +  ij)— log]  ,» 


Zu  jedem  Logatithm^nsystem  ist  demnach  das  Verhältniss  der 
geringsten  Acnderungen  der  kleinsten  Logarithmen  zu  den  entspre- 


I8S 

ibenden  Aenderungen  ihrer^  der  Zahl  1  beoachbartesten^  Zahlen  ein 
lestimmtes,  m,  welches  der  Modal  diecies  logarithmisehen  Sy- 
temes  genannt  wird  und  mit  dem,  in  diesem  Systeme  vorkommen- 
leo,  Logarithmen;  der  Grej3zzahl:e;=271«.v  fiXieYeinf^ 

Da  nun  der  Logarithme  der  Grundzahl  in  jeglichem  Systeme 

h 

=1  ist,  so  sieht  man  sich  durch  den  Ausdruck  log«  des  loga- 

ithmischen  Moduls   aufgefordert,  sich  ein  Logarithmensystem  zu 

enken,   dessen  Grundzahl  die   gefundene  Grenzzahl  e  ist;  was 

i5glich  bleibt,  weil  e  absolut  und   von  0  und  1  verschieden  ist 

e 

hirch  den  Uebergang  von  b  auf  e  wird  log  6=1,  daher  obige 
rrenzgleichung 

lim -pj— r =  wi  =  l. 

In  dem  Systeme  dieser  6-Logarithmen  sind  daher  die 
;eriogsten  Aenderungen  der  kleinsten  Logarithmen  den  entspre- 
henden  Aenderungen  ihrer,  der  Zahl  1  benachbartesten,  Zahlen 
[leich,  oder  der  Modul  ist=l. 

Insofern  nun  die  Analysis  selbst  auf  dem  Wege  einer  ganz 
ingekunstelten  Erforschung  von  naturgemäss  zur  Frage  sich  auf- 
?erfenden  Grenzverhältnissen  zu  der  mit  e  bezeichneten  Grenzzahl, 
md  danach  zu  den  auf  die  Grundzahl  e  beziehlichen  Logarithmen 
geleitet  wird;  und  insofern  diesen  die  in  Art.  19.  aufeezählten 
Eigenschaften  zukommen:  sieht  man  sich  ohne  Zweifel  berech* 
iget,  diese  e -Logarithmen  natürliche  zu  nennen. 


33, 

Bezeichnet  man  nun  diese  natürlichen  Logarithmen  blos  mit 
lern  einfachen  Buchstaben  1^  so  findet  man  aus  der  obigen  Glei- 
hane  6^  =  6  die  bekannte  f}il6=i.  Ferner  wenn  x  der  6-Lo- 
laritome  von  y  ist,  also  b'=^y  ist,  hat  man  auch 


x  —  \{y^), 


b 
log^=ml^. 

m 


Daraus  folgt  auch  e=y*  und  sonach,  mit  Bezug  auf  Art.  31, 
j.l==y*    ,  oder,  wenn  man  —  o)=—  setzt, 


i« 

^Hi„                     e-=,»«=Vjr  und  «=--^- 

«4 

'1 

Bringt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Grenivei^leich 

A 

« 

"     <              < 

und  setzt  noch 

3^=l"gff. 

Ig 

es  wird 
A 

^ 

wobei   das  „„lo,»  Vergleiihungszeichcn  gilt,  wenn 

__    a 

EeSJ;,'.'- 

Mmmt  man,   wie  Cblicfa,  6>1,  also   m=)oge 

positiv. 

Für  diesen  Fall,  wo  b  und  y>l  ist,  findet  man  demnai 

gemein,  wenn  man  mit  der  positiven  Zahl  logy  die  Vergle 
multiplicirt , 


l<^  — mlim(v'y— 1)k, 

i> 

far  lim-=0,  oder  ffir  limn— 4-x  ; 

"< 

daher   insbesondere    fdr  natürliche  Logarithmen,  d.  i.  für 
in=l,  und  y>  1, 

|j=Iim(Vy — l)n,  lim— =:0. 
<  "  <. 

Anders  dargestellt  ist 

|y  =  Cl— J-y....(vs-l)n. 
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wenn  man  Demlich  n  erst  negativ^  dann  positiv  setzt« 

n 

das  Verbäkniss  der  oberen  Grenze  zur  nntern  =  V^- 
Setzt  man  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 


Dabei  Ist 


80  [st 


n  n 

Vy=l+M,  und  (Vy— l.«=)nM=  T; 


Da  noch 


'*'~^1+M  •••  ^' 


—  Y^uY^i^yY^uY 


ist|  so  findet  man  um  so  mehr 

|y=  F— M  F....  F 
nd  die  Fehlergrenze  =  u  F. 


Ü. 

Ableitung  derLehre  von  den  natilrliehenL  ogarithmen 
nach   dem    dermalen  gebräuchlichen  Begriffe    der 

Logarithmen. 


34. 

I.    Pur  eine  festgesetzte  Grundzahl  b  sei  x  der  Logatrithmc) 

einer  Zahl  y^  in  Zeichen  logy  =  ;ir,  seist  (vermöge  Arl.  10)  b'^^y* 

Zugleich  ist  aber  auch  nach   dem  Begriffe  vom  Wurzelziehen 
(Radiciren) 

b 
b=zyy=  Vy; 

i  b.  radicirt  man  eine  Zahl  y  nach  ihrem  Logarithmen 

\:tz=\ogyy    oder  gewobnlicher  ausgesprochen,  zieht  man 
Ans  einer  Zahl  ^diejenige  Wurzel,  deren  Exponent  ihr 

liOgarlthme'ar=log^  ist,  so  erhält   man    die  Grundzahl 
t,  auf  die  sich  jener  Logarithme  bezieht. 

IL  Ist  die  gewählte  absolute  Grundzahl  b  —  wie  es  sein 
Umss  '^  von  0  und  1  verschieden^  so  gibt  es  zu  jeder  Absol^ut- 
^bl  y  einen  reellen  Logarithmen  an.    Denn  der  Ausnahmsfall  ^=sl 

iTand  XV.  \^ 


MW 


A 


Ul  biiiUDtliDfe  dTnrafc  jrcsft  wladlgt,   weil   fr«>K:l  iaU    In  jeden 


Fnga  SMtelll*  Loonttm»  Aberiiw^t  «in  rationaler  «ui*  di«  re- 
gelmliiigr   Fonn  (tob  """     "    ""  ""  ~ 


anderen  eigenlKeh  xm  ■  erforaaheai—  Falle,  wo  y  C 1  ist,  mi  ilet  in 
t  «in   rationaler   «ui*  di« 
Nenner    ond    Zähler) 

rifekgefllbrter  Bmahv^RMBHflli:  «^W  «o   soll  b'-^b"  =y    i 

Daan  mnas  AP=j>;  nemridi  eher  Potenz  der  Grundzahl  b  ei» 
pAtftna  dea  Lo^rithnunda  y  glüeh  arin. 

Potetuirt  mao  aber  aa wohl  die  ifgarilh mische  (irundzatil  i 
nach  allen  almbraiach  anfat^end'  geonlnetea  negativen  und  jHt- 
■itiven  ganziahligeo  BzpoDenteo  von  —<*>  bis  -f  x>,  den  Lngantii- 
mand  y  aber  nach  allen  abaolnten  ganizahligen  Exponenten  von 
0  bia  «  }  ao  mnaa.  wenn  fr^Sl  iat,  die  eistere  Potenzenreib», 
I  ÜBCndBcbklcüien  an  bis  ins  Unendlrcb- 
grosae  aofätrigea,  die  andere  Potenarähe  aber,  wenn  ?^  1  ixt. 
TOD  1  an  oMadBcIi  Bh-Alim«!     Hhhin  muss  jede  Potenz  der  leti- 


toran  Art,  wla«*,  entweder  ndt  daer'  Potenz  der  ersteren  Art, 
UmfafiUeD,     ' 

f^vi^ ,  alao  y=  i« 


1  PatenMD,  wie  yP  and  g^i  Hegen.     Im   ersteren    freilicit 
aeltenen  Palle  iat 


ffd^icb 

im  anderen  und  gewöhn  liebsten  Falle  tat 
y«=6p  ....6H-'. 

F.     -      d-L 
y=T6"  ....  6    " 


daher 


,<,g,=j....'-i^', 

und  unendliche  Vm 
grüRserung  des  Exponenten  n  nach  nnd  nach  iitimer  kleiner  g^ 
nacht  und  dem  Veracbwinden  beliebift  nahe  gebracht  werden  kan^ 
mithin  der  geforderte  Logarilhme,  aelbat  wenn  er  irrational  n"""^ 
mit  jeder  gewänschten  SchSrfe  genfifaert  sich  bestimmen  I£sst. 


Mt 


35.    . 

b  h 

Da  allgemeiu  \ogy:=:a:,  und  insbesondere  log  1=0  ist;  so 
Hrd ,  weil  in  det  mit  der  erstereti  Gleichm^g  in  den  Begrilfeti  un 
ertrennlieh  verbundenen  0^:=:y  bei  stetiser  Veränderung  des  Ex- 
xrti^nten  a:  auch  die  Potenz  i  >tetig  sich  ändert,  folglTeh  umse- 
:elirt  eine  stetige  Aenderung  dieses  liogarithmands  g  nothwendig 
enen  Logarithmus  x  auch  wieder  stetig  abändern  muss,  bei  der 
aaafhurlichen  Annäherung  des  Logarithniands  y  an  die  Grenze  1 
er  Logarithmus  a:  der  Grenze  0  zustreben  oder  unendlich  abneh. 
len.     Es  ist  nemlich,   für  limy:»!,  limar=0  oder^  kurzer  darge. 

tellt>lim  log^^O,  und  mit  Rückblick  auf)  Art.  34.  I.  ist  6=:lim(^^), 

Sei  noch  j^  — liriiy,  also  3^  =  1  +  1;,  »so    ist  lltt^is^l    gleich- 
(siteiid  mit  limijssO»  und  es  übergeht  der  letzte  Ausdrook  in 

1 
b—\m{l+fi)»,  för  Rtti-iyrriOÄltmAr. 

Ein«  Bestätigung  dieses  Ausdruckes  liefert  auch  die   be- 

Mint»  Gleichung  log6=zl,    der  vilr  die  Form  liBi(logyt=/v)=3l 

rthellen  können. 

b 

Denn  setzen  wir  ^=t&(l+(}),  so  kann  *t£iil6gy!=l  +  «  ge- 

stzt  werden^  wofern  mit  Iimj3=i:0  auch   limor^O  verbunden  ist 

ann  i«t 

6Ha  =  6(l  +  /9), 


6«=l  +  /5 


r      6==(l  +  lJ)% 


1er  vollständig 


1 
6=:lim(l+jS)«  für  lima=0=lim^. 


36. 


Erforschen  wir  noch,  in  welcher  Vergieichung,  wenn  ä:  and  ^—1 
bstimmig  sind^  die  Grundzahl  b  mit  1  stehe. 

.    Bekanntlich    gehurt >    wenn   die  Grundzahl   ("der  Potentiand) 
i^l    ist^    zu    einem    positiven  Logarithmen  (Exponenten)  x  ein 


ItogMithmand    (tine  Potei»)^^  I,;  dagegen, zn  eiDem   no^ 

LogariAmen   x  ein  Logafithmand  ^^1;  folglich  mu 

Bu  eiDcm  liOgarithmaDd  y^l,  für  den  also  der  Unterecbied  jt-lJ 

SeMtk  '**'  ""**  "*  *'"*""  Ka£  ''«g«""iinen  x  jedenfalls  einil 
Grundzahl  ä>l  gehOre«. 


VenqSge  Ait  34.  1.  lässt  sich  zu  einem  jeden  reellen  aüsolo- 
ten  Logaritfaroand  y^l,  oder  zn  jedem  positiven  oder  negaliren 
Unterschiede  i]  ^y  —  1  dieses  Logarilhmands  y  von  I,  nnd  u 
jeglichem  ihm  beigelegten  uositiven  oder  neeutiven  Logarithmeil 
X  die  entsprechende  logarimmische  Grundxanl  h,  als  die  eines 
gegebenen  Radicand  (y)  und  Wurzelexponenten  (x)  zugehörig« 
Wurzel  (b)'t  mit  vollkuminener  Bestimmtheit  berechnen.  Unter 
diesen  Annahmen  för  j  oder  für  y  — l=)j  und  ßr  x  ist  aber  ife 
liemerkenswertheste  gewiss  die,  wo  man  diesen  LogaritbnUlj 
X  jenem  Unterschiede  ij  vlillig  (in  Grösse  und  Beziehung)  gleich, 
a:=i)=y — 1,  voraussetzt  und  beide  mit  einander  unendlicb 
abnehmen,  lim:r=0,  )im»j=0,  lim  (y —  l)  =  0,  sein  läset. 

Für  diese  ausgezeichneten  Bediognagen  müssen  die  in  Art.  35. 
aufgestellten  allgemeinen  Grenzausdrücke  der  Grundzahl  b  nnth' 
wendig  eine  ganz  absonderliche  loearithmiscbe  Grundzahl 
darbieten,  die  wir  mit  e  bezeichnen  wolTen,  wonach  wir  erhalten  , 

e  =  lim  (y»^)  =  lira  (t  +  t;)'  . 

Von  dieser  Grandzahl  lässt  uns  der  Art.  36.,  weil  der  Unter- 1 
schied  y  —  l  =  ij  mit  dem  ihm  gleichen  Logarithmen  x  auch  gleich-| 
stimmig  ist,  sogleich  erkennen,  dass  sie  grösser  als  Eins  sein 
muBs.  i 


Erforschen  wir  sofort  den  Zusammenhang  dieser  ausgezeich- 
neten logarith mischen  Grundzahl  e  mit  jeder  anderen  6.  Ffllj 
diese  bietet  der  Art.  35.  die  allgemeinen  GrenaausdrScke  '| 

i  X  . 

6=lim(y')=:lim(l  +  ^)'  ^ 
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X  X 

Daher  ist  auch,  wenn  man  beiderseits  nach  -= f  potenzirt, 

lim(6^)=lim(^l  )=Iim(l  +17)1? ,      - 
biglich  Dach  obigem  Grenzausdrucke  von  e^ 

* 
X 

lim  (6^)  =  e. 


memach  ist  nun 


X 

lim— =  löge. 


^  wegen 


:r=log(y=l  +  iy) 


ich 


'     |im!2g?:==ltol2S(L±^)==,,oV 


Diese  Gleichung  hätte  sich  auch  gefunden,  wenn  man  von 
^eo  Ausdrücken  der  Grundzahl  e  die  auf  die  Grundzahl  b  be- 
ealichen  Logarithmen   genommen  hätte.     Sie    lässt   sich,   weil 

gl=:0  ist,  auch  so  darstellen:' 


h  b 


Aus  der  Gleichung  lim  (6^) =6     ^=e,     und    noch    leichter 

1?       ..17 

IS  ihrer  nothwendigen  Folge  b = lim^'^ =6     ^ ,    erhellet  >    da^s   die 

rundzahl  '6,  also  auch  der   gesanimte  Charakter  eines  jeden  lo- 

irithmischen  Systems  lediglich  von  dem  völlig  bestimmten   und 

^  X 

sm  löge  gleichenden  Grenzverhältnisse  —    den    kleinsten    Loga- 

thmen,  Xy  zu  den  geringsten  Unterschieden,  ^=^—1,  der  Lo- 
»rithmaude  ^  von  1  abhänge.  Deswegen  wird  dieses  Grenz ver- 
lltniss  der  Modul  des  betreffenden,  der  Grundzahl  b  zugehurl- 
in  logarithmischen  Systems  genannt.     Wir  bezeichnen  es  mit 

und  haben  demnach  m  =  lim—  oder 

1? 


pi  ■'■Pm^^^l 

..=  1       .V-l          1=0      (l  +  l)-!            fJH 

^^H 

^1 

Ftfr   die  auf   die    Grundzahl    e  ttezielilicbcii    Lnuaritliiiien 
1=71.  also  dei  Modul  n,==l. 

1 

r 

rforsctiung  iler  Lof'aritliinen 
ie   ausgezeichnete   lü^arithmi 
:ern    bei    diesem    logarithmis 
•M  aufdrängende  mit  dem  Nj 
GrenzverKältidss  in    das  Gl. 
;ehl,   ist  es    aDgemessen,    ä 
nderen  daeegeii   künstlichi 
ler  nur  durch  1,  letztere  abei 
:hncn. 

die  aDdeten  abergunen  kjluni:,  »< 

von  den  einen  Logarithmen 
;i  iTie  früher 

. Jogji^«,  ab«  3f^b'' 


Metzt  m^ii  l^eri« 


folgliGb' 


und  «ofort  allgemeiii 

daher  umgekehrt 

log.  artif.y  =  modul.  X  log.  nat ,  jr . 


Iftl 


40. 


Sehen  wir  nun  nach«   wie   bei  unendlicher   Abnahme  von  r^ 

i 

die  Potenz  ^l  + 17)^  ihrer  Grenze  e  sich  nähert,  ob  wachsend  oder 
abnehmend. 

Allgemein  ist 

(1  +  1)'=!  +  , +  f 
Jso  sicher 

iihebt  man  beiderseits  des  Ungleichheitszeichens  zur  Potenz   ~  , 
ip «IHSS »  wenni; ,  also  auch  -  negativ  ''^*» 


^  negativ 


1  X 


sein. 

Wenn  demnach  der  Werth  der  neffattvra  ^^^'  ^  fortwährend 

1 
nf  seine  Halbscheid  herabsinkt,    so  muss   die  Potenz    (l-|-i/)^ 

Sehritt  filr  Schritt  gj^ten**    ^^^  "**»  ^her  ron  jedem  beliebigen 

IVerthe  von  17  ausgehen  kann^  und  durch  fortgesetzte  Halbirung 
lesselben  endlich  unter  jede  angenommene  noch  so  kleime  Zam 
^efibk<NBmefi  muss;  so  muss  aacb  fiKr  jederlei  Abnahme  von  1^ 

fie  betrachtete  Potenz  gi„j^^jj  >   folglich  wird  sie  bei  unendlicher 

Unahme  von  ly  ihre«  Grenze  e  »hp»e  Ende  abnehmend    ®*^^    ^^' 

> 
lern.    Es  ist  demnach  für  lim  97  =  0  entschieden 

< 

< 

r 

Wie  man  von  hier  a«s  in  dieser  Lehre  weiter  voraehveiten 
Inne^  lässt  sich  aus  den  Artikeh  30.,  31.  «nd  33.  imschwer  er- 
ben» weswegen  wir  uns  mit  den  bisherigen  Andeutungen  he- 
iligen dürfen. 


Aulstellung  de 
men  aus  jener 
Proportic 


tarllctien  Logarith- 
e  II    logikfit  hmiscfa«! 

itrithmus. 


Elementare  Ableitungen  lies  H  auptiehrsatKes  von 
den  logarithinischen  Pioportionaltlieilen. 

Er^te  Ableitting.  Sei  a  irgend  Hne  Zahl,  a  eineZogablj 
zu  ibr,  <lurcb  die  sie  auf  «-f«  gebracht  wird,  nebstbei  sei», 
eine  aiisolute  ganze  Zahl,  so  ist 

wenn  man  diese  Potenz  auch  nicht  nach  dem  bioomisoben  Ldl^| 
Satze  in  seiner  einfacbsteu  Fassung,  sondern  bioa  als  Product  ym' 
n  binomiscben  Factnren,  deren  jeder  a-{-a  ist,  durch  geregtJle. 
Multiplicafion  eiitM'ickelt,  und  aus  alleu  Gliedern  vom  3ten  lar 
QU— 3q1  g\g  Factor  heraushebt  und  den  dazu  gebüiigen  zusammeurj 
geäetztett  Factor  durch  A  vorstellt. 

Die  Zugabe  a  sei  nun  im  Vergleich  mit  der  Zahl  a  selbst 
nur  sehr  klein,  nemlich  das  VerhSltniss  —  sei  ein  kleiner  Theil 
von  Eins,  und  zwar  so  klein,  dass  man  für  eine  er^te  Annäherung 
ivenigatens     seine     zweite    Potenz    ( ~  )     vernachlässigen,     oder 

Limf- t  =:0  annehmen  darf;   zugleich  sei  auch  die  ganze  Abso- 

lutzalil  n  nur  massig  gross.  Dividirt  man  sonach  beide  Theile  dtt 
(jleichung  dnrch  iV=a.ar-~^,  so  ist  vollständig  , 

und  (är  genügend  kleine  VerhSltnisse  -  zureichend  genähert 

Nimmt  man  nunmehr  hiwvon  in  Bezug  auf  eine  beliebig« 
Grundzahl  die  Logarithmen,  so  ist  : ' 

'"gCo  +  M")  — Iogo  =  nIloK(a  +  w)  — logo}.  ;ii 
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Die  Zugaben  a  zu  jeder  beliebieen  Zahl  a  ftSnnen  daher  im 
VerhältuisB  zu  dieser  jederzeit  so  klein  gewählt  werden ,  dass  zu 
jedem  ~  mindestens  massig  grossen  —  Vielfachen  einer  jeden 
Holeben  Zugabe  in  der  Zahl  hOchst  nahe  das  Ebensoviellache  der 
Zonahme  oes  der  Zahl  zugehörigen  Logarithmen  gehört  Mithin 
missen  die  genügend  Kleinen  Zunahmen  der  Zahlen 
(Lo^arlthmande)  den  zugehörigen  Zunahmen  ihrer  Lo- 
garithmen ganz  nahe  proportional  sein. 

Sind  nemlich  a,  a*  irgend  zwei  verbal tnissmässig  nur  geringe 
Zunahmen  der  Zahl  a^  so  verhält  sich  sehr  nahe 

«    .  log(fl-ftt)'— logg 
af      log(a + a') — loga ' 

Zweite  Ableitung.  Seien  a,  a'  zwei  Zunahmen  der  Zahl 
fl,  durch  die  sie  auf  a-\-a  und  a-\-u*  gelangt «  so  ist  das  Product 

(a+a)  (a +  «')=:  a*  +  aa  +  oa' +  aa' , 

and  wenn  man  durch  a.a  dividirt: 

a     '      a  %  a        ^ a' a' 

Nun  seien  die  Zunahmen  a,  af  im  Verhältniss  zur  ursprüng- 
neben  Zahl  a,  nemlich  die  Verhältnisse —> — »  so  klein,  dass,  wäb- 

reod  dad  Verhältniss  —  dieser  Zunahmen  unter  sich  ein  endliches 

a 

U,  die  zweiten  Potenzen  f— J  >  \j  jene  Verhältnisse  unerheb- 

lieli  klein  seien  und  deshalb  für  eine  erste  Näherung  vernachläs- 
•igt  werden  dürfen,  oder  dass 

Lim(?Y=0  undLim(0*=O 

■ 

gesetzt  werden  könne.    Dann  lässt  sich,  weil—'— =1  -)  -—ist, 

auch  das  Product  —•  —  vernachlässigen  oder  Limf  -  .  —  j  =0    se- 

tien.    Unter   diesen  Bedingungen    ist    demnach    In   zureichender 
Annäherang 


o'  «     '      a     ' 


nid  in  jedem  logarithmischen  «Systeme 

log  (a  +  a  +  «')  —  loga=  [log (a  + 1«)  -  loga]  +  [loga] . 


Die  Zunahmen  a,  u.'  zu  fedei  beliebigen  ZaKl  a  Lüonen  t 
na<:fa  im  VerhältniHs  zu  dieser  jedesmal  sa  Mein  gewählt  wer 
däsa  dei  Summe  jei^licher  Zunahmen  jeder  beliebigen  Zahl  s 
wieder  die  Summe  der  ihnen  ,ents{)rechenden  Zunah 
ihrer  zugehiirii^en  Logarithmen  entspikht.  Mithi»  eibt  es 
jederZahl  eo  geringe  Zunahmen  derselben,  daes  ih: 
die  Zuaahiuen  i  hreä  Logurit  braus  buchet  nahe  prop 

Sind  nemlicb  a,  tt'  vm  immer  für  zwei  TCrbültniss massig 
ringe  Zunahmen  der  Zahl  a,  eo  verhält  sich  hücbst  nahe  

-  J-lt>8Ca  +  a)— logg  ^H 

und  zwar  um  so  genannr,  je  kleiner  dle«e  Zonabnien  sind. 


Diese  erivicHene  Proportionalität  der  Zunahme  des  Logai 
meu  zur  hinreichend  kleinen  Zunahme  a  des  Logarithmandi 
bann  nun  hebanntlleh  einlacher  auch  durch 

[log(a  +  «)-loga]::ß 

ausgedrückt  vverden.     Verwandelt  man  den  hier  vorfmdigen  Un 
sdued,  so  darr  man  schreiben 


It^s 


log 


w«il  a  bestfiDdig  und/«  allein  yeräoderilch  «ortiiisgesetzt  ist 

*)  Dieie«  einfache  und  leicht  anwendbare'  Kennieichen  der  dim 
Proportionalität ,  dessen  ii:h  mich  bereits  in  mehreren  Anfsätcen 
kf^iäx  lOit  WeUni  Vorthail  bodiente,  bfl(U)  bereit*  Dr.  J.  J.  Jd« 
■elnea  „AqfaagiEräiiden  der  reinen  MatheniBlili",  1.  Tbl.  Arithm.,  Be 
180a,  %.  I$T,  V\  lia,  miCgetheilt  uud  im  2.  Ue. .  auf  die  Geomc 
■■Jte«ait4tj^  nnd  d^tk' kabea  raofae«  WfMni  blot  Prnf-'Wi  A.  Pir» 
■nano  in  ceinem  „liehrh.  d.  Geometrie",  2  Thle.,  Danzig^  1821  - 
Prof.  J,  Knar,  In  seinen  „Anfaag«erdnAan  der  reinen  Mathematik* 
Thle.,  Grü,  1829,  selbea  benntzt.  Die  Schrifuteller  über  Hecflanft 
Pbyalb,  vo  sich  mittela  dieiei  Kqnnieiclieiii  so  >iele  Froportionaliti 
aufs  ein  leuchtendste  enret«en  lamen ,  scheftaen  ei  bisher  noch  vomi 
TöUiE  ignoiirt  sn  haben,  ~—  Anck  in  den  ■.  g-.  eiacten  Wissenscha: 
■cheint  also  höchttena  noch  Autorität  nher  anzewöbote  Hanieren 
•ieg^n  au  können;  datnm  mäga  auf  An«mpfeUwig  diese«  SUse«  n 
enrähnt  werden ,  dasa  —  wie  ich  aehoa  anderawo  angoführt  habt 
bereit«  lila  Place  in  der  Votrede  zu  aeiner  BfiScanique  celeete  17V9  t 
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Sehreibt  man  sohiii   noch  abkürzend  '  =  71,  so  bleibt,  bei  der 

los(l  -|- 17) 
hier  bestehenden  Proportionalität,  das  Verhältniss unge- 
achtet der  Aenderung  von  ^  unverändert  und  mag  sonaen  hier  durch 
di«  imveränderlidiiQ  Zahl  m  vorgestellt  werden^  so  dass  mit 
Rücksicht  auf  die  bedungene  unendliche  Abnahme  von  17  und  auf 
(He  logarithmische  Grundzahl  b,  vollständig 

Um 'V<Vt  »?>  :^^ 

h 
\si,  UafCir  bann  man  wegen  logl=;:0  aueh  «cbreiben: 

6 


lim   ' ' '° y j  "  L  '    /•  ■ "  ■■!■  ■ "» '  SS  IM, 


nod  gelangt  demnach   wieder  zu  dem  ersten  in  Art.  32.  ausge- 
•ptochenen  Lehrsätze. 

Schreibt  man  die  vorletzte  Gleichung  in  der  Form 

loii'Um(l+iö^l=;w 


i 

Hm  (1  +  11)^  =  «^, 


aod  erwägt,  dass  b  und  it  bestimmte  Zahlen  sind;  so  ersieht^man, 

i 

dass  die  Potenz  (1  -f  ffp  bei  unendlicher  Abnahme  von  ^  einer 
bestimmten  Grenze  zustrebt,  welche,  weil  diese  Potenz  weder  6 
noch  m  In  sich  fOhrt»  sondern  lediglich  die  ^n  der  än^sersten 
Grenae  verschwindende  Veränderliche  17  «nthäH«  nothwendlg  eine 
be «sondere  Zahl  sein  muss,  die  wir  dem  Gebrauche  der  mei- 
sten Anderen  folgend,  durch  e  bezeichnen  wollen. 

Sonach  setzen  wir 

1 
llm(l+i/)^=0 

md  <M  Ist 

6»  =  e. 

Und  so  sehen  wir  uns  denn   wieder  auf  dem  durch  unseren 
früheren  Artikel  (22-24,  29—39)  bereits  gebahnten  Wege. 


IM 

8diliiaBbein«rkaiigfliL' 

Ich  schmeichle  mir  demnach  dorch  die  Tbat  erwiesen  zii  hn 
hen,  dasa  die  Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen,  ohne  Zi 
hllfenahme  der,  einer  zu  weitwendigen  Erörterung  bedärfendei) 
convergirenden  unendlichen Iteihen.  sogar  —  wiediein7>.und£.zei 
gliederten  Verrahreu  darlhun  —  buchst  ungexnungen  und  einfach  ab 
gehandelt,  und  sofort  unbedenklich  in  die  niedere  Algebra  aul 
genommen  iverden  krmne.  Elementare,  diese  Reihen  gleichfall 
aosKchliessende -  Methoden  der  wirklichen  Berechuung  natürliche 
nitd  künstlicher  Logarithmen  der  Zahlen  mittels  Hilfstafeln,  welcb< 
di«>e  Lehre  beschliesseo  niüaeen,  darf  ich  wohl  hier  übergeben 
dt  eie  ohnehin  schon  von  mehreren  Schrinstellem  gelehrt  werdet 
lind.  Die  bequemsten  datanter  scheinen  mir  die  von  Thibaa 
in  »einem  „Grundriss  der  allgem.  Arithm.  o.  Analysis",  G3ttingeB 
1SO0  uad.lääO.  ni^Mfaeifteii  ta  leia,  .  , 

Dadurch  halw  ic)i  sudMch  du  VeiipiBdw  ^0ttUit.  imdikfii 
ich  in  maioflrifiitg^t  TtrrOJnnÜichtMi,  TOfi  der  kHu.  bÖui.  Omm 
Mhaft  der  WiUraMihliftäft''H'^^del''Ekn  dtt'AUÜUw  h 
Um  Sunmiimg  von  Abhwidlimgen  (V.  Folg«.  Band  ft)  cMgMt  ■••. 
frflnUgten,  grOMeran  HoDognpfcie,  bstitolti  „"VenuA  «Swr  riefit- 
gen  Celire  von  der  RealiUt  der  TorgebU|li  laMdnlreo  Oi9mm 
der  Algebra,  oder  einer  Grandlehre  tob  der  ADlenknag  algik 
GrABMobeieichnaDgen",  4.  1850.  Prag,  (Calre),  S.  B7,  Noto^jB- 
geben  habe.  Und  sonach  dflriten  bdde  diese  Abhandhn>g«BKeB- 
nem  genugsam  verständlich  zeigen,  wie  zur  —  noch  immer  seh 
noth  thnemlen  —  streng  wiss^enscbaftlichen  Vervollständigung  tanl 
folgerechten  Richtung  der  späteren  Partien  der  Algebra,  nacndd 
7  Grandrechnnngen  und  ihrer  Anwendung  auf  die  erst-  und  swdt 
gradigen  Gleichungen,  naclf^ einander  die  Lehren  von  den  naSb- 
lieben  Lo^rithmen,  von  der  Ablenkung  der  algebraiacbia 
GrSaseabeziefauDgfin,  vom  Potenziren  nach  imaginären  (^lenke^l 
beziefalicben)  Exponenten  und  von  den  damit  engstens  zniammeB- 
hängenden,  folglich  nur  allein  in  die  Algebra  gehSrieen  s.  g.  n- 
niometrischen  Functionen  abgehandelt,  und  schliesBüch  aof  mei 
ihrer  hedürfende,  Lehre  von  den  allgemeinen  hnhereo  Gleichav- 
gen  angewendet  werden  kOnnen. 

N^bstbel  wird  eine  solche  elementare  Darstellung  der  Lehra 
von  den  natürlichen  Logarithmen  auch  von  einer  systematiscbM 
Grundlage  der  Differentialrechnung  geheischt,  damit  man  die  Her- 
leitung  aer  Differentialverhältnisse  exponentieller  logarithmiMkw 
nnd  goniometrischer  Functionen ,  ohne  Hilfe  der  conveiräenden 
Reihen  und  der  Geometrie,  durchzuftlbren  und  sofort  zur  Entiriet 
lung  der  Functionen  in  convergente  Reihen  nach  dem  Taylor'schm 
Lehrsatze  überzugehen  verntitge. 
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IV. 

f 

Das  Malfattische  Problem.  Beweis 
der  Steinersdien  Constmction« 

Von  dem 

Herrn  Oberlehrer  A,  Quid  de 

am  Gymnasiam  %n  Herford. 


Die  folgenden  Untersuchungen  wurden  veranlasst  durch  die 
VOD  Adams  im  Jahre  1846  herausgegebene  kleine  Scbrifl  Qber  das 
Malfattische  Problem.  Die  Analysis,  welche  Adams  zu  der  ele- 
gaoten  Coustruction ^ von  Jakob  Steiner  gibt,  befriedigte  mich 
niditt  weil  sie  nicht  rein  planimetriscfa  war,  sondern  auf  eineGlei- 
draDg  zweiten  Grades  sich  stützte.  Die  folgende  Analysis  hält 
lieh  in  rein  geometrischen  Betrachtungen  und  ist,  wenn  die  vor- 
bereitenden Sätze  einmal  bekannt  sind,  zugleich  sehr  einfach  und 
libersichtlich. 


Ohne   den  Ort  der  Punkte  weiter  zu  erörtern,    von  welchen 
an  zwei  Kreise  Tangenten  mit  bestimmter  Summe  oder  Differenz 
geben,/  welcher  Ort   ein  Kegelschnitt  ist,    leuchtet   doch  so  viel 
uf  den  ersten  Blick  ein ,  dass  die  Tangenten ,  die  von  den  Punk- 
ten der  gemeinschaftlichen   inneren    oder  gemeinschaftlichen  aus- 
•ereo Tangenten  an  die  Kreise  gehen,  stets  eine  bestimmte  Summe 
•der  Differenz  haben,  nämlich  das  zwischen  den  Berührungspunk- 
ten liegende  Stück  derselben.    Dass  dieser  Satz  auch  umgelcehrt 
rilt,  dass  also,    wenn  die  Summe  oder  Differenz  der  von  einem 
Punkte  an   zwei  Kreise  gehenden  Tangenten    der  Länge  der  von 
den  Berührungspunkten  begrenzten  inneren  oder  äusseren  gemein- 
schaftlichen Tangente  der  Kreise  gleich  ist,  dieser  Punkt  auf  einer 
inneren  oder  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Kreise  lie- 


gw  HOM.  ÜHt  picb  Mefat  seiffen.  Es  sei  ^  fTaf.  III.  Fig. 
eh  aokkr  P«U,  dui  MB-MA=PQ.  snd  es  liege  ül  n  _. 
uf  P9;  HiM  />  imd  C  die  Scfanittpimlite  von  BM  und  .^üf  mit 
Pq,  lo  DB=DP,  CA=C(l:  MB=BB~DM,  iaA=CA+iaCi 
—  aoU  MB-mA=PQ,  al«o  DB—ÜM-CA—MC^PQ,  odoi 
DP-DM-Oa-mC=PQ  oder  OC+PQ—D»-MC=PQ  od« 
DC=DM+MC  uia,  wu  bieht  müglicli  ist,  wenn  ^  niclit  auf 
Pfl  liegt 

BiM'halw  DOn  drei  Kreise  I,  2,  3,  mit  drei  eemeinBchafffi- 
dl«n  TaogeDteDXTaf.  Hl  Flg.  5.),  die  durch  einen  PnnktPgdteD; 
.^,£  MlflD  die  Berthran^qm niete  des  eretea  ,  C,D  des  sweites, 
^F  des  dritten.  Es  sdeo  fieroer  die  gemeinschaftlichen  Tangen- 
ten innere  wie  In  der  Fignr.    IHAn  hat  dann 

UPA  +  Pf^AF,    PD+PE=DE; 

PA-PD=AF~BE; 

P4r,r,par=^P8.:rJ>Cir^Ci 


AF~DE^BC. 

Constrntrt  man  nun  fSr  die  Kreise  3  uod  1  die  zireite  inner«  ffr" 
meinscbaflliche  Tangente  FiA,,  ebenso  fiirS  und  2  die  2te  £|Ai 
welche  sieb  in  Pi  schneiden,   si>  hat  man 

PiFi+PtAi  =  AiF^,     PtE,-Ptl>i^DiEt; 
PjAi  +PiDi^AiF^  —  D^Eti 


AtFi=AF,    DiEi  =  DE, 


AiFi~DiE,=  BC, 


d.  h.  Pi  'nanss  wieder  auf  «iner  der  inneren  ^meinschafllV 
Tangenten  der  Kreise  t  und  2  liegen ,  dieses  Mal  znischeip 
beiden  BerQhningspnnkteu.  Diese  kann  nii;ht  wieder  die  r 
BC  sein,  wenn  sich  nicbt  die  Kreise  1  und  2  selbst  beruhri; 

Denn   mau  -nenne  (Taf.  IV.  Fii;.  6.)    S   und   R    .._   _.. 
schnittspunbte   von  FA  und  FiAi,   und  von  ED  mit  EiDiJ"» 


leiracMe  dieeie  vier  Taoeenteik    Wäre  nuD  P/\ »  die  DiaffOnale 
bs  Vierecks  RPSPi  y  die  gcrmeiiMschafUiche  Tangetito  der  Kreise 
and  2  mit  den  Berührungspunkten  B  und  C,  so  wäre 

W  +  P4*  =  PiFj  +  SF--  ÄFi  ~PF  =:P^Fi^  PF^P^E^  -  P£ 
=P^E^  +  RE^''R£^PR=PiR  +  RP; 


PB=PC. 

Es  lässt  sich  aber  die  obige  Scblussweise  nicht  auf  jede  Art 
wneinschaftlicher  Tangenteü  anwenden.  Hätte  man  z.  B.  statt 
u  Kreises  3  (Taf.  lU.  Fig.  5.)  den  Kreis  4  mit  den  Beruhrungs- 
iiokteo  G  und  J9,  so  hätte  man 

PG^PD^DG,  PA-^-PH^rHA-, 

ad  wollte  man  nun  PG^PH  verschwinden  machen,  so  erhielte 

lan 

PD  +  PA=:DG+AH, 

elches  keine  Beziehung  zwischen  den  Längen  der  von  den  Be- 
ihrungspunkten  begrenzten  gemeinschaftlichen  Tangenten  BC, 
\H,  DG  ergibt.  Eine  solche  findet  überhaupt  nur  statt  für  ent« 
eder  drei  innere  oder  eine  innere  und  zwei  äussere  gemein- 
shaftliche  Talenten ,  wie  die  Betrachtung  einer  Figur  mit  Leich- 
gkeit  Idirt    Somit  hätten  wir  also  folgenden 

Lehrsatz  ].  Wenn  drei  innere  gemeinschaftliche 
angenten  dreier  Kreise  oder  eine  innere  mit  zwei 
usseren  einen  gemeinschaftlichen  Durchschnltts- 
unkt  haben,  so  haben  die  drei  anderen  gemeinschaft- 
chen  Tansi^enten  derselben  Art  ebenfalls  einen  ge- 
leinscbaftlichen    Durchschnittspunkt. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  zwei  solche  Tangenten  eine 
erade  Linie  bilden,  ist  der  Berührungspunkt  als  ihr  Durchschnitts- 
unkt  zu  betrachten.  Z.  B.  Taf.  IV.  Fig.  7.  Die  äusseren  Tangen- 
3n  der  Kreise  1  und  3,  2  und  3  fallen  in  die  Gerade  6f£f  zusam- 
len.  Wenn  nun  die  anderen  äusseren  Tangenten  dieser  Kreise  GB, 
ID  aich  auf  der  inneren  der  Kreise  ]  und  2  in  P  schneiden,  so 
drl  die  andere  innere  von  1  und  2  durch  den  Berührungspunkt 
^  gehen ;   denn 

FA^-^FCc^  KB--DE=PB^PD-PL--PM=zLM, 

■voraus  nach  dem  Obigen  die  Behauptung  sich  ergibt. 


*^( 


Wir  aprecben  den  hiermit  eiwieseoeD  Satz  in  Rficbsicht  anf 
unsere  Aufgabe  vorzugsweise  för  den  folgenden  besonderen  Fall 
aus: 

Lehrtatt  2.  Wenn  die  äusseren  gemeinschaftlichea 
Tangenten  <Taf.  IV.  Fig.  7.)  des  Iten  und  3ten,  2ten  und 
3ten  dreier  Kreise,  BK  und  DE,  sich  auf  der  inneren 
des  Iten  und  2ten  t^achneiden,  in  P,  wahrend  dit 
anderen  Süsseren  AF,  CF  eine  gerade  Linie  blildes, 
so  geht  die  andere  innere  durch  den  Berüfarnngepunkt 
.F  des  3ten  Kreises.  


Wenn  (Taf.IV.Fig.8.}  4  durch  denselben  Punkt 'gebi. 
itäe  (Strahlen)  von  zwei  geraden  Linien  geschnitten  werden,  c 
M«te  in  A  und  ^, ,  die  zweite  in  B  und  B^,  die  driHe  in  C  u: 
Cj ,  die  vierte  in  />  und  D^ ,  so  sind  die  aus  den  Abschnitt 
en^recbend     gebildeten    an  harmonischen    Verhaltnisse    einandü 

Sleich;  Ein  «olches  an  harmonisch  es  Verbältoias  ist  bekanntHi^ 
as  Verhäitniss  von  zwei  Verhältnissen.  Die  Glieder  des  env 
und  zwei  von  demselben  Punkte  ausgehende  Abschnitte,  die  A 
anderen  erhält  man,  wenn  man  den  Ausgangsnunkt  in  jenen  iL 
dem  noch  übrigen  vierten  Punkte  vertauscht.  Die  Figur  ist  lein 
zu  entwerfen.     Es  wäre  demnach 

AB,JJB  _  AjBt^DjBi 
AC'  DC~  Ait\''  DJX 


^B   CB  _  AiB,    CjBi       ^CBCAiCi  .ß,Ci 
ADCD~AiUi'CiDi'     AD'  BD~  J,0, 'Z^' 

Der  Beweis  ist  leicht  zu  führen,    wenn  wir  ihn  nicht  als  faebanni 
voraussetzen  wollen.    Nehmen  wir  z.  B.  die  erste  Gleichung. 


AS  AB      AB 

ASAC'—AC 

wegen  der  gleichen  Htihe;   eben  so 

ASDB       DB       ASAjBi      A^Bi    dSD^B, 
ASDC       ßC     ASAiC^       A^C,'  dSDi(\ 

n 

Wegen  der  gleichen  Winkel  an  der  Spitze  verhallen 

sich  aber 

ASAB         SA. SB        SAC        SA. SC        SDB 
ASA^Bi       SA,.SBi'     SAiC\      SA^SC,'     ÄO,fi, 

SD.  SB 

-SA.S«. 

SDC-       SD .  SC 

so,c,      SD,.SC- 
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folglich 


SAB    SAjB^      SA. SB   SAj.SBi      SB^SB^ 
SAC'^Ci-^  SA.SC'  SAi.SCx^  SC* SC, 


und 


SDB  S/>i ^1      SD. SB . SD^ . Sg,      SB,  SBi 
SDC  SD^Ci  "  SD.SC   SD^  .SC^  "  SC  SCi  * 

ivoraus  die  Behauptung  sich  ergibt. 

Ob  die  Linien  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Sei- 
ten von  S  gezogen  sind>  ist  ganz  gieicfagfiltig. —  Offenbar  kommt 
SS  nicht  darauf  an ,  dass  die  ptrahlen  SA  und  SAi  ^  SB  und  SBx 
L  s.  w.  in  derselben  geraden  Linie  zusammenliegen;  die  Strah- 
Mibüschel  können  auch  eine  getrennte  Lage  haben  5  «wenn  sie  sich 
mr  zusammenlegen  lassen»  wenn  also  nur  die  entsprechenden 
Strahlen  gleiche  Winkel  mit  einander  bilden.  —  Wenden  wir  nun 
fiesen  Satz  auf  4  Tangenten  eines  Kreises  an.  Es  seien  (Taf.  V. 
Eig.  9.)  B  und  E  die  Berührungspunkte  zweier  von  A  ausgehen- 
len  Tangenten  eines  Kreises  um  M\  eine  dritte  schneide  AB  in 
C,  AE  in  Gy  eine  vierte  AB  in  D,  AE  in  F;  ziehe  MA,  MB, 
MC,   MD,   MG,    MF,    ME.      Winkel     CMD=ACM-ADM 

=  ^ACG-^^ADF;  Winkel  GMF  =:^ AFD --^^ AGC.    Es  ist 

aber 


also  auch 


ACG  +  AGC:=^  ADF  +  AFD, 


.j  ACG ;—  J  ADFr=z  I  AFD  -  ^AGC, 


iLso 


CMD  =  GMF, 


Ferner 


DMBz=zW*-^^ADF, 

FMA=^^DAF  ^\DFA^ADF:=z^ß^^^^ADF, 

}o  dass  FMA  ==  dem  Winkel,  den  die  Verlängerung  von  BM 
iber  M  hinaus  mit  MD  bildet.  Endlich  AMEzn  AMB  oder  auch 
ier  Winkel,  den  die  Verlängerung  von  EM  mit  AM  =  dem,  den 
iie  Verlängerung  von  BM  mit  Am  bildet.     Die  beiden  Strahlen- 
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bäschel  MCDBA  und  MGFAE  lassen  sich  also  in  einea  einigtt 
zusammenlegen,    A&ss  MC  aai  MG ,   MD  aal  ÜIF,    MBa»£'- 
Verlän^ertmg    von   MA    und    MA  uuf  die    VetlängerHDg  voo  t 
lallt.     Daher  hat  man    zHiscbeii  den  Abschnitten  det  Yon  A  i 
gehenden  Tangenten  folgende  Beziehnng; 


CA  ,BA 
CD ' BD ' 


GE   AE 
ÜP-  AF~ 

oder,  da  AB~AE: 

GE.AF.CD=GF.  CA .  BD. 

Beschreibt  man  nun  einen  Kreis ,  der  DF,  and  AD  in  C,  id 
einen  aweiten,  der  CG,  und  AG  in  F  berührt,  mit  den  Mitt^ 
punkten  N  und  P,   so  ist 

Pfi_FG      NC       CD 
ME~  EG'     MB~  BD' 

und  (lies  in  obige  Gleichung  eingesetzt: 

AF.ME.!yC=AC.PF.MB, 
oder  da  MB=ME-. 

AF.NC=AC.PF,    AF:FP=AC:CN; 

woraus  sich  ergibt,  dass  Winkel  PAF=JSAC.     Also 

Wenn  vier  ;^erade  Linien  '. 
ihren  und  man  beschreibt  zwt 
Tangente    1    im  Du, 


I,   S,  3;4^ 


n  Kreis  be 

hnif  tapunlile 

t  <t,  und  Tangente  4,  der  andere  1  im  Durcbjschnitts- 
nkte  mit  4,  und  Tangente  3  berührt,  so  hlldetdit 
m  Durcbscbnittspunkte  der  Tangenten  1  und  2  nschi 

Mittelpunkte  des   ersten    gezogene   Linie  mit  dr 


-Tangente  1   denselben  Winkel, 
tel))unkte  des  zweiten  gezogem 


lit  de 


) 


Nach   diesen    Vorbereitungen  schreiten  wir  ?.m  Malfattiscbni 
Aufgabe -aellist.     Sie  heisst:  \ 

In  ein  Dreieck  drei  Kreise  zu  beschreiben,  ivetcbe  ei^ 

ander  und    einzeln  ie  zwei  Seiten  des  Dreiecks  "i 

ßerübren.  ,^j 

Wir  ueniien  im  Folgenden  die  vorlioniineiiden  Kreise  mit  ihrea< 
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Man  denLe  sich  in  das  Uieieck  ABC  drei  Kreise  beschrie 
Bf,  8,  y,  »oQ  denen  a  die  Seiten  AB  und  AC,  ß  die  Seiten 
iA  und  BC,  y  die  Seiten  CA,  CB  berfibit  und  die  imUebrigen 
M  beschaffen  seien ,  dass  drei  ibrer  gemeinscbalUicben  inneren 
Tangenten  sich  in  einem  Punlite  P  schneiden.  Uie  der  Kreise 
^  nnd  y  schneide  femer  die  Seite  BC  in  Aj ,  die  der  Kreise  y 
und  «  schneide  AC  in  ^,,  die  der  Kreise  a.  und  /3  schneide  AB 
Man  beschreibe  drei  Kreise,  welche  je  ztvei  der  3  ge- 
mein sc  halllichen  Tangenten  von  a,  ß,  y,  und^je  eine  Seite  des 
Dreiecks  berühren,  und  zwar  jedesmal  die  Seite,  welche  von  dem 
Kreise,  an  welchem  jene  zu  gleicher  Zeit  Tangenten  sind,  nicht 
lerührt  wird;  also  einen  Kreis  a,  welcher  P^,  Piui  und  BC, 
inen  6,  weichet  Pnij,  Pk^  und  AC,  einen  c,  welcher  Pki,  P/, 
id  AB  berfihrl.  Es  haben  dann  die  Kreise  a  und  b  die  Linie 
_ .  id  c  die  /*/-, ,    c  und  a  die  Pli    zur  gemeinschaftlichen 

Meren  Taagente.  Da  demnach  drei  innere  gemeinscbuftliche  Tan- 
nten  dieser  Kreise  a,  b,  c  sich  in  demselben  Punkte,  in  P 
_  ahneiden ,  so  werden  auch  die  zweiten  inneren  gemeinschaftlichen 
'tBecnteo  {nach  Lehrsuta  1.)  einen  gemeüiaamen  Durcbschoitts- 
mft  haben.  Er  heisse  .S.  Uetrachtet  maa  die  Kreise  a,  b  und 
,  80  zeigt  sich ,  dass  zwei  äussere  und  eine  innere  gemeinschaft- 
sfae  Tangente  P  zum  gemeinsamen  Durcbschuilts[iunLte  ha- 
tn,  näinlich  die  äussere  von  a  und  y,  die  Verlängerung  TimPli, 
i»  ftflssere  von  6  und  y,  Pk^,  die  innere  von  a  und  b,  fjw,.  Es 
ich  die  anderen  äusseren  und  die  andere  innere  sich 
demselben  Punkte  schneiden.  Uie  zweite  äussere  von  e  und  y 
it  BC,  von  b  und  y,  AC,  so  dass  also  die  «weite  innere  von  a 
id  b  durcb  C  gehen,  SC  sein  wiuss.  Auf  gleiche  Art  ergibt 
1^,  dass  die  zweite  innere  gemeinschaftliche  Tangente  von  ü 
id  c,  SA,  von  c  und  a,    SB  sein  muss. 

Es  haben  aber  die  ursprünglichen  Kreise  noch  drei  andere 
wre  gemeinschaftliche  Tangenten,  welche  sich  ebenfalls  in  dem- 
Ibcn  Punkte  schneiden  nifissen.  Dieser  Punkt  heisse  P^  und  es 
f,  der  obigen  Bezeichnung  entsprechend,  U  der  Punkt,  in  wel- 
BlB  BC  von  der  an  ß  und  y,  /  nn  AC  vnn  der  an  y  und  a,  m 
a  AB  von  der  an  «  und  ß  getroffen  wird.  Man  construire  wie- 
drei  Kreise,  u,  berührt  von  BC ,  P.m  und  P,l;  b,  berührt  von 
C,  /*,m  und  Pik;  c,  berührt  von  AB,  P^k  und  P^l.  Durch 
Dwendung  derselben  Schlüsse  auf  diese  drei  Kreise,  wie  oben 
if  a,  b,  c,  ergibt  sich,  dass,  da  ihre  ersten  inneren  gemeinschaft- 
IwD  Tangenten  in  P,  zusammenlaufen,  ihre  zweiten  ebenfalls  in 
laem  Punkte  zusammenlaufen  müssen ,  den  wir  ,Sj  nennen ;  und 
i  diese  zweiten    S^A,  S,B .  S^Cscin  müssen. 

Ferner:  a  hat  mit  y  die  gemeinschaftliche  äussere  Tangente 

Fi;  mit  ß,  Pili;    die  eine    innere  von  y  und  ß,  P/r,  geht  eben- 

Ibdarch  P:  die  anderen  äusseren  von  sundy,  a  und  ß  fallen  in 

Gerade  C6' zusammen;  also  muss  (nach  Lehrsatz  2)  lüe  zweite 

■re  von  ß  und  /,  Pik,   durch  den  Berührungspunkt  von  a  mit 

'    gehen;     k  muss   der  Berührungspunkt    von   a  mit  BC  sein. 

iernach  ist  es  leicht   zu    zeigen,    dass  ki    der  Berührnngspnnkt 

mit  BC  sein  muss,  sowie  l  von  b,  L  von  6.   mit  AC,  m 

nit  AB. 


I 


Eine  An  wen  düng  des  Lehrsatzes  3  auf  den  Kreis  ß  s.  6,,  nti 
den  Kreisen  C|  and  a,  wo  Bm^,  Bk,  Pift,  Pm  vier  T&nseaUl 
von  ß  sind,  C|  die  Bttti  in  ttti,  ausserdem  P,/c:  a  die  Br  \b  k 
auf^H^rdera  Pm,  lierfihrt,  zeigt  man  Bogleicli ,  dass  ^nBlr=CiBu 
»Aer  SBC^SyBA.    V^enm  SCB^StCA,  SAC=  StAB. 


n 


Wären  mm  die  ersten  Kreise  a,  ß,  y  so  genommen,  diuie 


ÄCd  = 


^ACB,  SBC^^ABV,  SAC= 


CAB, 


so  würden  SC  und  SiC  SB  und  SfB,  SA  und  S,A,  S  und  ^ 
KUBararaenfallen  und  damit  aucli  die  Kreise  n  und  a, ,  6  und  Iv 
c  und  Cj.  Es  fiele  dann  aber  aucli  PI,  mit  P,/  zueammen,  li 
zweite  innere  ^cnieinsi:haftliclie  Tangente  der  vereinigten  Kreill 
n  und  d,  mit  den  vereinigten  li  und  A, ,  deren  erste  SC,  fenl 
PA,  mit  P[A-,  PtHi  mit  PiVu.^P  mit  P,.  Somit  wären  die  beMi 
inneren  gemeinschalt liehen  Tangenfen  der  Kreise  a  und  ß,  m 
Kreise  a  und  y,  der  Kreise  ß  und  ^  jedesmal  in  eine  zusaimMl 
gefallen;  die  Kreise  würden  einander  (terflliren.  Hiermit  sind  n 
tiei  der  Striner'schen  Anniieung  unserer  Aufgahe  angelangt'  R4 
bire  die  W'inhel  des  Dreiecks,  beschreibe  in  die  dadurch  enlstw 
denen  Dreiecke  [SAB,  SBC,  SCA,  wenn  SA,  SB,  SCdie  die  Wi* 
kel  halbirenden  sind}  Kreise,  constniire  ihre  inneren  gemeinecbifr 
liehen  Tangenten;  diese  werden  die  fcemeinsrhaftlicbeo  Tang» 
teil  der  gesuchten  Kreise   sein. 


) 
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Msenssion   einer   Carve   der   driUen 

Urdnnne  und  Dreitheilimgr  des  ITIn- 

kels  mU  Hülfe  dieser  Curve. 

*  •  ' 

Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  R*  Boy  man, 

Gyinnaaiallehrer  zh  Coblcnz. 


1. 

Bezeichnen  bei  der  Annahme  meines  rechtwinkligen  Coordina- 
kw-Systems  a  und  6  zwei  constante  Geraden,  die  wir  Parame- 
ter nennen  wollen,   so  drfickt  die  Gleichung 

,  (or — a)ar^  +  (^+ ö)y* = 2bxy 

NQe  Linie  der  dritten  Ordnung  aus,  wie  man  sogleich  ersieht, 
<venn  man  diese  Gleichung  nach  der  Veränderlichen  x  ordnet, 
frodurch  man  nämlich  erhält: 

a:'— aa;* — 2ba:y  +  xy^  +  ay^  =0 . 

iVäre  von  den  beideo  Constanten  die  eine  6=0,  so  gäbe  die  re- 
ultirende  Gleichuog 

o;* — aa?*  +  or^^  +  a^f*  =  0 

Umer  noch  eine  Curve  der  dritten  Ordnung,  und  die  Form  die- 
Br  Gleichung  z^igt,  dass  die  durch  dieselbe  dargestellte  Curve 
ur  Abscissenaxe  symmetrisch  liegt,  also  durch  dieselbe  in  zwei 
pngraente  Zweige  getheilt  wird.  — •  Wäre  dagegen  a=:0,  so  er- 
leite  man 


die  GlticbuDB  eines  KreUes  (bexogeti  auf  eioen  Punkt  i 
pherie}.  —  Wären  etidlkti  beide  CoDstanlen  gleich  Nul 
gäbe  sich: 

die  Gleichung  eines  Punktes ,  des  Aiifani^spunktes  der  Courdinaten, 


chun«   zuTlick ,    um  zunächst 
rflcktenCurve  {Taf.S.Fig.lO.) 


.  _  daraus   ersichtlich ,    dass  in 

^  I  Glied  enthalten  ist. 

v=0  und  y=b,    d.  h.  die 

Cu..„  c V.        „  ..       „..=>-.iaxe   in   einem  Punkte  fl 

In  der  Entfernung  a  vom  Coord  inaten- Anfan  g,  und  die 
auf  die  Abscissenaxe  in  li  errichtete  Senkrechte  in 
in   einem  Punkte  £  in  dem  Abstände  b  von  diesir  Axe. 

Die  in  der  Gleichung  vorkommende  Constant«  a  i^t  also  vom 
Anfunge  der  Coordinaten  an  auf  der  A b süsse naxe ,  die  ConstuDte 
b  dagegen  auf  einer  in  der  Eotfernun^  a  vom  Coordinaten-Anfang 
zur  Ordinatcnaxe  parallelen  Geraden,  und  zwar  von  der  Absciseen- 
aie  an  genommen.  Die  Gerade  a  ist  der  Haiiptparameter,  die 
Gerade  6  der  Nebenparameter  der  Curve. 


Setzt  man  x= 
Entfernung    ~a 


»=y 


a,  so  ergibt  sich  y^^T 
om  Anfang  der  Coo 
ete  Senkrechte  beg 
izigen    Punkte   L,     < 


d4«  in  d«r  Entfernung  <iB=6  Tom  Cootdlnatea-H.'tAlNj 
ZBT  Ordinatenax«' parallel  gezorene  Geiail*  sObuwM 
die  Curve  in  zwei  Punkten  ff  «nH  D\  fflr  diese«'»»(fW 
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rdinate  gleich  der  Abscisse,  für  jenen  i«t  die  Ordi- 
skte  der  vierten  Proportionale  zu  der  Summe  beider 
arameter,  ihrer  Differenz  und  dem  Nebenparamet^r 
leicb. 

Setzt  man  a;  =  —  6,^    so   ergibt   sich  ^=6  und  y= "  aJT    ' 

h.  auch  die  in  der  Entfernung  OM=^ — b  vom  Coordina- 
>n-Anfaug^  zur  Ordinatenaxe  parallel  gezogene  Ge- 
ide  schneidet  die  Curve  in  zwei  Punkten  J  und  N^ 
ach  hier  ist  ffir  diesen  die  Ordinate  gleich  der  Ab- 
risse, während  für  jenen  die  Ordinate  der  vierten 
roportionale  zu.  der  Differenz  beider  Parameter^ 
irer  Summe  und  dem  Nebenparameter  gleich  ist. 

Man  wird  bemerken^  dass  die  Ordinaten  der  Punkte  Xi  und 
*,  deren  Abscissen  dem  Uauptparameter  gleich  ^  aber  einander 
itgegengesetzt  sind,  sich  wie  die  Quadrate  des  Haupt»  und 
ebeoparameters»  und  dass  die  Ordinaten  der  Punkte  J  und  72, 
sren  Abscissen  dem  Nebenparameter  'iijeich ,  jedoch  auch  einan- 
sr  enteegengesetzt  sind,  sich  \^ie  die  Quadrate  der  Summe  und 
3r  Differenz  beider  Parameter  verhalten. 

Setzt  man  a?  =  4:(x>,  so  ersiebt  man  au/^  der  in  Beziehung  auf 
aii^l5s*tett  Gleichung 

B8S  y  alsdann  imaginär  ist;  -auch  erkennt  man,  dass  y  so  lange 
naginfir  sein  wird,  als 

x^±^WTb^ 

4:  die  Abscissen  der  Curve  sind  also  immer  kleiner 
Is  die  Quadratwurzel  ans  der  Summe  der  Quadrate 
er  beiden  Parameter. 


4. 


Setzt  man  y=0,  iso  ergibt  sieh  x=^Q  und  x^^-ui  die 
lurve  schneidet  also  die  Abscissenaxe  ausser  im  An- 
angspunkt  der  Coordinaten  noch  in  einem  zweiten, 
af  der  positiven  Seite  der  Ordinatenaxe  gelegenen 
^unkte  n\  di'e  Abscisse  dieses  Punktes  ist  dem 
lauptparamcter  gleich. 

Setzt  man  v=b,  so  folgt  xzzia,  x=zb,  a?= — 6>  d.  h.  die 
l«rve  wird  durch  eine  in  dem  Abstände  b  zur  Abscis- 
enaxe  parallel   gezogene  Gerade   in  drei  Punkten  £ 


D,  N  geschnitten,  von  welchen  der  erste  den  Haupt- 
Parameter,  die  [(eiileii  andern  {der  eine  aiiT  der  nnsili- 
ven.  der  andere  auf  der  u  e^ntiven  Seite  der  Ordfnatmr^ 
axe)  den  N  ehcn  jiaranieter  zur  AbsciHNe  haben.  u 

Setxt  man  y^-jl^n,  so  ergibt  sich:  ij 

x'—aj;^+  (n'^  +  'Ibit)^  +  ««2=0. 

Da  in  dies<:r  (ilekhung   eines   un<;craden  (irades  das  leinte  ^Uel^ 

EOBitiy  ist,  so  hat  diedellte  eine  negative  reelle  Wurzel;  die 
eiden  andern  Wurzeln  der  Gleichung  werden   lur  ) 

w>  Vio'^  +  (.2  +  t.  i) 

wo  +4  dem  Werthe  +n,  und  —fr  dem  Wcrthe  — n  enteptichti 
imaginär;  liir  kleinere  Werthe  von  n  sind  beide,  wie  man  ao 
dem  dgppelten  Zeichenweehsel  ersieht,  bei«tändig  positiv  anj 
reeih  die  Curve  hat  demnach  nur  einen  Zweig  mit  -~ 
sitiven  Ordinaten  \ißA  negativen  Äbscisüeii, 
ebenso  nur  einen  Zwei^  mit  negativen  Abscissen 
zni^leich  negativen  Ordinaten. 

Setzt  man  endlich  ^=4=  ex,  eo  ergibt  »ich  x=—a,  A.  h.  i\ 
Curve  erstreckt  sich  sowohl  auf  der  positiven  al?  au) 
auf  der  negativen  Seite  der  Abeciiüsenaxe,  aber  Dl 
auf  der  negativen  Seite  der  Urdinateoaxe  In'ä  Uneuilj 
liehe.  Während  aber  die  Ordinalen  in's  Unendlich^ 
waehseti,  nShern  sich  die  Abscissen  einer  endticfalf 
Gräiize,    welche  dem  Raup tiiarameter  gleith  ist. 


Man  lege  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  eine  be- 
liebige die  t^uTve  schneidende  gerade  Linie  OA,  welche  dei 
Nebenparameter  HE  oder  dessen  Verlängerung  in  dem  Punkte  C 
begegne.  Die  Gleichung  einer  solchen  durch  den  CoordlnalR^ 
Anfang  gehenden  Geraden  ist  bekanntlich 

Daher  ist  CH=y.a,  und  da  EC=EH—CH,  so  Ut 

EC=b—ta.  I) 

Seien  ferner  ;r,  und  vi  die  Ordinaten  des  Durcbschnitlspnnktes  ^ 
der  Geraden  OA  mit  der  Curve.  und  sei  E  mit  A  verbundni 
so  ist  ' 

.11 

£-J-\^(;t.-tf)»-Ky,-6)«. 

Aus  den  beiden  Gleichungen,  der  Curve  und  der  Geraden.  inBt' 
Hebung  auf  diesen  ßurcbschnittspunkt.  nXmIich:  '  '' 


^       ÄtMx 
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OTi^— iwri*— 26a?,yi  +^1*1*  +  «yi*=0, 

findet  Ulan  aber  für  rlie  Coordinaten  a:i  und  ^^  des  Durcbschnittä- 
ponktes  A  folgende  Werthe: 

__  a  +  2&y — ay^  ay  -h  2&y^  —  gy^ 

kibstituirt  man  diese  in  den  obigen  Wiirzelaasdrnck  von  EA,  so 
Tgibt  sich  nach  Ausziehung  der  Wurzel  und  einigen  nöthigen 
(eductionen: 

EA=b—ya.  2) 

Uis  (1)  und  (2)  folfft  nun 9  dass  EAzziEC,  d.  fa.  in  Worten: 
ede  beliebige  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
aten  gelegte  gerade  Linie  schneidet  den  Nebenpara- 
leter  oder  dessen  Verlängerung  und  die  Curve  in 
wei  Punkten,  welche  von  dem  Endpunkte  £  dieses 
Parameters  gleich  weit  entfernt  sind;  —  diese  drei 
^ankte  bilden  also  immer  ein  gleichschenkliges  Drei- 
A,  dessen  Scheitel  der  Punkt  E  ist. 

Diese  Eigenschaft  der  Curve ,  auf  welche  wir  später  noch  zu- 
D(U[ommen  werden«  gibt  uns  zunächst  ein  leichtes  Mittel  an  die 
land,  dieselbe  durch  eine  Reihe  von  Punkten  zu  construiren, 
Dd  darnach  hat  dieselbe  die  Gestalt,  wie  Taf.  V.  Fig.  10.  zeigt. 
LUch  liesse  sich  wohl  ein  Instrument  angeben,  mittelst  dessen 
lan  .die  Curve  durch  einen  continuirlichen  Zug  beschreiben  könnte, 
idem  man  beachtet,  dass  der  Fusspunkt  F  der  die  Grundlinie  ^C 
98  gleichschenkligen  Dreieckes  halbirenden  Senkrechten  EF  in 
sr  üoer  OE  als  Durchmesser  beschriebeneii  Kreislinie  liegt,  dass 
so  die  Durchschnittspunkte  der  Curve  und  des  Nebenparameters 
it  jeder  durch  den  Ooordinaten-Anfang  gehenden  geraden  Linie 
A,  nämlich  A  und  6^  von  dem  Durchschnittspunkte  dieser 
reislinie  mit  derselben  stets  gleich  weit  entfernt  sind.  —  Dies 
eiter  auszufahren,  ist  indess  hier  nicht  unsere  Absicht. 


6. 


Ist  der  Nebenparameter  6=0,  so  föUt  der  Punkt  E  mit  dem 
unkte  £f,  und  die  Linie  OE  mit  der  Linie  OH,  dem  Haupt- 
irameter,  zusammen.  Alsdann  hat  man  (Taf.  V.  Fig.  11.)  eben- 
Jls  HRz=z  HC,  und  der  Fusspunkt  F  des  die  Grundlinie  BC  des 
leichschenkligen  Dreiecks  MtiC  halbirenden  Perpendikels  HF 
egt  hier  immer  auf  Her  über  dem  Parameter  a  als  Durchmesser 
eschriebenen  Kreislinie.  Daraus  also  folgt,  dass  die  beiden 
unkte    R  und  C,    in   welchen  eine  beliebige  durch  den  Anfang 


der  CoordinateD  gebende  gerade  Linie  diese  spezielle  Curve 
die  den  Neben paraiueter  vertretende  Senkrechte  HE  schnei 
wiederum  von  dem  üui'chsi:biiittspu[ikte  derselben  mit  dieser  Ki 
linie  gleich  weit  entfernt  sind. 


Bezeicbneii  c  und  w  die  Segmente,  welche  eine  an  die  Ct 
gelegte  Tangente  resp.  voo  der  Äbscissen-  und  Ordinatei 
abschneidet,  so  ist  belianDtlich: 

dx  dy 

"^  d>i'  "        dx 

Durch  Uiffereutiation  der  allgemeinen  Gleichung  der  Cuffq  er 
man  aber: 

(33="— 2(wr-26y+5«)da;— (26a;-iFy— 2ffy)d3»=  0 . 

Bildet    man   hieraus  die  Differential  quotienten    -r-  und    ," ,    • 
eubsti tu irt dieselben  in  die  vorstehenden  Formeln,  so  ergibt  ai 

_  Sa:'— 203:"  -  46j:y +agj/3  +  2^ 
"—  3:e»—2aj:- 26^+9*'        ' 

■,  ■;';,*'— ^       2**^21^— 2flj(  '/ 


Setiit  oiiui'  In  äitßßo  ^sdtfioixD  fOf  v  uit4  x  dieWi^itl^e,, 
dflD.  PunkleniHW  effoiv««  «i  np^nidUicher.  Ea^rntuig  «ntsp 
nüaUch  y^J:?»  JM)d:4'?=-^9i    W  g^en  dieselben   ip  { 


Die  Curve  bat  atso  eine  Asymptote,'  Welche  tu  b 
den  sich  in*s  Unendliche  erstreckenden  Zweigen  gehC 
eM  ist  diejenige  Gerade  KL  (Tat T.  f ig.  10.  und n.),  weh 
auf  der  negativen  Seite  dei  Ordinatenaxe  mit  diei 
in  der  Entfernung  a  parallel  gezogen  ist 


'  Aiu>  dem  nadistehendeR  Ansdnidce  de»  DifferanÖal^Mfieob 


t= 
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srgj^beo  «iob  durch  3ub»ti<atioi|  der  eotsprecbeoden  W^rtbe  von 
r  nod  jf  ittr  die  tri^ofiometrischen  Tangenten  der  Berflbreoden  in 
Im  Puskten  £,  Ja,  D,  N,  in  welchen  die  in  <|er  Entfernung  a 
nit  der  Ordinatenaxe  und  in  der  Entfernung  6  mit  der  Abscissen- 
iie  paralieft  gezogeneo  Geniden  die  Curve  schneiden ,  folgende 
Wertne: 

6^— g^        a  (f — a  ft-f  a^ 

"1^6"'     25'  TT'     "     a    ' 

darnach  lassen  eich  die  Berührenden  selbst  leicht  eonstruiren.  — 
Da  nun  femer: 

26*         a    '         a  2aö 

Bo  ergibt  sich:  das  Product  der  trigonometrischen  Tan- 
i;eiiten  der  Berührenden  für  die  einfachen  Durch- 
»cbnittspuäkte  B,  />,  N  ist  der  trigonometrischen 
Tangente  der  Berührenden  für  den  doppeltet)  Durch- 
schoittspunkt  J?  gleich. 


9. 


Die  Substitution  der  entsprechenden  Werthe  von^  x  und^  y  für 
len  Anfangspunkt  der  Goordinaten  lässt  obigen  Differentisuquo- 
ienten  unbestimmt.  Wir.  differeutiiren  daher  die  Differentialglei- 
:huDg  der  ersten  Ordnung  noch  einmal^  und  indem  man  dUv  und 
/y  constant  annimmt ^  erhält  man: 

* 

(a— 3a?)iteH  2(6— ^)cfcrdy-(a+a:)rfy*=  0, 

f.  : 

lus  welcher  Gleichung  sich  sogleich  ergibt: 

dg  _  (6-y)dbV"(<g+g)(g-3a?)+(6>^)», 
dx  a  +  a? 

Setzt  man  hierin  die  deni  Anfangspunkt  der  Coordinaten  entspre- 
chenden Werthe  von  x  und  y^  nämlich  j;=0  und  y=pO}  so  er- 
lält  man: 


dx  a 

Dieser  Ausdruck  enthält  aber  jswei  Verschiedene  Werthe: 
)ie  Curye  wird  demnach  im  Anfangspunkt  der  Coordi- 
laten  von  2wel  Geraden  berührt,  und  dieser  Punkt  Ist 
olglich  ein  doppelter  Punkt,  indem  zwei  Zweige  der 
Curve  sich  in  demselben  durchschneiden. 


Mit  Hülfe  der  vorsteliouden  tri trononietris eben  Tarieenten 
sen    sich   die    beiden    Berührenden  tt'  und  TT'  im  Anfangspunlil 
der  Coordinaten  leicht  contttruireii,  wobei  nir  also  nicht  verweilen. 

Nimmt    man  das  Product    der  beiden  trigonometriscbeD  Tu- 
genlen.  so  findet  man: 


A.    h.    die    beiden  Berfibrenden     im    Anfangspunkt    de| 
Cnordinaten  stehen  senkrecht  auf  einander. 


10. 

Will  man  die  Curve  auf  diese  im  Coordinaten-Anfang  berfi^ 
renden  tieraden  als  Coordinatenasen  bezieben,  so  nehme  mu 
die  bekannten  Transformalionsrormeln  und  setze: 

x:^x'coB<p-i-r/'sinip  und  y^^'coaqi — j:'6\o<p, 

Oller  da   man 

b  +  c 


—  — vu—  ■  —     -  -    und    i-naij» ■■  

findet,  woc^Vo'+Ä*  gesetzt  ist,  die  Ausdrucke: 

V^2c(6  +  c)  ''      \^'2c(b+c) 

Substituirt  man  diese  in  die  Gleichung  der  Curve 

8o    erbäll    man,     indem    man     statt    x'    und  y'   wieder  x 
schreibt,  folgende  Gleichung: 

— ■i(a"6+2fl*(A+c)-Ä{6+c)»)  V'MHc)-  m  ^  **, 
+  (o^-2<i6(6+c)  ~a(b+e)-')\  2c((.  +  c).yA 

.Mh.Ar     +  (<iH'i{6+(0*)-«y»+  (a*(6+c)+{6+c)V. 

eder  wie  sich  durch  Entwicklung  Her  ('nefßzienten  ergibt: 


'"W^ 


BIS 

+  4o6(6+c)V2c(&  +  c)  .  ar«i 
_4(a?^-6a)(6+c)  V"2c(AT^  .  a:yV=:0, 

+  4a6(A+c)V2c(6+c)  ..  y«| 
+  2ac  (6+c)ary«  +  2c  (6+c)«y3^ 

ind  diese  Gleichung  geht  durch  Ausscheidung  des  gemeinsamen 
P'actors  2(6-|-c)  enduch  in  die  folgende  über : 

acx^  +  c  {b-\-c)al^y  +2a6  V2c(6+c):r*         J 

—  2(a«— 6»)V2c(6+c)a:y       [=0. 
+  2a6  V2c(A+%*  +  aca^Hc(6+fXv») 

Für  den  Fall,  dass  der  Nebenparameter  gleich  Null  ist,  er- 
|ibt  sich  hieraus  die  Gleichung  : 

^'+^*y — 2V^2.ary+a:y*+y'=0. 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  die  diesem  besondern 
'alle  entsprechende  Curve  (Taf.  V.  Fig.  11.)  zu  den  im  Anfangs- 
onkt  der  Goordinaten  berührenden  Geraden  als  ihren  Goordinaten- 


xen  dieselbe  Lage  hat,  nnd  durch  die  gerade  Linie  OU,  weiche 

gebildeten    rechten  Wi 
leiche  und  ähnliche  Theile  getheilt  wird. 


en  von   denselben  gebildeten    rechten  Winkel  halbirt,    in    zwei 


IL 

Man  differentiire  die  allgemeine  Gleichung  der  Curve,  nämlich  : 
u = x^ — aa?* — 26  jry +,ry* + ay^ = 0 
kr  Reihe  nach  in  Beziehung  auf  x  ung  y,  so  erhält  man: 

du 

du 

^=-26a:  +  2.Ty+2«y. 

tPtt 

Setzt  man  den  zweiten    dieser  Differentialquotienten   gleich  Null, 
K)  gibt  die  Gleichung  bx — xy — ay=0  unmittelbar: 

bx 


a+or 


Bubstituirt  iinfi  enlnickelt,  so  Kommt 

x^~ä^—b^=0.  oder  a;«— c'=0, 
indem  men  wieder  a^-{^  li'^^c^  setzt,  und  hieraus  ergibt  sieb: 


j:=±e 


bc 


...d  folglieh  V--^a- 


<Pu       du    d'x 
ih/'       dx '  dy'^  " 

folgl  nun  ferner,  wenn  man,  iiir  die  Differetilialquotienfen  ifcrc  oben 
geiiiiideuen  Wetthe  in  dieselbe  einsetzt, 

d^  2ia+x) 


"3a:»— 2flj!--%+s» 


Abs 


Uleichun^;    geht    aber,      je    nachdem    man    .7=-|^t'    ui 
—  ,  oder  x=:—c  und  y=TI7    setzt,  in  folgende  über: 

d'^x 2(c— «)' 

'  "*"  (3t*+'iac)(c— a>*— 2ft'c{c— a)+6''c»' 

I  den  Nenner  entwickelt  und  reducirt: 

Der  Differentinlquotient  der   zweiten  Ordnung  ist  also  fBr  diB 
icn  Wertbe  von  x  und  y  negativ,    liir  die  anderD  positiv:    di 
bc 


oder,  indem  m 


w »leb er  die  Ordinate  5=^7-entspricbf, 
Maximum,    die  Abscisse   x=- 


sse  a:=  + 
ist  demnacb    ein  Maximum,    die  Abscisse   x=  —  e,    wel- 
cher die  Ordinate  j=— -    zugeordnet  ist,  ein  MiDiniiiii. 


ins 


12. 

Bezeichnet  man  den  zwiscfaeo  dem  Bogen  der  Garve,  der  Or- 
dinate  und  der  Abscissenaxe  enthaltenen  l^lächenraum  mit  F,  so 
bat  man  zur  Bestimmung  desselben  die  bekannte  Formel 

F  :s2  I  ydx, 
^on  ist  aber^  indem  man  wiederum  €?-\-b'^=^€^  setzte 

DÜthiri 


'='/^±/ 


a-\-x 
iber  es  ist 

/xdx 
-3;—  zz^bx — a6.1ognat.(ii-|-^)  +  const. ; 

soll  der  Fläehenraum  fiSr  a?=0  verschwinden,    so   muss    const. 
=  a6.Iognat.a  sein« 

Setzen  wir  femer  a+x:=^n,  also  x^z^u — a,  so  wird: 


/a:dxV'^^^^_^  P(U'~-a)duVbH'^ 
a4-x         ""t/  u 


au — M* 


a-i-x 

/(u-a){b*+iau-^tfi)du 

Bezeichnen    wir    zur    AJbkiirzung    den     Wurzetausdruck    mit  R 

so  ist: 


/ 


(u-^){bH^au-^tfi)du 
uVb^+^au—u^ 


vm  aber,  wie  vorhin  tt2+6^  =  c*  gesetzt«  ist: 


udu 


/du  .  u—a 
T,-:=arc.sin > 
«                       c 

rtdit      ,         .  S'  +  OB— SB 
,/  JK='°S"»'  S 

Mit  Rücksicht  hierauf  lindet  man  nach  einigen  Reduclionen: 

■  /'(M-g)(6H3<«'-»V«  fl^J 

■  =ö'(ft*— M«)arc.8ln ofilognat. — 

~  +  2(*'-3«)Ä+  coiiet,  L 

Tol^lich.  «enii  man  statt  u  den  Wertfa  a-|-:ir  wieder  eiusetzt; 


+  2  ( a;  —  2o  1  V"^^^  +  coBst. 

Zur  Bestimmnng  dar  Constante  «etze  man  2=0i    »oilurcb  n 
er)i!;ibt : 


allgemein   für  die  von  d«r  Carve  begränzte  FtäcHe: 

±|(Ä»-o9)Me.sin|  ±  ^  (^-2«)V^^^^±<ic,        * 

wobei  zu  bemerkeD,  dass  das  Zeichen  -|-  auf  die  positiven  ret 
grSssern  Ordinatea,  das  Zeichen  —  auf  die  negativen  reap.  U 
nern  Ordinateu  sich  bezieht. 


in 

Vüf  die  sp^ieile  Cun^e,  trenn  nämlich  der  Nebenpafameter 
Null  ist,  geht  diese  Formel  in  die  folgende  fibers 

rz=z  T  2  «*arc .  sin  f  ±  ^  (or— 2a)V««-:i:«  dt  «•• 

Fiir  den  Inhalt  des  von  der  Curve  gebildeten  Foliums«  den  wir 
nit  /  bezeichnen  wollen ,    findet  man : 

ind  im  Falle  ^   dass  der  Nebenparameter  gleich  Null  ist  2 

Hieraüs  ergibt  sich  (Taf.  V.  Fig.  II.): 

1)  Beschreibt  man  über  dem  Parameter  a  das  Qna' 
irat  OHEG  und  mit  demselben  Parameter  a  den  Kreis- 
nnadranten  HQG,  so  ist  das  halbe  Folium  OHRO  dem 
Streifen  HEGQH  an  Inhalt  gleich. 

2)  Beschreibt  man  mit  dem  Parameter  a  umO  als 
Hittelpunkt  einen  Kreis  und  um  diesen  ein  Quadrat^ 
so  ist  das  Doppelfolium  den  vier  durch  die  Kreislinie 
ibgeschnittenen  Ecken   des  Quadrates   gleich. 

Nimmt  man  n^i'S,  6=^4^  €:=$^  resp«  össsO»  a^rs^sS^  so  fin- 
det man  fär  das  Folium  f,  so  wie  für  das  Folium  f  die  Werthe: 


13- 

Die  Gieicfaüng  des  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  mit 
dem  Radiuäi  OE  =  c  beschriebenen  Kreises  ist : 

Verbindet'  man  diese  Gleichung  mit  der  allgemeinen  Gleichung  der 
Curve ^  am  einfachsten  in  folgender  Gestalt: 

10  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Durchschnittspunkte  der  Curve 
tnd  des  Kreises  die  beiden  Gleichungen: 

(4r— /i)c2  —  26a:V  c^— ir«— 2a(c«— a:«) , 
Theil  IV,  Ab 


I 
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mau  enlnictelt  und  nach  den  Potenzen  der  VerSoder- 
et: 

4^*_46ya — 3c  V  + '**c'^  -  ^''^'=0. 

(ileichuDg«n  sind  vom  vierten  Grade:  die  Cotve  wird  also 
reislinie  in  vier  Punlcten  geschnitten,  nelche,  wie  sich 
sn  lasst,  alle  vier  Tcell  Mud.  Denn  da  eine  Wurzel  der 
en  Gleichungen  resp.  a  und  h  ist,  so  ergeben  sich  die 
I  Wurzeln  resp.  aus  den  Gleichungen: 

erin  das  zweite  Glied  negativ,  überdies  r'>a  und  c*>l>. 


4(J.'»)'>i>7(!-«0' 


4(jc')«>27<jS<.-T, 


d 


SO    hat  jede    dieser  Gleichungen   drei  reelle  WuMeln,    and  iw» 
hat  die    erstere   Gleichung    zwei  negative  und    eine  positive, 
zweite  Gleichung  eine  negative  und  jjwei  positive  Wur/.eln.  SeUt 


I  cosqi^:  — und  coRifi^ 


so  sind  dieselben : 


js{6ü«+  ^^); 


w(öOo-;.t),     +c.cos(60"  +  ^if.). 


Die   Wurzeln  der  urs[iranglichen  Gleichungen   sind   also  alte  vier 
reell,  und  der  Kreis  schneidet  deninuch  die  Curvi 
len   Punkten,    deren  Abscissen    und  Ordinuteii 
I  1 

!r  immer    ö- ?j  resp. 


rilcksichtigl,   dass  hier 

60°  —  5"'t'j  und  dass  i 
Eusammen  ordnen: 

^=.  +  c.cosl-y         ■ 


r  j:a+j(2=:c» 


ist,  sich  rolgenderniassen 


n9 

\ 
\ 

ar""=?— tf .cos(60<»  +  3  9)  ^""=-c.cos  3  1/^ . 

Wie  irian  ans  den  Vorzeichen  ersiebt,  liegen  immel*  zwei 
urehschnitt^punkte  im  ersten,  einer  im  zweiten»  und  einer  im 
ritten  Quadranten. 

Für  den  Fall,  dasi^  a^S,  6:=  4,  c=6,  ergäben  sieb  f9r  die- 
ßlbeu   folgende  Wertbe: 

a:''=  +  4,76304..  y"=  + 1,5210.. 

0:"'= -3,69874 ..  y^  =  +  3,36441 .. 

a:""=-l,06429 ...  /'^=s~4,88541 .. 


14. 

Nach  den  in  den  vorber^ebenden  Paragraphen  gemachten 
ürurterungen  werden  wir  jetzt  'im  Stande  sein  zu  zeigen ,  wie  man 
lit  HOlfe  unserer  Curve  in  Folge  der  S.  5.  angegebenen  Eigen- 
chafl  die  Trisection  jedes  beliebigen  Winkels  vornehmen  kann. 

Set  n&mlieb  ein  beliebiger  Winkel  gegeben,  dessen  Scheitelpunkt  O 
Faf.  V.  Fig.  10.),  so  fälle  man  von  irgend  einem  Punkte  E  des  einen 
ehenkels  auf  den  andern  oder  dessen  Verlängerung  eine  Senk- 
^hte  EH^  construire  zu  OH  als  .Hauptparameter  und  HE  als 
ebenparameter  nach  §.  5.  die  Curve  NORDEOS  und  beschreibe 
iit  OE  als  Radius  um  O  einen  Kreis ,  welcher,  wie  wir  gesehen 
ibeu ,  die  Curve  ausser  in  E  noch  in  drei  Punkten  A ,  A*,  A* 
sbneidet.  Man  verbinde  diese  mit  O  und  verlängere  nöthisen- 
llsi.  wodurch  man  die  Durchschnittspunkte  C  (y^  O*  auf  dem 
ebenparameter  erhält,  und  ferner  verbinde  man  E  mit  den  Punk- 
n  Ay  A\  A*\  Alsdann  sind  nach  §.  5.  die  Dreiecke  EAC, 
A'Oy  EA'C  gleichscbenklich,  mitbin  die  folgenden  Dreiecke 
larweise  einander  ähnlich: 

I^OAEo^^EAC,    ^OA'EOJ^EA'C,    ^OA"Eoü\EA''C*. 

a  sie  gleichscbenklich  sind,  und  jedes  Paar  den  Winkel  an  der 
rrundlinie,  resp.  ^EAC  oder  ^EAC  oder  ^£A"V\  gemein- 
im  hat;  daher  ist 

^AEC=j;^EOA,  ^AEC=i^EOA\  j;LA"EC'^^EOA\ 

ibenso,  wenn  man  aus  E  die  Senkrechten  £F,  EF',  EF"  föllt, 
ind  die  folgenden  rechtwinklichen  Dreiecke;^  paarweise  ähnlich : 

!^COHco\CEF,  \COHco\CEF\  AC'Oäoji^C'EP'  . 


Daiio«  tatjfiii  steh  duii  : 

'    •  •       •  ■  ■ 


■ »     ■  "  . 


I     -v-»'.' 


.  Hienin  fii%t'iDttt:  ' 
^ilOP=j^J50P (^E0P>,9>md  <liS), 

^Ji"OP=:^eom.^OP (conr.Z£OP>.3lt  vnd  ^il^- 


Demnach  ist  also  Tollständig  gezeigt,  wie  vermittelst  rniMrÜ 
CuTve  jeder  beliebige  Whik'el,  sei  er  ein  spitzer  oder  ein  stamit(Sl|t 
oder  ein  erhabener,    in  drei  gleiche  Theile  getheilt  werdiea  ntt> 


Da 


1  1  • 

^^OP=:  3  ^BOP  und  ^y<"OP=jconv.^OP, 

ferner 

^AOP'^^j^OP*  und  ^il"0/>'=g'Conv..^siEOP'; 

60  erdbt  sich  endlich  nocb^  dass  in  denvPunkten  A,  Ä'^JP" 
(l'af.  V.  Fi^.  10.  und  11.)  die  ganze  Kreisperipberie  in  drei  ffleicbt 
Tbeile  getheilt  ist. 


•ft    \ 
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VI. 

Machtraf^  zu  dem  Aufeatze  in 

Thi-  xin.  issr.  xxxni. 

Von 

Herrn  Theodor  Lange 

m   Berlin. 


Bevor  ich  der  öffentlichen  Aufforderung  des  Hrn*  Prof.  Grün  e  rt 
ichkomme,  und  den  in  dem  Grelle  sehen  Journal  erschienenen  Be- 
riü  des  Hrn.  Prof.  Steiner,  dessen  in  der  Nachschrift  zu  dem  Auf- 
lie  ThI.  XIU.  Nr.  XXXIll.  Erwähnung  gethan  wird,  mittheile, 
warn  ich  auf  einen  Irrthum  aufmerksam  machen^  der  sich  bei 
ffirteUune  des  allgemeinen  Satzes  in  erwähntem  Aulsatze  einee- 
hfichen  nat.  Der  daselbst  gefahrte  Beweis  stützt  sich  nämlich 
r  Eigenschaften  der  Figur,  welche  von  der  dort  angenommenen 
ig^  der  Winkel  a  und  o  abhängen  und  bei  anderer  Lage  nicht 
itänden.  Es  kann  demnach  nur  folgender  Satz  allgemein  auf- 
stellt werden:  Wird  eine  Gerade  von  zwei  Strahlen  geschnitten, 
d  ist  die  Linie,  welche  aus  dem  Schnittpunkt  des  Einen  auf 
D  Andern  gezogen  wird,  gleich  der  Linie,  welche  aus  dem 
hnittpunkt  des  Andern  auf  den  Ersteren  gezogen  ist,  so  sind 
i  Gegenwinkel,  unter  denen  jene  Strahlen  die  Gerade  schneiden, 
lander  gleich,  wenn  jene  gleichen  Linien  diese  Winkel  in  glei« 
eil  Verhältnissen  schneiden. 


Nach  der  Bemerkung,  welche  der  Herr  Professor  Steiner 
eiBem  Aufsatze  „Elementare  Losung  einer  Aufgabe  über  das 
ibme  und  sphärische  Dreieck"  im  28.  Bande  des  Crelle'schen 
IstBiab  Torausschickt,  kam  demselben  im  Jahre  1840  von  Herrn 
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Professor  Lehmus  folgende  Aufgabe    zu,    mit  der  Bitte  „eine   . 
rein  geometrische  LosuDg  derselben  zu  fiudeo/* 

„Wenn  in  einem  geradlinigen  Dreieck  die  zwei  Geraden, 
welche  dessen  Winkel  an  der  Grundlinie  hätften  und  die  bis  an 
die  Gegenseiten  verlängert  genommen  werden,  gleich  lang  sind, 
so  ist   die  Frage,    ob  dann  das  Dreieck  gleichschenklig  seil"  — 

Daraufhabe  er  folgende]  Losung  dem  Hrn.  Professor  Lehmai 
mitgetheilt,  die  er  unter  anderen  desshalb  veröffenttiehev  da  ein 
grosser  Kenner  der  Geomeirie,  Herr  Sturm,  der  von  seinen  Zu» 
hörern  und  Andern  verschiedene  Lösungen  besässe,  die  Seinige 
iür  die  elementarste  gehalten  habe. 

Ueber  die  Schwierigkeit  der  erwähnten  Aufgabe  sagt  der  Herr 
Professor  Steiner  in  demselben  Aufsatze:  .^die  Schwierigkeit, 
%velche  die  Aufgabe  darbietet,  mag  ihren  Grund  darin  haben*  da» 
die  eine  Voraussetzung  nicht  so  absolut  bestimmt  ist,  wie  maa 
auf  den  ersten  Blick  leicht  glauben  möchte,  denn  wenn  gosagC 
wird  „die  Winkel  an  der  Grundlinie  werden  gehälftet"» 
so  ist  dies  sowohl  auf  die  innern  als  auf  die  äussern  Winkel  ai 
der  Grundlinie  anzuwenden,  waS'  dann  im  Wesentlichen  drei  ver- 
schiedene Fälle  giebt,  indem  nämlich,  wenn  man  die  bis  an  die 
Gegenseiten  verlängerten  Strahlen,  welche  die  inneren  Winhei 
hältien,  durch  a  und  b  und  diejenigen,  welche  die  äusseren Wia* 
kel  häuten,  durch  Aj  und  6^  bezeichnet,  entweder 

l)  a=:bf  2)  a|  =  6i,  3)  ai=zb  oder  «=6^ 

angenommen  werden  kann. 

Im  ersten  Falle  Taf.  VI.  Fig.  1.,  wo  also   die   inneren  Winkel 
gehälftet  werden,  würde  die  Annahme,  dass  die  Winkel  a  und  ß 
ungleich  wären,  etwa  oc'^ß,  einmal  zu  dem  Schluss  führen,  dass 
der  Winkel  ADB,  närolieh  2/^— (a+2/3),  grösser  sei  als  der  Win-  j 
kel  BEAy  nämlich  2/i?--(j5+2a).    Andererseits  aber  folgt  aus  de^  ' 
selben  Annahme,  wenn  man  das  Dreieck  AEB  so  an  das  Dreieck  f 
BDA  legt,    dass  A  m  B ,    B  u\  A  und  E  in  Ei  fallt,    dass,  da  ' 
DBy'AE  =  BEi  wäre,  ^>^  sein  müsste,  mithin,  da  n=m  ist, 
der  y^Wnkel  cc+n  kleiner  sein,  als  y+in,  oder  WinkeMD^  kleiner  -• 
als  der  Winkel    BEA.    Dieser  Widerspruch  zeigt  die  Unrichtig- 
keit der  Annahme   und  dass  unter  obiger  Bedingung  das  Dreieä 
gleichschenklig  ist. 

„Im  zweiten  Falle,  wo  also  die  äusseren  W^inkel  gehälftet  y 
werden,  kommt  es  noch  auf  eine  nähere  Untersuchung  an,  ob 
nämlich  a)  beide  Strahlen  a^  und  b^  die  verlängerten  Gegensei* 
ten  jenseits  der  Spitze  C  oder  beide  dieselben  unterhalb  der  ^ 
, ^Grundlinie  AB  treffen,  oder  ob  ß)  der  eine  die  Gegenseite  Jen« 
„seits  der  Spitze  und  der  andere  sie  unterhalb  der  Grundlinie 
„trifft.  Unter  der  Bedingung  a)  ist  das  Dreieck  gleichschenklig, 
„dagegen   unter  ß)  nicht." 

Denn  wenn   Taf.  VI.  Fig.  2.  die  Aussenwinkei   gehälftet  siwi,  ^ 
und  die  Strahlen  Oi  und  hi  die  Gegenseiten   jenseits   der  Spitie 


99 
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C  treffen ,  so  führt  die  Annahme ,  dass  die  Winkel  a  und  ß  nicht 
gteich  wären,  etwa  a>/?,  einerseits  zt.  dem  Schlüsse,  dass  der 
Winkel  DAB,  nämlich  2R-ai,  kleiner  als  der  Winkel  EBA, 
uämlich  2/2 — ß^,  also  dass  DB^AE  sein  müsste.  Andererseits 
folgt,  day^ac  ist,  bei  derselben  Construotion  wie  oben,  dass  der 
Wmkel  EiDB<,DEiB,  also  DB^BE^  oder  DB'^AE.  —  Die- 
ser  Widerspruch  zeigt  die  Unrichtigkeit  obiger  Annahme  und  da- 
durch, dass  das  Dreieck  gleichschenklig  ist 

„Wenn  dagegen  beide  Strahlen  a^  und  bt  den  Gegenseiten 
„miterhalb  der  Grundlinie  begegnen,  wie  in  laf.  VI  Flg.  3.,  so 
„acheint  der  Beweis  nicht  auf  analoge  Weise  Statt  zu  finden/^ 
Daher  giebt  der  Herr  Professor  Steiner  folgenden  minder  ein- 
fachen Beweis. 

Aus  der  Annahme,  dass  a  und  ß  ungleich  wären,  etwa  a>j?^ 
Uet  BF>AF,  und  daraus  FD>  FE.  Man  nehme  (Taf.  VL  Fig.  3.) 
F6=zFA  und  Fff=FE  und  ziehe  GH,  so  ist,  wegen  der  Con^ 
gmens  der  Dreiecke  HFG  und  EFA,  der  Winkel  fa==<^  &l^o 
H^ßi»  woraus  folgt,  dass  die  Gerade  GH  der  Seite  Cß  Jen- 
mtsjü,  etwa  in  AT,  begegnet,  und  zwar  unter  einem  Winkel 
y=«a— ft=«— /3=26,  denn  «— €=:^GF=|S  +  £.  —  Da  der  Win- 
fdoi,  aJso  auch  a^C+D  ist,  so  isto>A  also  BD^AB.  Nimmt 
man  BL=^BA,  so  wird  B AG  und  BGC  congrnent,  also  £=6i. 
Da  aber  ei>7  ist,  so  ist  auch  €>y,  was  dem  Obigen  2£=y 
widerspricht  £s  muss  also  a:=zß  angenommen  werden,  woraus 
folgt,  dass  das  Dreieck  ACB  gleichschenklig  sein  muss. 

„Im  dritten  Falle,  wo  also  ein  innerer  und  ein  äusserer  Win- 
»kel  an  der  Grundlinie  sehälftet  wird,  ist  das  -Dreieck  nicht 
lideichschenkiig.  (Nur  scheint  die  Möglichkeit  vorhanden  zu  sein, 
»oass  es  in  ganz  besonderem  Falle  gleichschenklig  sein  kann, 
»wobei  es  dann  aber  ein  der  Form  nach  ganz  bestimmtes  Dreieck 
„Ist,   d.  h.  bestimmte  Winkel  hat^).  —  Da  nun  die  Aufgabe  alle 


*)    Sollte  d»s   Dreieck  ACB  ( laf.  VI.  Fig.  5  )  gleiehfichenlclig    sein, 


a ö   , 

a      2Ä— fl 


vilirend     -^=  —  int,  «o  folgt,  wenu  d=a  gemacht  wird, 


a  ~"  2a+a  * 

dam 


Vnr  a  =  -z^  findet  man 


R 


Wenn  also  xwischen  den  Grössen  a  und  n  diese  Gleichunff  besteht.    \si 
du  Dreieck  gleichschenklig.     Ist  /^rr^2,  also,  wenn  die  Winkel  gehälf- 


|el  sein  sollen,  so  muss 


„dietae  Fälle  (Tir  die  Recliimiig  stillisdineii^end  lugleioli  um(Uf< 
,^o  bef^eil't  man,  wie  diese,  tvenn  sie  nicht g esc hii-kt  an^ef^ilTen 
„wird,  auf  hDhere  Gleichungen  fuhren    mu:^s." 

Für  die  Lage  Tat  VI.Fig.].uDd2.lä8stM<:fa  aul  dieselbe  Weim 
wie  oben  zeigen,  dass  auch  in  dem  Falle,  wo  dl«  Winkel  imi 
unter  gleichem  VerhSltnisa  getheilt  iverd«ii,  das  Dreieck  gleich- 
«chenklig  sei.  Für  TafVI.  Fii^.S.  ist  ab«r  der  Beweis  dem  Obi- 
Ren  nicht  iinalog  zu  fiihren,  und  auch  kein  anderer  Beweis  fSt 
aieseD  Fall  gegeben. 

Diej  DiitGTsuchung  geht  nun  noch  auf  das  sphärische  UreiecIt(Tar. 
VI.Fi^.4.)  über,  für denFnll,dassdie Winkel gebälftet sind.  „Esmrd 
„gezeigt,  dass,  wenn  die  Winltel  ungleirfa  genommen  wurden,  et<ra 
„ß>ä,  ßoauch  BF>-Ai"  und  dalier  /■/>>/'£  wäre.  Nimmt 
„man  nun  FG=FE  u.iil  FH=FÄ.  so  sind  di«  Dreiecke  AFE 
Mund  HFG  svmmetiisch  gleich ,  also  x^  =a'  und  a^^a^.  Da  du 
„Dreieck  BF'^D  grösseren  Inhalt  hat,  ala  das  Ureievk  BFG,  «o 
„niuss  auch  die  Winkelsumme  grosser  sein  aU  die  des  letxterei).  Den 
„Winkel  bei  F  haben  sie  geraein  und  von  den  äbrigen  ist  (^>j!i 
„(weil  a{=a]>^,);  daher  innsti  Winkel  V>2i  und  somit  auch 
M$>2:  sem.  Da  femer  die  Dreiecke  BAU  und  ABE  zwei  Paar 
„gleiche  Seiten  und  daüwiscben  die  ungleichen  Winkel  o>^  haben, 
,  ^sri  ist  Seite  d>e  (d.  i.  BÜ>AE).  Man  denke  sicB  nun  du 
.  „Dreieck  ^B£  in  der  Lage  yoiiBAE^,  wn  nämlich  Winkel *i=W, 
'  „y=tt+ßi,  Seite  e.:=e  (ßEi^=AE)  etc.  ist,  so  wird  inan  —  Nk 
rtder  Winkel  DBE,=Y+ß+ß,  <re,  d.  h.  falla  die  Summe  d« 
iiWinkel  an  der  tirnndlinie  AB  im  gegebenen  Dreieck  ACB  LIei- 
„ner  als  zwei  Rechte  ist  —  durch  Hülle  des  Haupt  kreis  bog^iis 
„DEj  auf  ganz  gleiche  Weise  wie  oben  bei  Taf.  VI.Fig.2.  aof  dm 
„Widerspruch  geführt,  dass  t'i>rf,  also  e>rf  sein  müsste;  »ir- 
„aus  sodann  auf  die  Gleichheit  von  a  und  ß  und  daraus  auf  die 
„Gleichheit  von  AC  und  BC  geschlossen  wird." 

„Für  die  andere,  allgenidnere  Aufgabe,  wo  die  Winkel  ander 
„Grundlinie,  statt  gehälftet,  in  irgend  einem  gleichen  Verhältnis^ 
„getheilt  werden,  folgt  auf  gleiche  Weise,  dass  das  Dreieck  gleicb- 
„schenklich  sein  mus!',  falls  die  Summe  der  beiden  Winkel  bd 
„der  Grundlinie  kleiner  als  zwei  Rechte  ist." 

„Wenn  dagegen  die  Summe  der  Winkel  an  der  Urundlrnie 
„grosser  als  zwei  Rechte  ist,  so  wird  der  Beweis  für  beide  Auf- 
„gaben  unlirauchbar.  —^  leb'  begnüge  mich,  —  schüeest  der  Herr 
„Professor  Steiner  seinen  Aufsatz  —  mit  dieser  Andeutung  uod 
„Überlasse  es  den  Liebhabern,  die  vollständige,  aber  möglicbit 
„elementare  Lösung  aufzutinden." 
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Durch  die  Freundlicbkeit  des  Herrn  Professor  Lehmus  bin 
ich  in  den  Stand  gesetzt,  folgende,  von  ihm  gefundene  Beweise 
des  einfaehen  Satzes  mitzutheiien. 

»^Lehrsatz.  Wenn  die,  zweiWinkel  eines  Dreiecks 
Mhalbirenden  Transversalen  einander  gleich  sind,  so 
,,sind  es  auch  die  halbirten  Winkel,  d.  h.  das  Dreieck 
Jst  gleichschenklich,   oder  (Taf.  VI.  Fig.  1.}: 

Toraussetzung:    EAD=DAB     - 

DBE=EBA 
AD=BE 

Behauptupg:     EAD=:DBE, 

nl.  Beweis.   Aus  der  Annahme  EAD"^  DBE  würde  folgen 

FAD=DBE 
.   Mjud  hieraus  (durch  Addition) 

1)  BAF^ABD\ 

2)  die  vier  Punkte  A^F^D^B  liegen  in  der  Peripherie  dessel- 
Jieo  Kreises.  Da  nun  aber  in  Folge  der  Voraussetzung  BAF 
«<90^,  so  entstünde  BF>^  AD  und  um  so  mehr  BE'^AD,  als 
MWiderspruch   gegen  die  dritte  Voraussetzung« 


r 


f» 


n.  Beweis  durch  Calcul. 


^Man   nenne  die  Dreiecksseiten  a,  b,  c   und  die  halbirenden 
«Transversalen  d. 

Ans 

»folgt«  wenn  d  eliminirt  wird, 

(a+b + c)c(o-6)[cH(a+&)(a*+c*) +Sabc]  =0 ; 
Hwelcher  Gleichung  nur  durch  a— 6=0  Genüge  geschieht.*' 


Was  den  Satz   in  Betreff  des  sphärischen  Dreiecks  betrifft, 
tto  lägst  sich  der  Beweis  ganz  in  derselben  Art,  wie  ich  ihn  beim 
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ebenen  Dreieck  gegeben  habe»  führen,  wenn  man  nämlich  be- 
denkt, dass  alle  Ebenen,  die  durch  den  Schenkel  eines  Winkels 
fehen  und  auf  denen  Linien  liegen,  welche  mit  dem  andere  Scben- 
el  einen  Winkel  von  der  bestimmten  Grösse  q  bilden,  den 
Kegel  schneiden,  dessen  Axe  der  andere  Schenkel,  und  dessen 
Erzeugungswinkel  q  ist.  Denkt  man  demnach  um  jeden  Schenkel 
eines  Winkels  einen  Kegel  mit  demselben  Erzeugungswinkel  q  uod 
aus  dem  einen  Schenkel  (A)  eine  Schnittebene  durch  den  Kegel 
des  andern  Schenkels  (B),  und  die  Ebenen  zwischen  je  einer 
Schnittlinie  und  der  Axe  des  zugehörigen  Kegels,  während  man 
sich  vorstellt,  dass  eine  Ebene  aus  dem  Schenkel  (B)  sich  im 
B  um  360^  drehe,  und  dass  fortwährend  die  Ebenen  durch  die 
Schnittlinien  (derselben  mit  dem  Kegel  (A))  und  dessen  Axe  ge- 
legt werden;  so  lassen  sich  in  Bezug  der  Neiguneswinkei  der 
erwähnten  Ebenen  gegen  die  Ebene  des  ursprünglichen  WInkeb 
dieselben  Schlüsse  anwenden  wie  im  obigen  Beweise. 

Im  *  Allgemeinen  braucht  wohl  nicht  erst  darauf  hingewiesen 
zu  werden,  dass  die  in  den  Figuren  zu  meinem  Beweise  Torkom- 
menden  Kreise  nur  gebraucht  wurden,  um  der  Vorstellung  mehr 
Halt  zu  geben,  und  dass,  wie  in  einer  zweiten  Bearbeitung*)  ge- 
schehen, nur  die  elementarsten  Lehrsätze  der  Geometrie  benotit 
sind.  —  Ferner  mochte  die  von  mir  gesehene  Beweisfähmng  viel- 
leicht desshalb  einige  Beachtung  verdienen,  da  sie  dir^  n 
Werke  geht  und  ein  einheitliches  Ganze  bildet. 


*)  Diese  zweite  Bearbeitung  soll  auf  den  Wunsch  des  Herrn  Vfi. 
in  einem  der  nächsten  Hefte  des  Arcliirs  noch  mitgetheilt  werden,  da 
jetzt  kein  Raum  dazu  war,  und  ich  nur  zuerst  vefNchiedene  Beweisartra 
mittheilen   wollte.  •  G. 


I 


m 


lie  contfiiuirliclie  Function  und  ihre 

Abi^eleiteten. 

Von 

Herrn  Professor  Franke, 

sweitom  Director  der  |iolyteclini8c1ien  Schale  zn   Hannover. 


In  den  Exercices  d'Aoalyse  tomell.  p.  54.  sagtCauchy: 
ie  Function  fx  kann  nach  Maclaurins  Formel  in  eine  conver- 
ente  Reihe  nach  den  aufsteigenden  Potenzen  von  x  entwickelt 
erden,  wenn  der  Modul  der  reellen  oder  imaeinären  Yariabeln 
einen  kleineren  Werth  behält  als  der,  für  welchen  die  Function 
»der  deren  erste  Abgeleitete)  aufhurt,  continuirlich  zu  j«ein.  In 
ieser  Gestalt  hatte  schon  früher  Cauchy  den  Satz  aufgestellt,  je- 
och  ohneden  in  der  Klammer  stehenden  Zusatz  beizufilgen.  Der  Satz 
i  von  grosser  Wichtigkeit,  weil  er  die  Anwendbarkeit  der  ge- 
wehten Reihe  an  eine  klare,  feste  Bestimmung  knüpft.  Indessen 
;heint  er  nicht  richtig  zu  sein,  und  ohne  die  Gründe  für  diese 
ehauptung  vorzuführen,  welche  in  Cauchy's  Beweise  selbst 
egen,  will  ich  vielmehr  direct  die  Grenzen  der  Anwendbarkeit 
er  Reihe  dadurch  versuchen,  dass  ich  in  der  ersten  Nummer 
ie  doppelte  Form  des  Differentials ,  in  der  zweiten  die  Beziehung 
er  continuirlichen  Function  zu  ihren  Abgeleiteten,  und  in  der 
ritten  die  Reihe  Maclaurins  selbst  entwickele. 


1. 

.  '^8  sei  Fa:  eine  Function  von  or,  die  zwischen  jr^  und  a;|  -f  A 
entweder  nur  zunimmt  oder  nur  abnimmt  und  die  zwischen  den- 
selben Grenzen  continuirlich  bleibt,  d.  h.  die  um  unendlich  kleine 
6rOt(8en  derselben  oder  einer  höhern  Ordnung  zu-  oder  abnimmt, 
ds  die  Veränderliche  x  selbst«    Das  Differential  der  Function  ist 


wfliiD  a  «ioe  unendlich  kleine  Znnahme  bedeutet.  Diese  GleicboDK 
tat  abar  mr  genau  bis  auf  das  Unendlich-Kleine  der  aweit«D  Ora- 
'nug,  M  4a88  TollstSndig  dafSr  zu  eetxeii  ist 

I)  fXx+a)  -Fx  =  arx  f  «•*, . 

wann  jt|  doe  eodltche  Zahl  bezeichnet,    und  x  zwischen  den  an- 
--^elwBM  Grenzen  liegt  LSsst  man  uun  x  immer  um  die  uneirfr 
I  Ueiae  GrSsse  a  mnehmen,  his  sie  den  Wertb  x-^h  «rUlt^ 


Fix-i-a)~Fx=aF'x-\-a*ki.         ^^j|^JB 
Ji:*H"'-I]«)-nx+[«-2J«)-«F'(.r+[n-2]a)  +  ««*^,. 

/tx+»«)  -  n*+[B-lJ«)=«*"(^+['<-l]«)  +  «•*«: 

In  wrinhaa  die  GrBuen  k^,  ..■  ka-i ,  An  dieselbe  Bedeutung  beih». 
btHeo  dl  itj.  Addirt  man  diese  Gleichungen  und  ordnet  rechU 
nach  GrOssen  derselben  Art,  so  erhält  man 

2) 
F(*+iw)  -  f "=«1  f  *+F'(3:+<.)+.  .+F(x+[n-2]«)+F'(a>f  [n-l]*. 
+  "'|Ai+Aa  +  -.  +  An-,  |-A»i,  " 
eine  Gleichung,   welche  wie  Gleicbnag  1)  streng  richtig  ist. 

Offenbur  giebt  es  einen  Werth  von  x,  der  zwischen  x  und 
x-\-na  liegt,  nemlich  x-\-ma,  für  welchen  F'ix-i-Tnd)  das  ariti^ 
metiscbe  Mittel  der  Glieder   der  Reihe 

F-x,  F{x\«) n;r+[n-2]«),  F'(^  +  [n-l]*) 

bedeutet,  trenn  m  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bezeichne^ 
die    zwischen    Null    und   n  liegt.     Wenn    nun    m    eine  BrudizaU 

— .    awtscfaen  den  Ganzzahlen  p  und  p-^^X  gelegen,    ist,  so  dui 

die  Reihenfolge  der  Zahlen 

statt  fmdet,  so  kann  man  immer  die  Zunahme  a  mit  der  klelnerH 
—  vertanscben ,  weshalb  die  Reihenfolge  zwischen  p  und  p-f-1  li 
di«  Reibe  der  ebenfalls  ganzen  Zahlen 

rp,i7»  +  l,...rp  +  *,rp  +  i+l,...  f7»+r 
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fbergeht,  und  es  ist  klar«  dasa  die  Gleidiang  1)«  folglich  auch 
ileiGhuDg  2),  fi!r  kleinere  a  gültig  bleibt» 

Auf  gleiche  Weise  wird  es  eioeo  Mittelvrerth  k^  der  Grossen 

^1  *  '^f  •••••  "11— 1  s  Ka 

[eben,   für  welche  der  Zeiger  q  zwischen  0  und  n  liegt. 

Werden  nun  diese  Mittel werthe  mit  n  multiplicirt  und  in  Glei- 
innig  ^  eingeschaltet,  so  entsteht 

F{üc-{^na) — F^= naF'(ar+iiia)  +  nc^kq , 

der»  wenn  man  na  mit  h  vertauscht, 

3)  F{x^h)—Fx—h\P{x-{'mu)-{-akq\. 

D  dieser  Gleichung  ist  k«  von  der  Veränderlichen  Xy  sowie  von 
er  Form  der  Function  Fx  abhängig ;  es  wird  daher  immer  einen 
Verth  x-i-^Mt  geben,  für  welchen 

F'(a^+I*a)  =  Fix-^-ma)  +  tikq 

lesteht  Hier  bedeutet  ft  wieder  eine  Zahl  zwischen  Mull  und  n: 
Iton  P{X'{-mei)  ist  von  P^x-i-ficL)  um  die  unendlich  kleine  Zahl 
Jtq  verschieden ,  man  kann  daher  akq  als  das  Differential 

F(  JT  +  wa)  —  F(a;  +  ma  - /5) 

msehep,  in  welcher  Differenz  die  unendlich  kleine  Zahl  ß  so  ge- 
rihlt  werden  kann,   dass  die  Gleichung 

F{x-\-ma)  —  F{x-\-ma^ß):=zakq 
D  aller  Strenge  bestehe,  dass  daher 

PCar+wift)  +  tikq 
n  die  Differenz 

F{x  +  [m+1]«)— F(a:+ma  —  ß) , 

las  ist  in 

(a  +  /5)F(a:+m«-/5), 

mid  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

in 

F\x  +  fwf) 


vennnMt  ^h  wHiach   in       '       '-'      -  '"' '■' 

Schrdbt  aao  «ndUd  ^J.n«  oder  ^A'  statt  fu»,  so  bednW 
^=:^  elttib  tchtflii  Brdch,  cmd  Au  GI«cituDg  4}  entstetit 

In  dw  TontMgflbeiidein  Entwicklang  liegt  der  Grund,  dasa  dii 
GMchnng  S)  noch  Rlr  eine  Function  gilt,  welche  innerhalb  d«r 
Grenun  x  und  :r-|-A  uicbt  mehr  continuirlich  bleibt;  *" 
Id  ffisMin  Fall«  •lud  snar  «azelne  der  W<eithe 

■wrie 

nÜQi^Bc&'gnMkt  libet  immer  nird  ein  Mrttelwerin  *"'(^ 
ole-leM*' ÖiMi  i^  fttr  die  zweite  Reihe,  sowie  l-'(x  +  fi^ 
Summe  Tini'^(f4"»)  und  o^j  mCslich  sein,  dergr-'"'* 
Zahlen  m,  q,  n  zwutchen  Null   und  n  liegen. 

Ebpn  B.O  onterlieait  es  keinem  Zweirel,  dasB  Gleichung  5^ 
für  unändtich  kleine  Zunahmen  A  qelten  müsse,  es  mag  die 
(gegebene  Function  continnirlich  oder  die  continuirlich  sein;  sonadi 
ist  fär  ein  unendlich  kleines  a 

6)  F(x-^a)~Fx=aF'(x+Ja). 

Ist  daher  die  Function  cuntiuuirticb,  so  gieht  es  swei  FonoM. 
welche  das  Differential  ergäusen,  nemlich 

F(^+c)  —  Fx=KF'ij-+Ja); 


und  wenn  A  »elbst  unendlich  klein  wird,  so  nird  n  endlich,  folg- 
lich  die  Bruchzahl^   seihst  endlich. 


Die  Gleichungen  5)  und  6)  gellen    nur  unter  der  zu  AnfaDK« 

_...._    n    ..  .  ";'znischen    j:  und  a; +  A  entweder 

bnefame.  Kimmt  nun  dieFnnctiM 


gestellten   Bedingung,    duss  /':r 'zwischen    j:  und  a:  +  h  entwedw 
immer  zunehme  od« 
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Bwischen  x  und  or-f  A'  zu  und  zwischen  a:-f  A' und  it^k'\-k  ab, 
oder  umgekehrt,  so  gelten  nach  Gleichung  5)  die  Beziehungen 

F(ar+A')  -  F;r = hfF'{x-{-/i'h!) 

und 

F(a;+A'+A) — F(a:+A')  =  AFCar+A'+z/A) , 

wenn  J'  und  ^   ächte  Bruchzahlen  hedeuten,     und   es    entsteht 
durch  Addition  dieser  Gleichungen 

F(a?+A'+A)  ^  Fx=h'r{x-{-/i*h')  +  AF(x+A'+^A) ; 

ßlr  die  rechte  Seite  wird    aber   immer   ein  Mittelwerth  von  der 
Form 

(Ä'  +Ä)  F'(ar+A'+ A+^''[A'+ A]  ) 

sich  finden    oder  denken    lassen,    in    weichem    /S"  wieder  einen 
ächten  Bruch  bezeichnet. 


Aus  der' Gleichung  5)  in  Nr.  1.  iässt  sich  eine  Beziehung  zwi- 
schen einer  continuirlichen  Function  und  ihren  Abgelei- 
teten entwickeln.  Es  sei  nemlich  Fx  zwischen  den  Wertnen  Xq, 
und  Xi  von  X  continuirlich ,    so  gilt  innerhalb  dieser  Grenzen 

jF(a:+a)  — Fa:  =  aF(a;+^a),    und 
{F(x+a)— .Far=v¥Fjr  +  a«A; 

10  welchen  Gleichungen  d  und  k  endliche  Zahlen  bedeuten ,  wenn, 
wie  vorausgesetzt  wird,  a  unendlich  klein  ist.  Ob  nun  auch  F'x 
€ontinuirlich  oder  discontinuirlich  sein  mag,  immer  gilt,  wie  in 
Nro.  1.  nachgewiesen,  die  Gleichung 

F'{x^d(i)'^rx  —  /laF"{x-\^^'a)y 

in  welcher  /i*  einen  ächten  Bruch  von  da  bezeichnet.  Wird  nun 
aus  dieser  Gleichung  der  Werth  von  F\x-\-/lct)  in  die  [erste  der 
Gleichungen  1.  eingeschaltet,  .so  dass  dieselbe  in 

F{x-\^a)  —  Fj:  =  aFx  +  /icL^F"{x-\^/S'a) 

Hbergeht»  und  diese  Gleichung  mit  der  zweiten  der  gedachten 
Gleichungen  1.  verglichen,  so  erhält  man 

k=dF'\x-\^d'a), 

Nun   ist  jd  eine  endliche  ächte  Bruchzahl,   >i\^^V  k  ^V^^wVa^^ 
eine  endliche^     wenigstens  nicht  eine  unend\ve\i  ^o%»^  1a^\\  >    ^^- 


her  kann  F"(x-i-^'a),  das  tat  f*a:,  «wischen  den  (Trenien  jr^  ii*| 
X,  nicht  unendlich  gross  werden,  tvlrd  also  hi>chst«ns  endli^ 
hieiben.  VVetin  aber  die  abgeleitete  Function  F"a:  einer  gegellü< 
nen  Function  F'x  innerhalb  beistimiBter  Grenzen  von  x  hBchstei«%| 
endlich  ist,  bo  nird  lilr  uueodiich  kleine  Zunahmen  von  .r  auck 
Px  nm  aoendlich  kleine  Grüssen  sich  virändeni,  das  heiiM 
fx  wird  innerhalb  der  gedachten  Grenzen  continuirlich  sein.      ^ 


Wenn  als 
nuirliche  Fun 
tete  derselbe 


Fx    i 


sehe 


I  Gri 


,  __  ist  die  erste  Abgeleuj 
selben  Grenzen  ebenfatliT 


Sowie  der  Schluss  von  Fx  auf  F':c  gilt,  so  ist  er  in  gleichtf; 
Weise  von  F'x  auf  F^x,  von  F"x  auf  r"x,.,..  gOltig,  weil  f^ 
die  erste  Abgeleitete  von  F'x,  u.  s.  w.  ist,  daher  der  Satz: 

Wenn  eine  Function   von  x   innerhalb  zweier  Gr< 
Ken  continuirlich  ist,  so  bleiben  auch  die  abgeleitete^ 
Functionen    der  selben    innerhalb     derselben   Gcenr* 
continuirlitb. 

Dieser  Satz   gilt  fiirjede  nte  Abgeleitete  einer  ziviseben  ii 
Grenzen  continnirlichen  Function,    so  lange  n  eine  endliche  Z 
bleibt;  wird  aber  ti unendlich  gross,  so  erleidet  er  eine  EinschrS 
kung,  weil  er  nur  die  Beziehung  einer  Function  und  deren  Äbg 
leiteten  entbült,  welche  von  der  Variabein  x  abhSngig  ist.   Äileitfl 
jede  Abgeleitete  einer  Function  ist,  ausser  von   dieser  Variabelif| 
auch  vom  Zeiger  n  abhängig,    deshalb  kann  für  wachsende  h  dis 
Abgeleitete  ins  Unendliche  wachsen,  wenn  dut  Zeiger  h  als  Factor 
der  von  x  abhängigen  Function  auftritt,    wie  bei  der  Abgeleiteten 
der  Function 


steAbgeleitete  »i» 


wenn  id  einen  endlichen.   Sehten  Bruch  bedeutet.  Daher  ist  IIb 
das  unendijcb  kleine  tt  die  zweite  Abgeleitete; 


F'(a:  +  (.+^'tt)-f(.c+^'«)  _ 


-.F-'{x+J'a+J"a), 


und,  schliesst  man  weiter,   die  nte  Abgeleitete 
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wenn  diese  Gleichungen  für  die  Abgeleiteten  in  aller  Strenge  rich- 
tig sein  sollen.    Die  Zahl 

kann  nun  innerhalbv  der  Grenzen  a^  und  Xi  li^en  oder  nicht 
Der  erste  Fall,  für  weichen  diese  Summe  grösser  als  die  untere 
Grenze  Xq,  und  kleiner  als  die  ebere  Grenze  Xi  der  Continuität 
der  Function  ist,  ist  es,  den  unser  Satz  voraussetzt,  ist  aber 
diese  Summe  grosser,  als  die  obere,  oder  kleiner,  als  die  untere 
Gontinuitäts-Grenze ,  so  hört  auch  die  itte  Abgeleitete  auf,  con- 
tinuirlich  zu  sein. 

In  dieser  Einschränkung  unseres  Satzes  liegt  der  Grund, 
waram  tiicht  jede  Function,  die  mit  ihren  Abgeleiteten  von  end- 
licher Zahl  innerhalb  zweier  Grenzen  continuirlich  bleibt,  nach 
Haclaurin's  Theorem  in  eine  convergente  Reihe  sich  entwickeln 
Hast;  denn  die  eben  angedeutete  Form  der  Abgeleiteten,  so  wie 
salbst  die  Form  des  Theorems  zeigt  ohne  Beweis,  dass 

1)  die  Function  eine  convergente  Reihe  giebt,  wenn  der 
Werth  der  nten  Abgeleiteten  mit  n  nicht  ins  Unendliche  wächst, 
md  dass 

2)  die  Function  eine  divergente  oder  halb  convergente  Reihe 
giebt,  wenn  der  Werth  der  nten  Abgeleiteten  mit  n  in's  iTnendliehe 
nrnimmt« 


3. 

■ .  .        .  '  ' 

Aus  Gleichung  5)  in  Nro.  1.  iässt  sich  zugleich  Madaurins 
Reihe  mit  dem  Restgliede  entwickeln.  Bedeutet  nemlich  Fx  eine 
zwischen  Xq  und  Xi  continuirliche  Function  von  x,  so  hat  man 
är  irgend  einen  Werth  k  von  x,  der  innerhalb  dieser  Grenzen 
liegt,  die  identische  Gleichung 

F(k)=zF(x  +  [k~^x]), 

m  welcher  man  k-^x  als  Zunahme  von  x  betrachten  kann^  so 
dass  nach  Gleichung  5)  in  Nro.  1)  die  Beziehung  entsteht: 

1)  F{k) = F(x)  +  (&-x)F(x+J[k—x]  ) . 

1d  dieser  Gleichung  muss  A:,  sowie  x,  zwischen  oto  und  Xi  liegen, 
nnd  för  jeden  der  Werthe  von  k  kann  x  unendlich  verschiedene 
V^erthe  annehmen;  es  kann  daher  x  «ich  ändern,  ohne  eine  Ver- 
änderung des  Werthes  von  k  herbeizuführen.  Differentiirt  man 
daher  mehrmals  die  Gleichung  1)  in  Bezug  auf  x,  und  schreibt 
der  Kürze  wegen  u'  statt  F{x+4d[kr^x]),  so  ergeben  sich  die 
Gleichungen : 

0=:Px  -u'  +  (k-^x) ti", 
BaBd  ILV.  \^ 


0=F"«  -JiT  f  («—»)»"•, 


Ictieii  Rir  «'.  «".  it'" u<"'  die  Werthe  folgen : 


."=  V  + 


(*-»)■ 


Diese  Werthe  aber  wandeln  die  Gleichung  I)  in  folgende  v 


ist.  Bleibt  nun  die  FuDction  Fx  für  den  Werth  .t=0  continniF' 
lieh,  sind  wonach  mit  Fx  auch  alle  Abgeleiteten  derselben,  in 
endlicher  Anzahl  senommen,  contiiimdich ,  bo  geht,  icenn  man: 
für  k  schreibt,  Gleichung  2)  über  in 


r 


Herrn   Doctor  T.   C lausen, 


Il  AnflÖsan^  der  Tom  Herausgeber  des 

■  Archivs    j^estellten    Aufi^abe:    Durch 

■  zwei  gegebene  Funkte  einen  Hreis  zu 

■  ziehen,  der  einen  anderen  ^e^ebenen 
I  Kreis  in  den  Endpunkten  desselben 
I  Durchmessers  des  letztern  Kreises 
1  schneidet. 


I.  Ks  seien  die  ge^^ebenen  Punkte  A  und  B  (Taf.VII.Fie.l.) 
ond  FGE  der  tregebeiie  Krei».  dessen  Mitteluunltt  in  />.  Tneüt 
man  AB  m  z«ei  gleiche  Theile  in  J  und  Kieht  JC  senkrecht  auf 
Aß,  so  liet;en  die  Mittelpunkte  aller  durch  A  und  B  gehenden 
Kieise  auf  der  Geraden  JC.  Es  sei  C  der  Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises.  Zieht  man  CD  und  FDE  senkrecht  auf  dieselbe, 
M  sind  E  und  F  die  beiden  Durchschnitte  der  beiden  Kreise. 
AIbd  wenn   man 

AJ—a,  JC=e,  CD=T,  DF=a 

setzt,  und  den  Durchmesser  des  gesuchten  Kreisett  ^C—CF^^: 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  in  denen  diese  Gleichung  /wi- 
schen den  Entfernungen  von  J  und  von  D  Statt  ündet,  ist  eine 
Gerade,  die  auf  der  JD  senkrecht  steht.  Nininit  man  nenilicli  JD 
als  Axe  der  x  und  J  als  den  Anfangspunkt  rechter  ink lichter  Poor- 
dinateit,  JD:=f,  und  nennt  x  und  jf  die  Coordinaten  eines  der 
gesuchten  Punkte;  so  wird 


Man    braucht    al»o 
um  sie  ziehen  zu  kj 
leicht,  ila  der  Gleic 
leistet  wird: 


ir  einen  Punkt  dieser  Geraden  zu  kenDen, 
ueh.  Einen  solchen  liudet  man  aber  äusserst 
ing  1)  durch  folgende  Aiinabme  Genüge  ge- 


f'=f +» 


=/^+. 


-  Zieht  mau  demnach  DG  senkrecht  auf  JD,  bis  sie  den  Kreia  in 
6'  sehneMi  ■■"'  pfrir-htpi  JH^~J4  senkrecht  auf  JDi  so  ist  Im 
diesem  he  -  )ß.  Man  inacfie  also  JJi=JG 

uad  DK=i-MfÄi  UDU  loi        t,  tu  senkrecht,  biü  sie  die  GersA 

JC  >  st       ;idel  .t  '       r  ucbte  Mittelpunkt  des  gesucb: 

ten  I  <^8  <  t  3        i         iass  es  in  jedem  Falle  not' 


Kreie  iii  ucu  uindpi..,«.^ 
durchschneiden;  und  Da 
£  Terßtbrt.    Der  gemeii 


ne  andere  Art  iüsen. 
telpuokte  aller  Kreis«  -Kuch^ 
gehen,  und  den  gegeben^ 
Durchmesser  dieses  KreiMI 
selbe  Weise  in  Beziehung  an 
■    ' '  eonw* 


,   blinkt  dieser  beiden    geoni 


trlschen  Oertar  ist  der  Mittalpunkt  des  gesuchten  Kreises.  Et 
sei  C  der  Mittelpunkt  des  gegcbenao  Kreises  (Taf.  VII.  Fig.  2.), 
dessen  Halbmesser  R,  CA  die  Axe  der  x,  C  der  Anfangspunlct 
der  recht»' in  kl  ich  ten  Coordinaten,  CA=a,  die  Coordinaten  des 
Mittelpunkts  eines  der  ernahuten  Kreise  £,  v;  dessen  Halbmes- 
ser R  ;  sü  sind  die  GieJchungen  für  die  Coordinaten  des  Durch* 
Schnitts  dieser  beiden  Kreise  X  und  j: 


und  die  Bedingangsgleichung,  dat 
Punkt  A  gebt,  ist: 


der  gesuchte  Kcels  durch  de« 


SubtrabJrt  man  (I)  von  (2)j  so  ergiebt  sich: 

und  wenn   man  iviederuni  ron  dieser  die  Gleichung  (3)  subtraUri: 
2|(«-;B)-2t.^=a»-if....(4) 

S'ne  Gleichuns  einer  Geraden,  die  die  Du rchscbnittsp unkte  beider 
reise  enthält.  Die  BediDgung,  dass  sie  durch  den  Mittelpunkt 
des  gegebenen  Kreise  gebe,  oder  dass  sie  filr  x^O,  s^=0  g^ 
giebt: 

2B6=(a— «)(a  +  Ä> (5). 
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Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Mittelpunkte  aller  durch  A  ge* 
enden  Kreise»  die  den^gegebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  des- 
ilben  Durchmessers  schneiden,  in  einer  auf  AC  senkrechten 
eraden  liegen.  Nun  ist  aber,  wenn  man  die  Gerade  AC  bis  B, 
rem  Durchschnitte  mit  dem  gegebenen  Kreise,  verlängert,  und 
De  beliebige  Grade  AE  zieht,  die  den  Kreis  in  E  und  F 
:hneidet: 

AF,AE=::AD.AB=(a-^R)(a+R). 

Macht  man  also  AE:=:a,  oder  beschreibt  man  mit  dem  Halb- 
esser AC=^a  einen  Kreis,  der  den  segebenen  in  E  schneidet, 
cht  darauf  AE,  die  den  gegebenen  Kreis  noch  in  F  schneidet, 
id  nimmt 

2S=:ilF,  oder  ^=CG~AF, 

rnebtet  die  Senkrechte  GO  auf  AC;  so  ist  diese  der  gesuchte 
tiometrische  Ort  aller  solchen  Kreise. 

Verfilhrt  inan  ifOUig  eben  so  in  Beziehung  auf  den  Punkt  j?,  in- 
em  man  um  B  mit  dem  Halbmesser  BC  den  Kreisbogen  CE' 
eschreibt,  bis  er  den  gegebenen  Kreis  in  E^  schneidet;  zieht 
ie Gerade  ££^  die  den  Kreis  in  einem  zweiten  Punkte  F' schnei- 
et, macht  auf  der  Geraden  BC,  CG'=^^BF'  und   errichtet  in 

y  die  Senkrechte  G'O  auf  BC;  so  ist  diese  hinwiederum  der 
geometrische  Ort  aller  durch  B  gehenden  Kreise,  die  den  gege- 
MQen  Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durchmessers  schneiden. 

Der.  Durchschnitt  C  der  beiden  Geraden  GCy  G'O,  und  nur 
liMer  allein,  ist  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises,  der  durch 
iie  Punkte  A  und  B  geht,  und  den  gesuchten  Kreis  in  den  End- 
pQDkten  H  und  J  desselben  Durchmessers  schneidet. 


Anflösnnff  der  Aufgabe:  Darcb  vier 
^e^ebene  Pankte  vier  Oerade  zu  zie- 
hen, die  ein  ttnadrat  bilden. 

Von  dem 

""*      *        Herrn  Doctor  T.  Claa«äll,i 

Obiecvalor  aa  der  Sternwarte  an  Darjtkl 


Es  seien  in  Tar.VII.Fi^.3.  die  gegebenen  Puntcte^.^C  DanAäu 
eesucbteQuadratußyd.  Zieht  man  CE^^AB  setikrecht  auf  AB;  so 'alt 
£ein  zweiter  Punlct  uer  Seite,  die  durch  Z>  geht.  Man  ziehe  also,  umdu 
Quadrat  zu  bilden,  DE  und  durch  C  eine  mit  ihr  parallele,  ferner 
dnrch  A  und  B  zwei  auf  diese  beiden  senkreehte ;  so  bilden  diese 
rier  Geraden  das  gesuchte  Quadrat.  Eben  so  würde  ein  Quadnt 
entstanden  sein,  wenn  man  den  Punkt  E  auf  der  andern  Salt 
von  C  auf  der  Geraden  CE  genommen  hatte.  Zwei  andere  ISnde 
man ,  wenn  man  von  ß  eine  senkrechte  auf  AC,  und  nie- 
der zwei  andere ,  wenn  man  diese  senkrecht  auf  AO  züge.  & 
giebt  alsn  in  allem  sechs  Auflüsungen ,  den  Fall  ausgenommeii 
-nenn  der  Punkt  E  mit  D  zusammenlalit,  wo  es  deren  eine  unend- 
liche Anzahl  giebt. 

Um  die  Richtigkeit  der  Anfi"isnng  zu  zeigen ,  braucht  min 
nur  nachzuweisen,  dass  aß^ßS,  da  nach  der  Construction  alle 
Winkel  rechte  sind.  Ea  sei  der  Durchschnitt  der  beiden  Geraden 
CE  und  BS  in  i:  der  beiden  Geraden  CE  und  AB  in  i).  Es  iat 
^tnB^=^eSE  durch  die  Construction  beide  rechte  Winkel,  ^Jt£ 
=^rjtB,  als  Scheitelwinkel,  also  in  den  beiden  Dreiecken  iiiß, 
tSE  Aach  ^T}Be=ji:iE£.  oier  ^ABn=Z.CEc.  Sei  Aa  senk- 
Techt  auf  6d,  alsn  parallel  mit  aß  und  derselben  gleich;  Cc  senk- 
recht auf  c£,  also  Cc  parallel  mit  ßä  und  derselben  Geradeo  gleid. 
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Es  sind  demnach»  da  die  beiden  Dxeiecke  ABa  und  CEc  recht* 
?inklicht  sind,  einen  gleichen  Winkel  überdiess  haben,  und  die 
len  rechten  Winkel  gegenüberstehenden  Seiten  AB  und  CE  ein- 
mder  ^eich  sind:  beide  Dreiecke  einander  gleich,  und  also  auch 


lie  den  beiden  gleichen  Winkein  j^ABa  und  jLCEc  gegenüber- 
)Vk  Seiten  Aa  und  Cc  oder  ufk  und  ^h  einander  gleich. 


tehenden 


,1IeI>iiiii^auf(Bralieii  fOr  ücliQler. 

ats  Ton  dem  Herrn  Doctor  T«  Claasen,    ObserTator  an  der 

Sternwarte  sa    Dorpat. 


Man  kann  in  Taf.  VII.  Fi^.  4.  die  Gerade  AB  ohne  Zirkel 
albiren,  wenn  man  bloss  zwei  beliebige  Gerade  durch  A  und  B 
iehti  die  sich  in  C  schneiden;  darauf  eine  mit  AB  parallele  Ge- 
ide  zieht,  die  AC  in  D  und  BC  in  E  trifft.  Eine  durch  den 
Kirchschnitt  F  der  beiden  Geraden  BD  und  AE  aus  C  gezogene 
Gerade  CG  halbirt  die  AB  \xi  ü. 


r 


MaQ  setie:    '""   '      "'  "^  " 

Seite  195  Zeile  2  v.  u.  (7)  statt  (1). 
,.     197      „    3  V.  D.  im  Zähler  —3)-f  statt —3-l-j 
„     202      „     1    iiD  Zähler  r»  statt  r". 
„      „        „     3  und  12    ({r)^F+i  statt  (fr)«!*. 
„      „        „4  V.  a.    de/r  statt  (fr). 


^ 


(7)         tt  (9). 

e»j:  statt  Cosa:. 


If  ™ 

„   19    ,         .t.K    /".                                ~ 

t/  0                         t/  0 

;,  210 

„   16    (71)  stall  (91). 

„    SU 

„  10    (67)  slalt  (67). 

„    216 

""/'"'"'"/"• 

,.     217 

.,    5   1   »lalt  j. 

„     219 

„  10    (6.)  glatt  (G,). 

Druckfehler  im  ISton  Theile. 

S.    63.  Z. 

3  statt  .,a="  (vorn  auf  der  Seite)  setze  man  „t 

8.  106.  Z. 

6.  Y.  n.  statt  „  +  jLim.is"i-iLim.iy^"  sei» 

„-jLim.ij'.  +  jLim.ij^,". 
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Jeber  den  Betriff  der  Combinations« 

Lehre  und  die  HezeiehnunK  in  dersel- 

len  und  einige  neue  Sätze  filier  die 

Combinationen  mit  beschräniiten 

^li^iederholnnf^en« 

Von  dem  ' 

Herrn  Hofrath  Oett'nger 

KU  Fr eibiirg  i,  ß. 


L 
Begriff  und  Bezeichnung  der  CombinAtionen« 

§.  h 

Es  i^  nicht  zu  verkennen,  dass  die  Lehre  von  den  Combi- 
lationen  seit  ihrer  Begrfindung  durch  Hlndenbure,  Krampf 
?ht(,  Rothe,  Weingärtner  etc.  «n  Inhalt  und  Umfang  sich 
iskr  erweitert  hat.  Eine  einfache  Vergleichung  der  diejse  Wissen- 
dbaft  behandelnden  «Schriften  aus  der  frühern  Zeit  mit  denen  aus 
ler  neuem  und  neuesten  bestätigt  diese  Behauptung  für  jeden, 
1er  sie  mit  unbefangenem  Auge  betrachtet»  hinlänglich.  Sollte  nun 
och  Ton  mancher  6eite  ein  ungünstiges  Urtheii  über  diese  Wis- 
leoscbaft  gefallt  werden  wollen ,  so  behauptet  sie  doch  durch  ihre 
kuwendbarkeit  und  Brauchbarkeit  in  so  verschiedenen  Zweigen 
hr  Mathematik  ihre  Bedeutung  und  dadurch  eine  Stellung >  welche 
hren  Einfluss  auf  die  weitere  Ausbildung  der  mathematisehen 
Wissenschaften  mehr  und  mehr  sichern  wird.  Denn  nicht  nur  in 
hr  sogenannten  *combin  atorischen  Analysis,  woftir  sie  ihre 
fsten  Begründer  benutzten,  bewährt  sie  eine  unbestrittene  An- 
rendbarkeit  und  Brauchbarkeit ,  sondern  auch  in  der  Differenzen  - 
nd  Summenrechnung»  in  der  Lehre  von  denFiLkuW^Vew  V^w^ 
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hieduTcb  indirecl  in  der  Differenzud-  und  Integralrecbnung),  bei  dei 
Zerlegang  der  gebrochenen  Fnnctionen  in  Partialbräcbe,  und  I 
in  der  WahrscheinlichkeitsrechnuDg    leistet  sie  uaverkena- 
bare  and  Dicbt  leicht  auf  aaderem  Wege  ersetzbare  Dienste,   «ie  I 
ich  durch  eine  Reibe   von   Abhandlungen,     welche   ßiüsstentfaeils  , 
in    Crelle's  Journal    erschienen  sind,    nachzun-eisen   njich  be- 
mGbte,  und  anch  in  einem  Anfi  atze  in  diesem  Archiv  (13.Theil.  ^ 
1.  Heft.  Nr.  II.)  andeutete.  Sie  wird  diese  gewiss  auch  in  andna 
Zweigen,    z.  B.  in  der  Lehre  von    den    conlinuirÜcben   ßrfi-  j 
eben,  in  der  Zahlenlehre  nicht  versagen,  wenn  sie  zu  diesem   | 
Zwecke  benutzt  und  bearbeitet  werden  wird.     Ein  Versuch  dürße   I 
wohl    der  Mühe    lohnen,     selbst   wenn  der  erste   nicht   gelingen 
sollte,     und    der  Erfolg  dfirfle  nicht  zweifelhaft  sein,    wenn  der 
Gegenstand    von  der  richtigen  Seite  angefasst  wird. 

Wendet  man  nun  den  conibinatoriscben  Gebilden  «eine  Auf- 
merlcsamkelt  zu,  so  drängen  sich  sogleich  zwei  grosse  UebelstSndi 
aul'.  Der  eine  ist:  die  verschiedene  Benennung  Ihrer Grundbtgi'ib 
und  Grutidsebilde,  der  andere  die  Verschiedenheit,  Zerfabreobal 
und  Unsicherheit  in  ihrer  Zeich eDs|i räche,  so  dasa  knitm  ein  W 
tender  Gedanke  zu  erkennen  ist.  Jede  Wisseusebaft  bedarf  ein«i 
Terminologie ,  denn  sie  muss  ihre  Begriffe  feststellen  und  bi^nco- 
Den.  Je  einfacher  die  Grundlage,  worauf  diese  gebaut  ist,  degln 
leichter  und  klarer  «virdsich  ihre  weitere  Entwicklung  geben  laHwa, 
Der  Name  ist  die  Bezeichnung  der  Sache,  deswegen  aber  nicU 
gleichgültig,  denn  er  wird,  wenn  er  richtig  gewählt  ist.  dag  Ve^ 
ständnifs  selir  erleichtern.  Gleich  bei  der  ersten  BegriiDdunit 
einer  Wissenschaft  wird  daher  eine  scharfe  Sichtung  des  in  iu 
zu  behandelnden  Stoffes  nöthig.  An  ihn  muss  sich  dann  INane 
«nd  Darstellung  kufipfcn. 

Dieser  Grundbedingung  steht  in  der  Mathematik  die  Bezeich- 
nung des  Begriffe»!  zur  Seite,  denn  in  dieser  Wigsenschall  i(t 
neben  dem  Begriff  und  der  Benennung  auch  noch  das  Zeichen 
sorglültig  zu  beachten.  Das  Zeichen  oder  das  Symbol  kann  des 
Begriff  nur  nndenteu,  nicht  entwickeln.  Zwischen  ihm  und  den 
xugehOri^en  Begriffe  findet  kein  innerer  Zusammenbang  statt.  Es 
ist  etwas  Sinulicbes.  Zufälliges,  nicht  Haupt-  soadern  Nebensaclie 
und  unterliegt  der  Wahl.  Obgleich  das  Zeichen  für  etwas  Aen» 
Berliubes  und  Zutälliges  erklärt  werden  niuss,  so  ist  doch  di< 
Wahl  desselben  nicht  gleichgültig,  denn  hieran  knfipfen  sich  w«-. 
Hentlich«  Vortbeile.  Es  unterstützt  das  Gedachtniss,  die  Anb» 
>ung  und  Darst^lung  der  Begriffe,  es  erleichtert  die  Entwickluof 
und  Ausbildung  des  Systems.  Zur  Verdeutlichung  wird  genüget 
auf  einen  Fall,  nämlich  die  Bezeichnung  der  Wurzel  grossen  duTcfa 

V'a  und  a'"  aofnterksam  zu  machen.  Während  die  erste  Be- 
z ei cfanungs weise  für  die  Entwicklung  schworfällig  und  mühevoll 
ist,  wirkt  di«  zweite  sehr  erleichternd  und  fiirdernd.  Ein  Gleiches 
gilt  von  der  Zeichensprache  in  der  Combiuations-Lebre,  nnd  es  irt 
nicht  zu  verkennen,  dass  die  Verschiedenheit  und  Zerfahrenheit 
in  der  Bezeichnung  sehr  ungünstig  in  der  Lehre  von  den  Coai- 
binationen  gewirbt  hat  und  noch  wirkt:    denn   ha(  sieb  der  Les« 
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ie  Zmohensprache  einer  Schrift  zu   eisen  gemacht,    so  ist  da 
orch  derSchlfissei  für  eine  zweite  und  dritte  noch  nicht  gefunden. 

Für  die  weitere  Ausbildung  der  Combinattons^Lehre  ist  daher 
ine  Feststellung  der  Grundbegriffe  und  Bezeich nungs- 
^eise  Ton  Wichtigkeit.  Zu  dem  Ende  mögen  folgende  Bemer- 
nngen  hier  ihre  Stelle  finden ,  die.  sich  an  die  in  meiner  Combi- 
atiofts-Lehre  gegebenen  Begründungen  und  Erörterungen  an- 
chliessen. 


8-2. 

Begriffs-Bestimmung  und  Eintheilung   der  Com- 

biiiationen. 

Die  Combinationen  zerfallen,  wie  sich  leicht  bei  der  ersten 
httchaunng  der  durch  sie  hervorgebrachten  Gruppen  ergibt,  in 
irei  Arten  und  zwar: 

a)  in  solche,  worin  die  einzelnen  Elemente,  welche  die  Grup- 
en  einer  bestimmten  Classe  hervorbringen,  in  ihrer  Stellung 
■d  Aufeinanderfolge  unter  einander  betrachtet  werden,  und 
ann 

b)  in  solche,  worin  die  Stellung  oder  Ordnung  der  auf  einan- 
er  folgenden  Elemente  in  den  einzelnen  Gruppen  nicht  in  Betracht 
ommt,  sondern  nur  darauf  Rücksicht  genommen  wird«,  in  wie 
Im  sich  die  Gruppen  einer  bestimmten  Classe  von  einander 
uTch  die  in  ihnen  auftretenden  Elemente  unterscheiden. 

In  der  ersten  Art  bildet  nach  dem  angegebenen  Begriffe  die 
rdnung,  worin  die  erzeugenden  Elemente  unter  einander  er- 
ibeinen,  das  Merkmai  der  Unterscheidung,  und  es  können  meh- 
re Gruppen  die  gleichen  Elemente,  ieaoch  in  veränderter 
^Hung  enthalten;  in  der  zweiten  Art  mllt  dieses  Merkmal  weg, 
e  Ordnung  oder  Stellung,  worin  die  erzeugenden  Elemente  unter 
nander  erscheinen,  \st  ganz  gleichgültig  und  die  Gruppen 
rfei^cheiden  sich  durch  die  Verschiedenheit  der  in  ihnen  vor* 
immenden  Elemente. 

Stellt  mau  der  Deutlichkeit  wegen  Combinationen  nach  dieser 
^riffsbestimmung  hier  zusammen,  so  hat  man  für  die  Gruppen 
!r  dritten  Classe  aus  vier  Elementen,  worin  die  Stellung  der 
biAente  unter  einander  beachtet  wird,  oder  für  die  Gruppen  der 
rsten  Art  folgende  Zusammenstellung: 


abc 

bac 

cab 

dab 

abd 

bad 

cad 

dae 

acb 

bca 

cba 

dba 

acd 

bcd 

cbd 

'  dbc 

adb 

bda 

cda 

dca 

ade 

bdc 

cdb 

deb. 

\\^ 


t  Gruppen  der  dritte»  Classe  aus  vier  Elementen,  wotin  di«  I 
AMUl«g'nicht,   sondern  nur  der  Zutritt  aeuer  ElemeBttl 
"  t  wird,    also  für  Gruppen  der  i        "        »-'•■-' 

liZuummeiMtellung'i  r   .-  - 


b€d. 

In  iat  Grnppeader  ersten  Art  kommea  je  sechs  vor  (abc.uct, 
hme,  bea,  cab,  cba  u.  a.  w.),  die  sich  inuner  nur  durch  die  Ord- 
■nng  .pder.  SI«IIudk>  tvoria  die  Elemente  unter  einander  vorketD- 
■wn.'nntCTMheiden.  In  den  Gruppen  der  zireiten  Art  ist  diecH 
Hnnsl  nicM  vorbanden.  Alle  diese  sechs  Formen  haben  nor 
«iBW..^HÄeeDtanten  [abc)  und  diese  Gruppe  unterscheidet  slii 
mi  4n  Onppe  abd,  acd,  bcd  durch  die  Aufnahme  von  «fenlg^ 
■MM  eiBMU  neuen  Elemente. 

''-'IHäiWBte  Art  dieser  Gebilde  soll  mit  dem  deutsi-hcn  Nameg 
V«vn«fiBngen  (die  EI»nente  ergeheinen  unter  einander  w- 
Mtart);  dto;  der  zweiten  Art  mit  dem  Namen  Verbindungen  (die 
Blsnonta  ferscheinen  unter  einander  auf  verschiedene  Art  verbnD- 
^pl^;  boi^bnet,  und  beide  zusammen  unter  dem  allgemeinen  ?ii- 
■isn' Conibinationen   begriffen  werden. 

Uninsucht  man  nun  beide  Arten  von  Combinatinnen  etiheii 
BO  kSmen  in  jeder  einzelnen  Gruppe  beider  Arten  nur  verschie- 
dene Elemente  vorkommen.  Üiess  ist  in  den  oben  an^egebeoeii 
Zosaniroensfellnngen  der  Fall.  Es  kann  aber  auch  in  den  eini4 
i>en  Gruppen  wenigstens  ein  Element  (also  auch  alte)  oder  auch 
nur  bestimnite  Elemente  wiederholt  erscheinen,  und  zwar  aoC 
allen  Stellen  der  einzelnen  Gruppen  oder  nur  auf  bestimmten.  l)a- 
durcli  wird  man  ferner  auf  den  Begriff  der  Combinationen  mit 
WiederlioluDgeii  gel'üfirt,  welcher  sich  auf  die  beiden  Toröii 
genannten  Arten  von  Combinationen  ausdehnt,  und  man  erbKltift* 
fort  Versetzungen  mit  Wiederholungen  dnd  VerbindiM' 
gen  mit  Wiederholungen.  * 

Uiebei  unterscheiden  sich  nun  zic ei  Unterarten  von  seihst  b 
kOnnen  nlEinlich  bestimmte  Elemente  ein  oder  mehrere  n^jl 
den  einzelnen  Gruppert,  worin  me  erscheinen,  wiednbolt  enra^ 
nen,  nder  es  krmneu  alle  Elemente,  wpraus  die  Gebilde  era«^ 
werden,  wiederholt  erscheinen.  Im  ersten  Falle  künoen  diM 
die  Wiederholungen  selbst  auf  verscifiedene  Welse  beschrUI 
vorkommen.  Hiernach  zerfallen  diese  Arten  von  Cotnbinatii 
in  solche  mit  beschränkten  Wiederholungen  uiid  in  aoldW  \ 
mit  unbeschrankten  Wiederholungen. 

Da  die  Begriffshesibnmungen  dieses  Paragraphen  die  Grundl^ 
der  nachfolgenden  Erortcniriijen  bilden,  und  eine  klare  Einsicht  vot 
allem  hier  erfordert  wird,  bo  soll  nun  auch  eine  Zusammensteilnng  die- 
ser verschiedenen  Combi  na  tions  arten  hier  gegeben  werden.  Wk 
verfolgen  das  oben  g^ebette  Beispiel  weiter. 
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Die  Gnippen  der  Versetiniigeii  mit  Wiederholungen 
MS  Tier  Elementen  zur  dritten  Classe  sind: 

aaa    aca    baa     bca    caa    cca    daa  dca 

aab     acb     bab     beb    cab     ccb     dab  dcb 

aac     acc     bac     bcc    cac     ccc    dac  dcc 

aad    acd     bad    bcd    cad    ccd    dad  dcd 

aba    ada    bba    bda    cba     cda     dba  dda 

abb    adb     bbb     bdb    ebb    edb     dbb  ddb 

abe    ade    bbc    bdc     cbc    cdc    dbc  ddc 

abd    add    bbd    bdd    cbd    cdd    dbd  ddd 

« 

Die  Gnippen  der  Verbindungen  mit  Wiederholungen 
ane  Tier  Elementen  zur  drittea  Classe  sind : 

ddd 


aaa 

ooö 

ccc 

aab 

bbc 

ccd 

aac 

bbd 

cdd 

aad 

bcc 

abb 

bcd 

abe 

bdd 

abd 

aee 

acd 

add 

du 


In  den  Gnippen  der  ersten  Art  macht  sich  der  Begriff  der 
Vereetsanff  der  einzelnen  Elemente  in  einer  Gruppe  geltend,  wie 
In  bed,  bac 9  cbd,  cdb^  dbc,  dcb  u.  s.  w.  und  zu^feich  der  der 
Wiederholung,  wie  in  aaa,  bbb,.,^  und  endlich  beide  in  Verbin- 
dang  mit  einander,  wie  in  aab,  aba,  baa,  oder  in  abb,  bah,  bba 
u«  s.  w.  Sie  fahren  daher  mit  Recht  den  Namen  Versetzun- 
en  mit  Wiederholungen,  denn  ihre  Eigenthfimlichkeit  ist 
rch  beide  Worte  festgehalten. 

In  den  Gruppen  der  zweiten  Art  macht  sich  Torerst  der  oben 
unter  6)' gegebene  Begriff  geltend.  Die  einzelnen  Gnippen  unter« 
seheiden  sieb  von  einander  nicht  durch  die  Stellung  der  in  ihnen 
Tvlrkömmenden  Elemente,  sondern  dadurch,  dass  in  den  Terschie- 
(lenen  Gruppen  nicht  dieselben,  sondern  verschiedene  Ele- 
mente Torkommen,  und  es  genügt,  wenn  auch  nur  eines  unter 
den  Torkommenden  Elementen  Terschieden  ist,  wie  in  den  Grup- 
pen aaa,  aab,  bed,  bdd....  Femer  macht  sich  neben  der  Art, 
wie  die  Elemente  in  den  verschiedenen  Gruppen  mit  einander  in 
Verbindung  treten,  der  Begriff  der  Wiederholung  geltend,  wie  in 
den  Gnippen  aab,  bbc,  ccc.,,.     Diese  Gruppen  werden  in  ihrer 


an  wi«iieihc.iDp»irfinnmimnM.  ■...  .'xw.U'i  üivu.. 

'  Die  -CünbinationeB  mit  bMCfarSnkton  Wi«deifcil«||«B  Mltea 
Uar  Bldit  ImJeoim^hmnrgtkobear^irvtiti,  immin^mgU»  uf  sie 
nrtckkoiDitnt  •SJ*"« . ,     ,w,    „  ,J    n,  ,,    ,■,-,„    .\„,  , 

i^^\,       \.n\>       1*.       \,»T       \v,Ä       \«..-        V..,^       i^  "         , 

■    1)    ^W*«'J«FJ«».     ,.,H    w,*    ,..'..>    »w,    ,.«„ 

l.(il.yftW«<»W»,»«l  1*1*  beschränkten    Wiedei- 
holangany 

«  .p.nri...iÄ(J^«M5'W;^*!PAf.  ««beschränkten  Wieder- 

«)  VarbiDdnngen  OBDe'Wiedäibolun^en,      ^Hl 

i)  VerbiDdnag«n'^it  )Viederholun^eD.         ^vl 

's)  VerbindaDgen' mit    lieechräukten    Wieder-    ' 

holnngan, 

f})  TsrbindttBgen     mh    unb^scliränkten    Wie- 

derholungeD.  .,,,;.        -.,-.j. 

Dieses  Schema  empfiehlt  sich  einerseits  durch  seine  Elnrach- 
beit,  andererseits  durch  den  Zusammenhang,  nelcfaer  zwischen 
beiden  Combinations arten  herrscht.  MaR  kann  nämlich,  wie  man 
sich  leicht  aus  der  Toretebendeo  Zusammenstellung  der  Gruppen 
fOr  dieselben  überzeugt,  von  den  Gruppen  der  Versetzungen 
(mit  oder  ohne  Wiederholungen)  zu  einer  bestimmten  Classe  auf 
di»  Grnpp^a  Aoi  Verbindn-ngen  (mit  oder  ohne  Wiederkplun- 
gen)  zu  deraellMiidesse  übergehen^  wenn  man  aus  dnL  GnippttB  dar 
Verairtziiiieeii  die  Au  f«  ina  o  de  r  fo  I  g  e  der  Elemente  ausstti(|j|t»alw> 
n*r  die  unterVioh  Terscbi^eae«Grupp«n  berücksichtigt  j  iUi4tfiBBfr 
k«hrt  fnAn  man  vol  den  Gruppen  der  Verbindungen  (nüt.Mlld 
ohne  Wiederholungen)  au  einer  bestimmten  Classe  auf  di&.Oniii- 
peo  d«F  Versetzungen  zof  nfimlichen  Ctasse  filjergfeheMi,.  twpp 
man  in  die  Gruppen  der  Verbindungen  die  verschiedene  AnfkiOT 
anderfplge  der  Elemente  oder  die  Verletzungen,,  welcbs 
die  Elemente  einer  jeden  Gruppe  utiter  sieb  eingehen  bOknen, 
einßltrt  ,  '    ,  '^^  V     f  .'    '  ' 

-•  Unn  kOnnt«  auch  »ur  Benennung  der  v«c8cbiedenen  Arifii  tob 
^aen  Gebilden  nar  den  tarnen  Contbinationen  wäblen;,,4ii)D 
würden  aus  dem  obeit  vorgelegten  Schema  folgende.  N49ie^,.«ir 
Untensi^sidung  der  in  Fcage  stehenden  Gebilde  fliesscaij.. 

a)    Com.liinationen  mit  Versetzungen. 

6)    (Co^bloatfonen  mit  Versotzungea  nnd  WteAar- 
■■■■'■    '  bttluvgftn.  .  ,,..■.,.,,.., 


f 

* 
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a)    Combinatlonen   mit  Versetzungen   und    be- 
schränkten   Wiederholungen^ 

/?)    Combinationen  mit  Versetzungen  und  unbe- 
schränkten Wiederholungen. 

c)  Combinationen  ohne   Versetzungen. 

d)  Combinationen  ohne  Versetzungen  mit  Wieder- 
holungen. 

er)    Combinationen  ohne  Versetzungen   mit  be- 
schränkten Wiederholungen, 

ß)    Combinationen    ohne  V^ersetzungen  mit  un- 
beschränkten Wiederholungen. 

Diese  Benennungen  bezeichnen^  wie  man  sieht,  dieselben 
Dinge  und  Begriffe.  Sie  sind  aber  sehr  schiverlallig,  stehen  jeden- 
CUIs  den  zuerst  gegebenen  an  Kürze  und  Zweckmässigkeit  nach 
and  empfehlen  sich  deswegen  keineswegs  zur  Annahme. 


§.>  3. 

Geschichtliche  Notizen   über  Begriffsbestimmung  und 
Benennung  der  Combinationen  nebst  Kritik. 

Wir  stellen  nun  dem  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten 
ersten  Schema  die  von  Hindenburg  gegebene  Eintheilung  der 
Combinationen  entgegen.  Nach  ihm  zerfallen  sie  (Novi  Systema- 
tik Permutationum^  Corabinationum  ac  Variationum  primae  lineae. 
Lips«  1781.  pg«  4*  u.  ff.)  in  folgende  drei: 

a)    Versetzungen  (Permutationes  sive  transpositiones) , 

6)    Verbindungen  (Cpinbinationes  sive  complicationes), 

c)    Variationen  (Variationes  sive  complicationes  com  permu- 
tationibus). 

Unter  Versetzungen  (permutationes)  versteht  Binden- 
bntg  diejenigen  Gebilde,  welche  immer  die  nämlichen  Elemente 
(res)  ftihren  und  sich  nur  durch  die  Stellung,  welche  die  erzeu- 
ffenden  Elemente  unter  einander  einnehmen,  unterscheiden  (cum 
oatae  res,  servata  earum  multitudine^  sed  non  ordine,  omnibus 
qHibus  possunt  modis  coordinantur  et  transponuntur).  Dabei  kön* 
Ben  unter  sich  gleiche  Elemente,  aber  immer  gleich  vielmai  wie- 
derholt erscheinen  (wie  z.  B.  aöb,  baby  bba).  Aus  der  weitern 
Ausführung  und  auch  aus  der  weitern  Bestimmung  der  zugehöri- 

gen  Gmppenzahl  (pg.  23.  u.  t  des  oben  angeführten  Werkes)  geht 
ervor,  dass  die  Zahl  der  erzeugenden  Elemente  der  Clas- 
senzahl  gleich  kommen  muss.  Nach  der  hier  gewählten  Termi- 
nologie sind  es  die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  aus  n 
Elementen  zur  ntep  Classe  und  bestimmte  Fälle  der  Versetzpngen 


nit  lieeichrüTikten  Wiederholungen  (also  beide»  nur  apecielle  Ffille 
aH-eierCoiiib'malioiisarten). 

Unter  Verbindungen  (Combinationes)  versfehl  er  Bo\A<t 
einbilde,  worin  die  Elemente  aus  irgend  einer  gegebenen  Alkubl 
«infacb  oder  zu  zneien  (liiniones),  zu  dreien  (lernione»)  d.  a.  «. 
zusammengestellt  werden,  die  Ordnung  aber,  worin  die  Elemente 
anf  einander  folgen,  ausser  Äcbt  gelassen  wird  (nullo  tarnen  ordi- 
nis  singuiarum  (rerum)  vicissitudinisfe  habito  respectu).  Dabei 
bOnoen  die  eracugendeu  Elemente  niederholt  erscheinen  oder 
nicht. 

Unter  Variationen  versteht  er  die  Gebilde,  welche  eotst«- 
ben«  wenn  in  den  GrD|)ucn  der  Verliindungen  (ohne  und  mit  Wie- 
derholungen) auch  die  VersetKungen  vorkommen  (Variationes  an 
Complicaliones    cum   Permntationiliuä).     Hiebei  nird  die  unter  a] 

«egeoene  Beschränkung  aufgehobeD,  dass  die  EleroentenzabI  mit 
en  Classenexponenten  übereinstimmen  müsse,  und  es  krmnMi  die 
einzelnen  Gruppen  weniger  Elemente  führen.  Hierunter  werden 
also  nach  Unserer  Ausdrucksiveise  die  Versetzungen  mit  und  ohne 
Wiederholungen  aus  n  Elementen  in  den  verschiedenen  Clatiaeii 
verstanden,  mit  Ausnahme  der  genannten  besondem  Fülle.  Die 
Ton  Hindenburg  gegebene  Begnffsbestiminuiig  wird  von  ihm  je- 
doch nicht  sehr  strenge  gehalten,  denn  er  führt  auch  noch  andere 
Falle  bei  Aufstellung  der  2ugeh<irigen  Zaiilenausdrilcke  untec  die- 
ser Benennung  auf. 

Ejuen  allgemeinen  Namen,  welcher  die  drei  von  ihm  aufge- 
führten Arten  dietüer  Gebilde  umschliesst,  hat  Hindenburg  nicht 
gegcbco. 

Die  TOD  Hindflabnrg  aufgestellte  Eiatheilnng  der  ConWoa- 
tlonen  wurde  In  den  meisten ,  die  Corabinations lehre  bebandalBtln 
Schriften  beibehalten.  So  von  WeingSrtner  (Lehrbuch der com- 
binatorischen  Analyeis.  2  Thle),  Stahl  (Einleitang  in  »daA., Sta- 
dium der  CombinationslehTe) ,  Loreni  (Lehrbeeriff  der  Syntfiktik 
oder  Com binatlnnsl ehre),  Spehr  (Lehrhegriff  der  relnni  Conbi- 
natioDslehre) ,  Tbibant  (Grnndriss  der  allgemeioeD  ATitMwtlk 
oder  Analysis)   u.  A. 

'  In  dtf  gebranchten  Benennung  zeigt  sich  jedoch  ehiEfn  'V«- 
Hchiedenbrit.  So  werden  die  Veibindungen '  aocb  mt'doi 
Namen  „Combluationen  fiberhanpt"  mit  and  obne-Wiedw 
bolangen,  ancfa„Combinatinßen  im  engern",  oder  „eigflitt 
Heben  Sinne"  bezeichnet  Anch  kommen  die  Namen  „gevri' 
aete,  wobl  geordnete"  oder  „gut  geordnete  CombiiMiiiv 
nen"  vor,  sodass  man  unwillkahrllch  an  die  Titel  „woh^boceB, 
hochwofalgeboren"  etc.  erinnert  wird.  '    '■'■'- 

Der  hier  gegebene  Begriff  der  Variationen  obn*  BBJ  »It 
Wederholungen  föllt  offenbar  mit  dem  der  Versetsunf^en  ohne 
nnd  mit  Wiederholungen,  wie  er  oben  in  dem  von  mir  aaEgWtell- 
tea  Schema  rorkotpmt,  zusammeD.  Nur  ist  dort  weiter,  «Ha^«! 
In  dw  Natur  der  Sache  fngt,  xwisdien  beschrSoktea  'tmd  oi- 
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beschrSnkten  Wiederb olunpn  unterschieden.  Die  Gebilde, 
welche  Hindenbure  und  seine  NarbTol^er  unter  dem  unter  a) 
aafgettilirten  Namen  Versetauneen  (PermutalioDes)^  bezeicbne- 
ten,  sind  nach  der  Hindenbur^ecben  Terminologie  in  der  That 
nichts  anderes  als  Variatienen  uhne  Wiederhnlunaen  aus 
'  II  Elementen  zur  nten  Clause,  tvorin  auch  eine  bestimmte 
Zahl  von  Elementen  einander  gleich  sein  kann,  verslanden. 

Die  von  Hindenbur^   aufgestellte  Eintheilung  der  Combina- 

Itionen  in  drei  Arten :  in  Permutationeii,  Combinationen  und 
Variationen,  ist  nun  nicht  in  der  Natur  der  Sache  begründet, 
widerspricht  sngar  einer  richtigen  Anschauungsweise  und  ist  daher 
Duricbtig.  Sie  charakferisirt  einen  besondern  Fall  einer  be- 
stimmten Unterart  als  allgemeinen  Begriff,  coordinirt  ihn  anstatt 
ihn   unterzuordnen. 

Alle  Combinationen  (Versetzungen   und  Verbindungen) 
[      MrfaUen  nach  der  Zahl  der  in  den  einzelnen  Gruppen  vorkonimen- 
I      deD  Elemente  in  verschiedene  Classen  oder  Ordnungen  und  unter- 
I      liesen   in    dieser  Zergliederung  durchweg  den    gleichen  Gesetzen. 
baner  ist  nicht   abzusehen,    warum  die  Gruppen  des  beslimmten 
Falle«,    wenn  gerade  au  viel    Elemente  in  ihnen  vorkommen  als 
.      der  Claseenesponent  Einheilen   enthält  (Versetzungen   aus  n  Ele- 
menten zur  nten  Glosse)    einen   besouaern  Namen  luhren  und 
aogar  tu  einem  Gaftungsbegrifl  erhoben  werden  snNeu.  Diess 
gdächieht   aber  offenbar  in  dem  vorliegenden  Falle  nach  der  llio- 
deiiburg'«chen  Eintheilungsweise.    Wollte  man  consequent  ver- 
I      lahren,  so  müsste  man  den  Verbindungen  aus  n  Elementen 
lur  nten  Classe   (mit  und  ohne  Wiederholungen)  und  den  Ver- 
setzungen und  Wiederholungen  aus  n  Elementen  zur  nten  Classe 
aach  einen  besondern  Namen  beilegen  und  sie  zu  einem  Gat- 
taagsbegriff  erheben,  was  offenbar  gegen  jede  richtige  Schluss- 
folgemng  verstüsst. 

Diese  Eriirterung  dürrte  einem  unbefangenen  Blicke  unzwei- 
felhaft darthun,  dass  die  Hindenburg'sche  Eintheilung  der  Com- 
binationen in  drei  unter  sich  verschiedene  und  cnordinirte 
Arten  (Permutationen,  Combinationen  und  Variationen)  unrichtig 
ist*  und  dass  eine  richtige  Zerlegung  des  Begriffes  nur  zwei 
unteir  sich  verschiedene  und  coordinirte  Arten  zulässt,  die 
von  Hindenburg  Cnmbinationes  slve  Coniplicationes  und  Varia- 
tiones  sive  CompUcatlones  cum  permutationibus  genannt  wurden, 
md.  die  ich  mit  dem  schon  lange  gebräuchlichen,  deutschen  Na- 
men „Verbindungen  und  Versetzungen"  bcieichne  und 
wobei  nur  der  Unterschied  vorkommt,  dass  die  Benennung  „Va- 
liatLonen"  durch  „Versetiiungen"  ersetzt  ist.  Diess  schien  mir 
■n  so  zulässiger,  da  das  Wort  „Versetzungen"  den  oben 
gesehenen  Begriff  ganz  gut  und  richtiger  bezeichnet  als  das  Wort 
„^^riationen",  denn  letzteres  Wort  bedeutet  „Verwechslung,  Ab- 
weehslung"  und  entspricht  dem  fraglichen  Begriffe  durchaus  nicht. 

Hindenburg  hat  keinen  allgenieiuen  Namen  für  die  io  Frage 
stehenden  Gebilde  aufgestellt,  wie  der  Titel  des  oben  angeführ- 
ten  V^erkßs  tt^agt.    Nie  lassen  sich  ganz  zweckmässig  mit  dem 


I 
I 
I 

I 
J 


N&iuen  „Conibiuatiaaeo"  beaeicbuen.  Dsfiir  bat  aucb  da 
Sprachgebrauch  entscbi^deii ,  nie  die  Ans(lrü<:ke  „combiDatar 
ri«cfae  Analysis,  Comliinatioiis-Lehre,  uombinatorischu 
Verfahren  etc."  deutlicb  darfhan,  wodurch  im  Allgeinetnen  dJeOper 
rationell,  welche  di«  Com bitiatioiu) lehre  lehrt  mtd  dia  Analvsta 
frebraucht,  mit  alleu  sich  daran  knüpfenden  Geschaffen,  angedc 
tet  «erden. 

Ganz  unstatthaft  ist  die  Benennung  „geordnete,  wohlge- 
ordnete odereut  geordnete  (rite  oräinatae)  Combinatioiieii?. 
Hie  bezieht  sicn  iiiir  auf  die  Methode,  nie  die  Gruupen  dieser 
Verbindungen  gebildet  «erden  (wobei  mafi  xur  ErleicKterung  de* 
Verfahrens  allerdings  ganz  tiacbeemäsg  die  Elemente  nach  eiiw 
bestimmten  Weise  ordnet),  nicht  aber  auf  die  Gruppen  und  dcu  Bfc 
griff  äelb.st,  wie  diess  auch  bei  der  Gruppenbildun^  der  Versetzuir 
gen  mit  und  ohne  Wiederholungen  geschieht.  Uie  Verbiodu»' 
^en  (mit  und  ohne  Wiederholungen)  charakterisireu  sieb  nach  dsF 
in  §.  'i.  gegebenen  Begrifisentwickluni;  Torzogsweise  als  soldHI 
Gebilde,  worin  gerade  die  Ordnnng,  in  welcher  die  £leiiienK! 
auf  einander  folgen,  auägeschlosHen  und  daher  ganx  unneseoli 
lieh  ist.  So  stellen  z.  It.  die  üecba  Formen  abc,  acl>,  bac,  ba^. 
eab,  eba  nur  eine  Gruppe  dar,  wenn  von  dea  Gruppen  der  V<A 
bindungen  zur  dritten  Cflasse  die  Rede  ist,  denn  acb  hat  in  di* 
sem  Falle  die  Dämliche  Bedeutung  wie  cba  oder  bcu  u.  ».  f.  uni 
alle  zusammen  vertreten  den  näuilicbei)  Begriff.  Ist  aber  voitdM 
Versetzungen  zur  dritten  C lasse  die  Rede,  dann  stellen  diese  G«r 
bilde  sechs  verschiedene  Gruppen  dar  und  ach  ist  eine  U> 
dere  Gruppe  als  abc,  oder  cba~  Sie  sind  nicht  mehr  unter  eio- 
ander  identisch,  «nndem  dem  Begriffe  nach  unter  ^h 
Dinge. 


!.4. 

BescicbBting  der  CombiDatioaen. 

'  Um  die  so  tvanschenawerthe  Einlieit  und  Eiafnnntelcelt  fBrAe 
Bezeichnung  ^er  Combinationen  xa  ^etvinnen,  weroen  folgende 
Sstze,  die  ich  schon  in  uelnei  Combinatlonslebre  $.  7.  ftu&eflAtrt 
b»be,  als  furdemd  zu  betrachten  sein. 

Die  xa  wShlenden  Zeichen  sollen  so  beschaffen  sein,  «fttastle 

'  1)  den  anzudeutenden  Begriff  richtig  aufnehmeit  und  Jshtr 
lAai  und  erschSpfeud  roilegen.  Alle  zur  Erzeugung  des  Bt^rfb 
mitwirkende  Elemente  mOmen  xnsammengebsst  w«rden ,  fceiSW 
dnf  flberseben,  und  iticbts  Unerhebliches  oder  ZnfiUllges  «f*  «•• 
«Entlieh  bezeichnet  sein; 


2)  dass  sie  sich  der  Methode,    woTnacb   die  Zeichen    «dner 

■    " QacUieesen.    WHkOhr 

allgemeinen  CmJAli 


Vßssenscbaft  dberbmipt  ge^vKfatt  werden,  anachlieesen.    WHkOhr 
und  Un^cherhelt  müssen  unterdrOctt  und  allgeweinei 


pnnkte»  ortsfgMTdneit  w«id«i. 
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1  3).fEeicben>  «lie  iu  der  WiesenschaA  schon  ein«  betttiniiiit« 
Bedeutung  erhallen  haben,  müssen  hiefür  ausschlieseliuh  beibe- 
lialten  Hna  Icüuneu  nicht  aul'  uiiden-  Begriffe  ühergetragen  Her- 
den, i^ie  Vernadtläe^ieunit  diesea  Punkten  bringt  UuMcherbeit 
and  Verwirrung  in  die  Bezeichnungsvf  eise. 


Zeicfai 


!ü  in  der  Com- 
ile.  von  einem 
auügeäfjrocbeD 


.1     Nacb   diesen  Aiideutungi 
lumatiofislehre  ea  gewählt  iverden,  d: 
Betriff«    umaublosäeneD  Geschäfte    enthaften 
siud^     D&s  Zeichen  muss  daher  angeben: 

o)  die  Art  der  Comhinationi^u,  welche  gebildet  werden 
«allen,  als  da  sind;  Vertietzungen  oder  Verbindungen,  ohne  uud 
üit  Wiederholungen,  mit  be^^chränkten  uud  unbest^räukteu; 
'  A)  die  Elemente,  woraus  die  Gruppen  gebildet  (rerden  sol- 
feff,  BUS  etner  oder  mehreren  El  erneuten  reihen.  Viele  vnn 
den  bisher  gewählten  Zeichen  überiseheD  die^e  Bedingung  giMiz, 
und  dürften  desiregeii  unzulässig  sein; 

c)  die  Classe,  oder  Ordnung,  d.  i.  dieZahl  der  Elemente, 
Wvlufae  in  jeder  der  zu 'lüldeaden  Classan  sutjammengestellt  wer- 
den sollen 

Ausser  diesen  drei  Grundbedingungen,  die  in  keinem  Zeichen 
fehlen  dürfen ,  künnen  noch  andere  Nebenbegriffe  aufgenummen 
werden*  wie  z.  B.  Summen,  welche  die  zusammenwir- 
kenden Elemente  hervorbringen  soUen.  oder  Abtheilungen 
«der  Fächer,  worein  sie  gebracht  werden  sollen  uud  derglei- 
(Cbpn  mebr. 

Stillschweigend  werden  wohl  in  jedem  Werke,  worin  auch 
nur  die  ersten  Elementarsätze  der  Com  bi«atinns lehre  behandelt 
werden,  und  selbst  von  denen,  die  keine  Zeichen  gebrauchen,  son- 
dern den  darzustellenden  Begriff  mit  Warten  geben,  die  hier  auf- 
i;estellteu  Bedingungen  als  massgebend  anerkannt.  Bis  zu  einer 
eleichfiirmigen  Bezeicbnangsweise  hat  sich  aber  diese  Aner- 
ktintiling  nncK  mclit  gesteigert.  Jeder  gelit  der  hergebrachten 
Gewohnheit  nach.  Ein  richtiges  Zeichen  aber  ist  die  kilrzeste 
Terminologie,  erspart  vleleWorte  und  erleichtert  die  weitere  Aus- 
bildung der  Wissenschaft  ungemein.  Die  Mathematik  erfreut  sich 
dieses  Vorzugs.  Die  Einigung  aber  scheint  auch  in  diesem  Ge- 
biete eine  Sisyphus- Arbeit  zu  sein.  Sie  kann  nicht  von  dem  Ein- 
zelnen durchgeführt,  sondern  nmss  durch  das  Zusammenwirken 
Einzelner  angebahnt  -und  dnrch  allmSlige  Verbesserunt;  bewerk- 
atdligt  werden.  Hier  soll  nun  der  Versuch  einer  solchen  Anhah- 
UMf  '"  wohlgemeinter  Absicht  gemacht  werden,  der  ^icb  riel- 
Üwht  dadurch  empfehlen  dürfte,  dass  die  von  Hindenburg  ge- 
Riiibltß  aber  nicht  durchgefiibrte ,  in  vielen  Schrillen  auch  schon 
ODgeDommene ,  von  andern  wieder  verlassene  Bezeichuungs weise 
au,  Grunde  gelegt  wird,  die  überdiess  den  Vorzug  grosser  Bild- 
^»mkeit  and  Brauchbarkeit  bietet,  wie  aus  meiner  Combinations- 
Iflite  hervorgeht,  yra  .sie  sich  systematisch  weiter  ausgcUldet  und 
4we1iKetiührt  tindeL 


m 

Die  Versetzungen    vrerdeo  dieser  Methode   zufnig«  durch  J 

S&nfan^bucbetabe  des  Wortes  Pexiiiutafin),  die  VerbindunoT 
utch  C  (Anfangs  buch  Stabe  des  Wortes  Combtnatio)  angedeiit 
die  Elemente  »erden  neben  an  gei^chrieben ,  durch  Kommata^ 
trennt  und  in  Klammern  eingeschlossen.  Rechts  oben  an  nie 
Schlussklammer  kommt  die  Classenzahl  als  Exponent  zuste- 
hen, so  wie  die  nnter  a)  —  c)  au%estellten  Sätze  es  fordern.  Die 
Wiederholungen  werden  durcli  einen  Strich  angezeigt,  der 
oben  reehts  an  den  Buchstaben  P  und  C  nach  dem  Vorgange  der 
meisten  Schriflen  gesetzt  wird.  BetichtänLte  Wiederholun- 
gen werden  durch  Exponenten  angedeutet,  welche  oben  an  dio 
zu  wiederholenden  Elemente  ungescbrieben  werden ,  wie  diess  be- 
kanntlich längst  gebrätichlicfa    ist. 

Hiernach  werden  die  Versetzungen  ohne  Wiederhotoitgeis 
aus  den  Elementen  Hj,  Og,  a^.,.^an  (r  Elementen)  zar  jten  Ciasso 
bezeichnet  durch 


/*(0i,  a»,  oj.. 


P'(«j,  flj,  o, a„)ff. 


'■-4 


Die  Versetzungen,    worin  ein   Element  (a^  kmal,  ein  an- 
deres (04)  Amal  wiederholt   erscheint  (mit  beschränkten  Wife.  , 
derholungen)  durch  .^^ 

6)  ^K.  <^a>  <4>  A<   o» (ia)f. 

Hierin  iat  bekanntlich 

l-FA  +  H-l+*  +  l+....=^. 

Diu  Verbindungen  ohne  und  mit  Wiederholangeii  wo»  da 
oben  genannten  Elementen  rar  jten  Clasae  werden  «oatog  dnrck 
folgenae  Zeichen  angedeutet: 

7)  Cia,,  Og,  dg  .■■-an)*. 

9)  C(ai,  a\,  d,,  a'«,  a^ a«)f. 

Sollen  Combhiationen  in  irgend  einer  Claeae  zu  einer  beatian- 
ten  Summe  bezeichnet  werden,  so  tritt  nocli  ein  paiea  EleaiHt 
hinsu,  daa  in  das  Zeichen  aufgenommen  werden  müss.  Diean  vHri 
dadnrch  angedeutet,  daaa  man  in  die  Klammer  T'>r  die  Elemente 
den  kleinen  lateiniacben  aber  langen  Bucbstaben  (J)  und  nebeti 
ihn  die  verlangte  Summe  schreibt,  and  dann  ein  Semikolon  tot 
den  Elementen  folgen  ISast.  Alles  andere  bleibt  an  der  Bezeich- 
nans  nngeXndert.  Die  Combinationen  (Versetznngen  and  Vei^ 
binoangen)  mit  und  ohne  Wiederholungen  aua  irgend  ^er 
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ElcmenteDiahl   in  der  fttn  Clause  cur  Surom#   m  vrerdeo  sofort 
der  Reihe  nach  bezeichuet  durch: 

/ 

10)  P(fm;ai,  a«,  Os,  ....)^ 

11)  i^{fm;ai,  a^,  113.  ..a»-«+i)f, 

12)  C(Jm;ai,  a^,  a^ )v, 

13)  0(Jm\ai  ,0^,0^  ....am-«H)'' 

Sollen  Comfoinationen  zu  bestimmten  Unterschieden  angedeutet 
werden ,    so  werden  sie  auf  die  vorstehende  Weise,  nur  mit  der 
AbäBderung  dargestellt,  dass  man  allenthalben  d  statt  /  schreibt' 
und  alles  XJebrige   in   dem  Ze^ichen  unverändert  lässt    Kommen 
mehrere  Eleraentenreihen  in  Frage ,  so  werden  sie  in  die  Klammer 

eingetragen. 

« 

Die  Zahlenausdriicke  der  bisher  angedeuteten  Begriffe 
lassen  sich  einfach  d  u  r  ch  e  ck  i  g  e  Klammern  statt  runder  an- 
geben.   Man  hat  dann 

M)    P[a^ ,  Oa,  a, ....  a«]«=««l-*=«(n— .l)(ii— 2)...(n«-^+l). 

Die  hier  gegebene  Bezeichnungsweise  beurkundet  ihre  Zweck- 
mässigkeit insbesondere  dadurch ,  dass  sie  sehr  leicht  noch  ander- 
weitige Bestimmungen  in  sich  aufnimmt,  und  dass  sich  noch  an- 
dere Arten  von  Combinationen  und  vielerlei  mit  ihnen  vorzuneh- 
mende Geschäfte  durch  sie  andeuten  lassen,  die  bisher,  durch 
Worte,  also  auf  viel  umständlichere  Weise,  ausgedrückt  wurden. 
Diess  ist  bei  der  Verbindung  der  aus  verschiedenen  Elementen- 
reihen erzeugten  Gruppen  unter  einander,  bei  der  Vertheilung 
der  Elemente  einer  oder  mehrerer  Elementenreihen  in  Fächer  u. 
s.  w.  der  Fall,  wie  man  sich  aus  meiner  Combinationslehre ,  -aus 
meiner  Abhandlung  „die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  zu 
bestimmten  Summen  aus  einer  oder  mehreren  Elementenreihen 
a,  s«  w/'  überzeugen  kann.  Sollen  'z.  B.  die  Gruppen  der  Combi- 
nationen verschiedener  Elementenreihen  so  mit  einander  verbun- 
den werden,  dass  je  h  Elemente  der  ersten  Reihe  mit  je  k  Ele- 
menten einer  zweiten,  mit  je  /  Elementen  einer  dritten  u.  s.  w. 
zusammentreten  und  zwar  so,  dass  sich' die  Elemente  verschiede« 
ner  Reihen  nicht  unter  einander  vermischen,  so  kann  man  diess 
dadurch  darstellen,  dass  man  die  Dimensionen,  in  welchen  die 
Elemente  neben  einander  treten ,  als  Exponenten  neben  einander 
schreibt  und  durch  Kommata  von  einander  .trennt  Hierdurch  ent- 
stehen folgende  Zeichen: 

16)     C{ai , cr^»*"* Omi^i ,69,63 ..«.  6a>Ci,C2,...  Cp;....)^'^»''*" 

die  auch  für  die  Versetzungen  und  Verbindungen  mit  WIederho 
Inngen  gelten. 


Es  wird  genügen,   die  (inindzDge  tliesei  BeEetchnuni;sw«iaA 
hier  feetgeatellt    zu   haben.    Wegen  der  weitem  Aosfübning  vtÄ 


I  Inhalt  der  Abschnitte  IV — VIII.  meiner  Co»- 
>  das  Hieher-Gehürige  nachzusehen  ist. 


ischichtliche   BemerLu 


Die  Elemente    wurden    iinl^nglich  durch   die  Buchstaben  du 
Alphabetes 


,  (/,  e.  f. 


'■der  durch  Zahlet 


1,  2,  3,  4,  5 


bezeichnet  und  zwar  so,  ilusi»  a  das  erste,  h  das  zweite,  c  du 
dritte  Element  u.  s,  w.  darstellte.  Jedem  Elemente  wurde  auf 
diese  Weise  ein  Ordnungswerth  beigelegt.  So  bei  Hindenbure; 
Weingärtner,  Stahlu.  s.  w.  In  spätem  Schriften  von  Thi- 
baut,  Scberk  u.  A.  wurde  diese  Uarstellunesn-eise  wieder  vet- 
lassen  und  man  findet  nur  ein  Element,  uud  über  dasselbe  diff 
Ordnungszahl  geschrieben  auf  folgende  Weise: 

1      S     3      4      5      «        n 

a,  «,  a,  a,  a,  a„..a. 

Diese  Bezeichoung  ist  im  ScbreibnB  sahr  zsitravbpnd  nnd  fOr  dM 
Druck  ungeeignet  Die  oben  in  ^  4.  «agenommene  Bexeichniii^ 
weise  der  Elemente  durch  AohäBgea  der  Stelleozablen 

"l  •  <"■>  "<>   "ar  Sit  — •"b 

vermeidet  diese  Nachtheile  und  ftirdeit  den  Ueh erblick  »dt.    ./ 


Uaa  Vorschreiben  der  grossen  Bnchstaben  P  and  C'vot  Üi 
in  Klammern  ein  geschlossenen  Elemente  zur  Bezeichnupg  ttt 
verschiedenen  ComDinatinnsarten  «tebt  mit  der  Methode,  wtlcbe 
in  der  neueren  Zeit  zur  Bezeichnung  der  Begriffe  in  der  Shtli^ 
matik  in  Anwendung  gebracht  wurde,  vollkommen  In  EtuklaUg. 
Man  darr  äicb  Dar  an  die  Bezeichnung  der  Differenzen,  Losarira* 
men,  Sinus,  Cosinus  etc.  erinnern.  Schon  Hlndenburg  Taskta 
diese  Idee  auf  und  sagt  p.  41.  des  oben  angefahrten  Werkes: 
,,Operationes  combinatorlae  optime  et  simplicissime  IndtcaDtiir 
praeponendo  ipsa  verba,  vel  literas  initiales  literis  eure 
numeris,'  positis  pro  rebus  (Elemente),  quibuscum  operatio  iu- 
stitni  debet"  und  scblSgt  folgende  Zeichen  vor; 

Permutationes  (a,  b,  c,  d,....)  sive  P(l,  2,  3.  4 ), 

Complicationes  (1 ,  2,  3,4,....)  vel  C(«,  ß,  y,  S,-.), 
Variationes  (I,  3,  3,  4,....)  sive  V(u,  ß,  y,  S,^..)% 
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Alt  aber  den  Gedanken  nicht  fest^  und  wählt  soear  eine  Bezeich- 
ungsweise,  worin  die  den  Begriff  erzeugenden  Momente  gat  nicht 
u  erkennen  sind.  So  bezeichnet  er  z.  B.  die  Verbindungen  ans 
Elemente  zur  ersten,  zweiten,  dritten  CJas8e  u.  s.  w.  durch 

Diese  Bezeichnungsweise  wird  von  Weingär tner,  Stahl  u.  A. 
sstgehalten.  Dem  Classenexponenten  wird  aJier  in  all  diesen  Dar- 
teilungen keine  Rucksicht  getragen.  In  spätem  Schriften  wird 
er  E/xponent  über  den  die  Gebilde  andeutenden  Buchstaben  und 
ie  Elemente  oder  Zahlen  werden  unten  oder  rechts  zur  Seite 
ngeschrieben  auf  folgende  Weise: 


C(a,  b,  c,,.„n)  oder  C(Vy  2,  3,....9t) 


der 


b  oder  b 

(a,  6,  c ^.•»n)  (] 5  2,  3y....n). 

Unzweifelhaft  gebührt  dem  Zeichen 

or  den  genannten  der  Vorzug.  In  manchen  Fällen  und  nament- 
ich  bei  üoUectiv-Bezeichnungen  können  zur  Raum-Ersparung  die 
Uemente  unten  angeschrieben  werden. 

Sollte  nun  noch  der  Begriff  der  Summe  aufgenommen  wer- 
eo»  so  wurde  die  sie  bezeicnnende  Zahl  rechts  oder  links  oben 
ngeschrieben.  Diese  Stelle  gebührt  aber  nicht  der  Summe«  son- 
ern  dem  Exponenten;  daher  muss  das  die  Summe  vertretende 
ieichen  eine  andere  Stelle  einnehmen ,  wie  diess  auch  schon  oben 
arcbgeführt  ist. 

Cm  nun  zu  zeigen,  auf  welche  W*eise  die  Bezeichnungen  in 
en  Combinationen  durch  einander  laufen,  soll  hier  Einiges  zu- 
ammen  und  den  oben  gegebenen  Zeichen  gegenüber  gestellt 
-erden.  Wir  geben  das  Schema  mit  unseren  Zeichen  und  denen 
on  Hindenburg,  Thibaut,  Eytelwein  upd  Spehr  ge- 
rauchten: 


tat  mederho-  /*{fl|,B|,.^a,)«,  •MOieg.M),  'F.   ' 
Inngm 

^.  yifcirtM^  mit,  ■  , 


)  VaniadmgeB 

holBDgen 

)  VArblnd.    mit  m  > 

Vnederli.     in     C(/n;ai,«a...J"',m"M(irtrfi.M),«»C'  p-Cm,   ifC. 


Wer  ftiD  treues  Bild  von  dieser  rervrirrenden  Bezei<;hniinga- 
mimm  wflnscht,  der  nird  sie  in  der  Scbrilt  über  „die  Bezeichnaoi; 
In  in  conbiiwtin-ischen  Analysis  von  Wein  gilrtner"  linden, 
wo  Doch  weitne  Zusam  mens  teil  ungen  bierQber  gef-eben  sind, 
Jedenfalls  wird  das  Streben,  und  das  ii>t  hier  Hauptsache,  perecbl- 
fertigt  erscheinen,  Ordnung  in  diese  Unsicherheit  und  systemlose 
Zerfahrenheit  und  Vernirtung  zu  bringen.  Zu  diesem  Zivecü  ist  auch 
eine  Schrift  vonC.  G.  Schetberterscbienen  anter  dem  Titel  „Sb 
Versuch  die  Combinationslefaie  als  Wissenschaft  zu  begtündM 
ttnd  die  Wort-  und  Zeicbenspiacbe  in  ihr  festzustellen".  Femer 
hat  der  Harr  Herausgeber  dieses  Aicbivs  schon  längst  (1.  Suppten.- 
Bd.  zu  Kiaget's  WürtferbDch  der  Mathei^atik  S.  4^.  u.  f.)  auf  du 
BedQrfniss  und  die  Nothn'eudigkeit  hingewiesen ,  auf  in3{;Iicbrtv 
Vereinfachung  der  Bezeichnung  in  der  Combinationslehte  lilnni- 
wirlten  und  sieb  zu  einer  ^leichfurmi^en  und  seraeiascbafUiGbeil 
Bezelcbnungs weise  zu  Teremigen.  Diesem  BedOrfnisse  soll  die 
von  mir  vorgeschlagene  Bezeichnungsweise  entgegen  kosten. 
Ich  bin  weit  entfernt,  sie  fCir  die  einzig  richtig  zu  erkUven.  Sie 
soll  eine  Grandlage  sein,  auf  welcher  man  weiter  anfbanen  kann. 
Der  Vorzug  ddrlttf  ihr  wenigstens  zaznsprecben  sein,  dass  man 
darch  sie  und  auf  gana  consequente  and  syslematisehe  Wdse 
weiter  gelangt,  als  man  mit  jeder  der  bisher  vorgescblageseD  niid 
angenommenen  geknmmen  ist.  Man  verbessere  oder  suche  sien 
verbessern.  Geiiüst  sie  nicht  und  ist  das  Mangelhafte  an  ihr  nach- 
gewiesen ,  so  verlasse  man  sie.  Es  wird  immer  ein  Gewinn  eän, 
auf  dem  Wege  des  (Jogenügenden  zu  dem  Bessern  vorgeachrltten 


Aus  den  hier  vorgelegten  GrSnden  kann  ich  mich  auch  nicht 
der  Ansicht  derer  anscbliessen,  die  bei  der  genanufen  Sachlage 
In  der  neuesten  Zeit  auf  die  Begriffsbestimmung  und  Beaennnua 


\ 


08  der  Zeit  des  ersten  Aofatigs  der  Combi oationslebre  von  Hin 

^enborg  tvieder  zuräckkehien,    da  sich  diese  BeKtimniungen  und 

lezeicbnongen   den  gemucbten  Gemerkungen    Eufolge  ungenügend 


Diess  ist  der  Fall  in  einer  Abhandlung  con  Herrn  Weiss, 
reiche  im  »4.  Bande  S.  255.  und  38.  Bd.  S.  107.  in  CrcJle's 
onrnal  erschienen  ist  und  den  Titel  führt:  „Einige  Aufgaben  aus 
er  Co mbination sichre".  Der  von  dem  Verfasser  geiv&blte  Gegen- 
land  ist  gut  und  gründlich  durchgearbeitet.  Man  fmdet  aber  dort 
im  Einklänge  mit  allem  Werken "  wie  es  beisst,  die  Definitionen, 
lintheilnng  und  Benennungen  wieder,  wie  sie  oben  §,3.  vonHin- 
enborg  aufgestellt  wurden,  und  wornach  sie  in  „Permutatio- 
■bh.  Combinationen  und  Variationen"  (S.  235.  Crelle's 
onrii.)  zerfallen.  Ich  glaube  es  dem  Urtbeile  des  Lesers  Gtjer- 
ssen  zu  sollen ,  ob  nach  dem  in  §.  3.  Gesagten  diese  Einthei- 
!ag  zulässig  ist  o^er  nicht,  und  bedauere  nur ,  dass  der  Verfas- 
sr,  der  mit  sehr  grosser  Gewandtheit  seinen  Stoff  behandelt  hat, 
lebt  Veranlassung  genommen  hat,  die  Gründe  anzugeben,  warum 
t  diese  Eintheilung  und  Benennung  festhält,  nnd  warum  eine 
Lenderung  derselben,  die  sich  meines  Dafiirhaltens  im  Laufe  der 
!eit  doch  schon  fühlbar  gemacht  hat,  unzulässig  erscheinen  dürfte. 
.8  hätten  sich  gewiss  hieran  Anhaltpunkte  zur  Verbesserung  und 
leiichtigung  und  dadurch  unmittelbar  oder  mittelbar  zur  Feststel- 
ing der  Begriffe  und  der  Zeichen  knüufen  lassen.  Wir  Termissen 
iess  um  so  mehr,  da  Herr  Weiss  in  seiner  Abhandlung  einen 
tslier  noch  wenig  beachteten  Zweig  der  Combi nations lehre  „die 

Kombinationen  (Versetzungen  und  Verbindniigen)  mit  bo- 
chräukten-  Wiederholungen"  behandelt  hat,  der  ihm  ge- 
ri8S  Gelegenheit  au  weitem  Andeutungen  für  richtige  Bezeich- 
langsweise  gegeben  hätte.  Den  Gegenstand  selbst  bat  er  in  einer 
Lusdefannn^  untersucht,  wie  er  bisher  in  den  hierher  gehiirigen 
khriflen  nicht  untersucht  wurde.  Ein  Theil  der  einschlagenden 
Infgaben    findet  sich  von  Herrn  Professor   Schert   (Mathema- 

^acbe  Abhandhingen.  Berlin  1825.  S.  67.)  bearbeitet,  aber 
licht  bis  zu  dem  Umfange  fortgeführt,  welchen  der  Verfasser 
'im  zn  geben    ivusste. 

Wenn  nun  der  genannte  Gegenständ  auch  von  mir  hier  auf- 
egriffen  wird,  so  geschieht  diess  einerseits  deswegen,  weil  ich 
.ie  Bedeutung  dieses  Gegenstandes  in  der  Combi nation («lehre  und 
len  beiden  angeführten  Arbeiten  gerne  anerkenne,  andererseits 
leswegen,  weil  sich  diesem  Gegenstand  noch  eine  neitereAnsicht 
ligewinnen  lässt,  wodurch  sich,  im  Hinblicke  auf  die  zu  erzie- 
enden  Resultate,  die  Ausbeute  neuer  .Shtze  noch  steigert.  Der 
■egenstatid  wird  aber  hier  nicht  in  seinem  ganzen  llmfans  behan- 
'elt  werden,  da  es  sich  nicht  darum  handelt.  Bekanntes  wieder- 
leeben,  sondern  nur  iti  so  weit,  als  die  Ent»  icklungsweise  ver- 
cuieden  ist.  und  soweit  die  Auliindung  anderer  Sätze  etwa  \ot' 
ereitung  erheischt.  Hierbei  werde  ich  mich  der  oben  aufgestell- 
m  und  in  meiner  Combinationslehre  durchgeführten  Bezeiclinuog»' 
'«ae  bedienen. 


I 
I 


Einige  .Satze  übe 

gen  mit  beschr 


iTbindungen  nnd  VeTStrfXiiD- 
Dkten  Wiederhalnngeii. 


I) 


C'(Bi,     Oj,    Oj,    Oj,.. 


^n) 


werden  die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  «  Elementen  zur  qtm 
Classe  verstanden  ond  zwar  bo,  dass  in  jeder  einzelnen  Gruppe 
das  Element  a^  gerade  pjaul  (nicbt  mebr  nicht  weniger)  und  du 
Element  a^  gerade  rmai  nnd  gleichzeitig  mit  ihnen  tod  den 
übrigen  Elementen  jedes  nur  einmal  in  der  erforderliches  Ergän- 
2uti£  bia  zur  Classendimension  {q)  voiEioniinen  soll.  Dieser  Be- 
srilTund  das  Zeichen  I)  steht  ganz  analog  mit  dem,  vras  schm 
längst  durch  das  Zeichen 

imsgedrückt  wird. 

Die  hiedurch  bedingte  Gruppenanzahl  ei^iht  sich  durch  Ap- 
scheidung  der  zu  wiederholenden  Elemente  sehr  leicht  und  es  ist 

3)     C[a,,ai,a3,ai^....an]t  =  aza^C[ai,as,ai,.,.a^p-y-'  ' 

_(B~i),_p_^_-  l.2......(,_^-,)  , 

DasGesetE  trSgt  sicfa  auf  folgende  Weise  in's  Al^en«ir>e  über: 
4)    C[o,',oa'.,.o,'or+i,OF+a,-..<iB]! 


-n-jn- 


9+Pi-¥Pa-Pr+i) 


wenn  unter 


'■^ \>r-Pt-Pn—---pr) 


m(m—l)....(m—x-i-i) 

'- — rizzi — 


oder  nach  Legend re'scher  Schreibart 


S$9 

tstaDilen  wird.  Der  Riirxe  H»egf9i  werden  wit  im  Folgeodeti  tm» 
iwöholich  des  Ausdrucks  5)  bedienen. 

In  der  vorstehendim  Fötm  ist  der  in  t)«  3)  nnd  4)  liegende 
egriff  sehr  enge  und  bald  erschöpft.  Bemerkt  man  aber^  dass 
den  Gruppen  der  VerbinAii^en  mit  unbescbrSnkten  Wieder- 
ihu^en  jedes  Element  fttr  sieb  alle  'Wiederholungen  bis  znm 
busswMxponenten  in  allen  BwisehenHegenden  Abstnfnngen  durch- 
afen  kann^  so  lässt  «ch  ckr  in  l)y  3)  und  i)  li^ende  Begriif  er- 
«tem   und  man  kann  folgende  ProUeme  ztir  Beantn<nrtnttg  vor- 

1  '  ■  . 

Die  Gruppen  der  Vetbindungen  ans  irgend  einer 
lementenzahl  zur  ^ten  Ctai^se  irerden  gebildet: 

a)  .wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Grappem«  worin 
Ido  beistimmte  Anzahl  von  Elementen  wenigstens  ein- 
lal,  eine  andere  wenigstens  zweimal^  eine  dritte  we- 
Ifsten«  dreimal  n.  s.  w.  wiederholt  erscheint? 

6)  wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen^  worin 
ine  bestimmte  Anzahl  von  Elementen  höchstens  ein- 
lal,  eine  andere  höchstens  zweimal«  eine  dritte  hoch- 
tens  dreimal  n.  s.  w.  wiederholt  erscheint? 

Hieran  sqhUo^^n  sich  noob  folgende,  in  anderer  Beniehiing 
licht  uninteressante  Aufgaben  an. 

Die  Gruppen  der  Verhindüng'^n  aus  irgend  einer 
^lementenzahl  zur  ^ten  Classe  werden  gebildet 

c)  ^i^  gress  ist  die  Anzahl  der  Gruppen^i  worin 
rg^nd  eines  der  gegebenen  Elemente  wenigstens  rmai 
i^iederhroit  erscheint? 

d)  wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen«  worin  es 
dchstens^rmal  wiederhett  erscbeint? 

Die  unter  a)  aufgestellte  Aufgabe  soll  so  angedeutet  werden: 
Die  unter  6)^  aufgestellte  so: 

k     k  k        Ir— 1  *— 1  3         a  « 

In  dem  Symbole  6)  liegen  folgende  Bedingungen:  «i  Elemente 
lOllen  wenigstens  einmal;  »2  Elemente 


2  2  a  9 


A-^r 


_,„, .  tat  wieilerbnit  u.  a.  w.  in  den  zu  bilden- 
de»'GHpp«B:'T«rltMlBMi.  Diess  lie^t  in  der  Natur  der  Sachft 
DVnil  if^MD  4III0  bwtbwnte  EtemeDtenzahl  irenigsteDs  einmal  vo^ 
i;  sie  aucb  zweimal,  ferner  dreimal 


„„   ,^__f9Bial   («A  «ft  als  der  E^onent  angiebt)  Torkommen, 
Fflr  Ae  Cirapptnnut  dar   wiederbolenden  Elementenzahlen    er^    I 
dcb  diber  hiMlehafdi  der  Grüsse  folgende  Bedingung: 

■  8);  ■:'  iy-<;na<n3<n, <«*.  j 

■|m»mIiMM['1*' Wanste  und  m  die   erusste  Zahl.     Die  nri- 
■fl> MB,  MffäoW-yaiHfcft  Ton  n  Eind  aufsteigend  geordnet 

In  imM  pfa^tü»  t)  liegen  folgende  Bedingungen,  n,  Etenwl* 

i.:.,.   ■    ,."■:,■:■.      C<h.  aj.  Ob-...«»,). 

•tiB,efl«^^^ra,!hl<^>*i^BS  einmal;  %  Eleineute 

'  (oj,  «a,  Ob--«",) 
>dleiL.ihiA^eM  nrrimLl  oder  als  Zweifaches;  n,  Elemeote 

3         IS  S 

("l.    «*.    a»,— -Ob.) 

Hollen  hQcbstens  dreimal    oder  ats  Dreifaches  u.  e.  w.  Torbonnneo.    ' 
wie  dtes8    auch  hier    in  der  JNalur  der  Sacke  liegt    Ea  üt  ienwr 
tti  die  giSsate  und  nt  die  kleinete  Zahl.  Di«  fibrigen  ZaUenm^e 
liegen  zwischen  beiden  Grenzen  in  abnehmendem  Wertlie>    Biw> 
aus  ergibt  sich  folgende  Bedingimg: 

A  kann  sich  büchstens  bis  zu  9  erheben.    Das  Gesagte  schDeMt 
jedoch  nicht  ans,  dass  in  8)  und  9) 


sein  kamt,  oder  dass  die  n  alle  unter  einander  oder  parttenwelie 
unter  einander  gleich  sein  bSnnen. 

Die  Au%aben   unter  c)  und  ä)  stellen   eich   darch  Mgpnde 
Symbole  gaos  einfach  dar- 

10)  'C(«i,'  da,  Og o.)  , 

11)  'CK  .  ai  4,  -...  ol)'- 

Wrd  r=l  in  10),  so  fällt  die  Bedeutung  von  10)  mil  OlouBp^a^ 
unmeu,  denn  es  entstehen  sofort  die  Gruppen  der  VerbinduB- 


-f  U|  Oga«  OgOs  «sCb  f^"«"« 

1'2  4  33  »5  777 

124  33  «6  SÜS 

124  33  ()6  777 

124  55  6«  333 

12  4  55  66  777 


a^a^a^   +  «la»«»  Oi«!  o»**»  <••"»*'• 


^ 


234  11  58  777 

234  11  66  22  2 

234  11  66  777 

234  55  66  111 

234  55  66  777 


omrasst  die  Gruppen  mit  beschiSnkten  Wie- 
ClasBe  aus  sieben  Elementen,  worin  je  drei 
ST    ersten  gerade  einmal  mit  je  zwei  an- 

^en  seclis  ersten  gerade  zweimal  nnd  mit 

demente  von  den  sieben  ersten  gerade  drei- 
isammen  vorkommen.  Die  Elemente  Og  und  tig 
weniger  als  zweimal,  das  Element  aj  nicht 
iial  vorkommen,  wie  klar  vorliegt  DieGmppen- 
.eocIflD  Falles  ist 


lOi.aa.-a«;«!. 

i),(6-3),(7-Ö), 


4.3.2   3^  3 
"0:31.2   1—^ 


ilie  fSr  die  Verbindungen  aufgefundenen  Sätze  I)— 3) 

ringen  mit  beschränkten  Wiederholungen  unter  den 

<on  Übergetragen  werden,  so  wird  diess  sich  leicht 

lassen.  Betrachtet  mau  nemlich  die  Darstellimg  3), 

iir,    dass  jede  Gmppe  gleichviel  versc^edene  und 

.erholte     Elemente     führt.     Alan    Gndet    daher    für 

Gruppe    nach     i.    9.     meiner    Comhinationslehre 

'fl^m    . Formel     die      verlangte     Versetzungszahl. 

•    domselben  Gesetze  unterließ,    so  hat  man 

Gruppen   mit   der  fiir  jede  einzelne  Gruppe 

(ijil  zu  vervielfachen.    Hiernach  ist  fOr  den 

'Qondirenden  Fall 


u.  s.  {.  Die  Gleichong  1)  hat  dan  Eigenthümiwbe,  daea  bei  in 
näniJicheD  ElemeDten reihen  und  ClasseiiexpoiiBsten  die  veränderte 
Orduung,  uorin  di«  Eleaientcnreihen  mit  ihren  zui;«bürigeii  Cla«- 
senexponeiiten  auf  eioaadcr  folgeü,  veräcliieilene  Gru|>[i«oan)uthl«a 
erzeugt,  (S.  Coiubinationsldire  S.  74.  und  75).  Die  Gruppenaozulil 
wird  am  grüseten,  wenn  die  Eleineiitenreilteii  d&cIi  d«r  Zahl  ihrer 
Elemente  geordnet  werden,  sn  dass  die  ElaiueDtenEahl  jelet  nach- 
folgenden  Reihe  cUe  der  vnrhergehenden  ao  Gritsse  öbertrifi. 
Diese  Anordnung  wird  im  Folgenden  v-oruusgesetzt  und  ist  «ch»l 
in  8)  $.  6.  voTaoägesebcn.  Wird  eine  andere'  Anorduuag  Terlangt 
Oller  bedingt,  so  SaderC  sich  damit  die  Grupjiermabl. 

Die  Gleichung  1)  kann  nun  dadurch  für  den  vurliessaia 
Zweck  b«i  Bildung  der  Verbindungen  mit  beachränkteo  Wiedu> 
bt>luDgen  benutzt  werden,  dass  man  unter  den  Elementen  derW> 
schieaeaon  Reihen  bezieblicb  solche  Elemente  versteht,  welchit 
als  einfache  oder  geradere  in  mal  wiederholt,  welche  al»  awei- 
lache  odereerade  zweimal  wlederhelt,  al^  dr^  ifach*  ii.i. 
ir.  in  faettscnten  eiud.    Hiemach  ist  x.  B. 


K 


CK,". 


uiid  man  erhält  die  Grunpenanzahl  der  Verbindungen ,  worin  drei 
unter  eich  verschiedene  meine nte  der  ersten  Reihe  als  einfache 
<ider  gerade  einmal  wiederholt,  mit  zwei  weitern  unter  «ivb 
und  von  den  andern  verschiedenen  Elementen  der  sweiten  Üeihe 
ikls^weifache  oder  gerade  zweimal  wiederholt  und  beide 
sofort  mit,  j«  einem  weitem,  von  sämmllichen  voifaerKabeBden 
verschiedenen  Elemente  aua  der  dritten  Reihe  als  dreUacfaeB 
oder  gerade  dreimal  wiederholt  erscheint.  Die  hierdurch 
entstehenden  Gruppen  gehOren  der  (3.1 +'J.2-f-1.3)ten  oder  lOtef 
Classe  an.     Die  allgemeine  Darstellung  lÖr  dieses  Gesetz  ist 

^.      >^  «a«B»         *t         fc  f.rfp*r- 

=(«i)i.  •  (»a^ffOh.  (m8-?i— ft)«.  -■  («*-9i  -q%—T-9t-iW 
_  «i(w,— l)...'(ni— 9,  +1)  (Ba— yiJ(wfl— »,— l)...(Wa— g|-g»+l) 


i-^...?; 


T^. 


Da  diestt  Darstdluog  die  Grundlage  des  Oalculs  bildet,  MaaH 
ein  betnodeecc  Fall  zur  brasern  Einsicht  und  Grieichteruftg  dei 
Ceherblickes  hier  «teheDi 


2ß3 


22  9233  33    S?2>1 

o)     t7(ai,iia,a3,(i4;öji,aa,...fl5*fl6;fli>fla»  •••*?••%) 

^aiO^Og  «404  a^as  a^a^a^  +  010204  0303  0505  ae^oOe 

123    44    55    777  12  4    33    5  5    777 

123    44    6  6    5  55  12  4    3  3    6  6    ^55 

123    44    66    777  124    33    66    777 

123    5  5    6  6    4  44  124    5  5    6  6    3  33 

123    55    6  6777  12  4    5  5    6  6    777 

184  22  5  57  7  7  2  3  4  1  1    ö  5    7  7  7 

13  4  2  2  6  6    5  5  5  2  3  4  i  16  6    2  2  2 

13  4  2  2  6  6    7  7  7  2  3  4  11    6  6    7  7  7 

134  55  66    222  23  4  55     66     111 

134  6  5  6  6    7  7  7  2  3  4  5  5    66777 

Diese  Darstellung  umfasst  die  Crnippen  mit  beschränkten  Wie- 
Erholungen  zur  lOten  Classe  aus  sieben  Ejementen^  worin  je  drei 
lemente  von  den  vier  ersten  gerade  einmal  mit  je  zwei  an- 
3m  Elementen  von  den  sechs  ersten  gerade  zweimal  und  mit 
t  -eipem  weitero  Elemente  von  den  sieben  ers^n  gerade  drei- 
al  wiederholt  zusammen  vorkommen.  Die  Elemente  05  und  o« 
irien  daher  nicht  weniger  als  zw  ei  mal». das  Element  Oj.  nicht 
enieer  als  dreimal  Vorkommen,  wie  klar Torliegt.; Die  Crmppen- 
izahl  des  vorliegenden  FaUed  ist  ^ 

2  2         3-33       S»2a 

4)  C[ax,Oa9...O4;ai,...a0;ai  ,02*..*07j 

=  (4)3(^)a(7-8)i  =  iJI .  o-|  =24. 

.  Sollen  nun  die  fiir  die  Verbindungen  aufgefundenen  Sätze  1)— 3) 
if  die  Vers^zungen  mit  beschränkten  Wiederholungen  unter  den 
eichen  Prämissen  übergetragen  werden,  so  wird  diess  sich  leicht 
pwerkstelliseti  lassen.  Bettacktet  man  nemlich  die  DarstelliÄig  3), 
)  zeigt  sicm  klar,  dass Jede  Grippe  gleichviel  verscMedene  und 
eichviel  wiederholte  Elemente  führt.  Man  findet  daher  för 
de  einzelne  Gruppe  nach  6.  9.  meiner  Combinationslehre 
IS  der  bekannten  Formel  die  verlangte  Versetzungszahl. 
Ei  nun  jede  Gruppe  demselben  Gesetze  unterliegt,  so  hat  man 
e  Gesammtzahl  der  Gruppen  mit  der  für  jede  einzelne  Gruppe 
iltenden  Versetzungszahl  zu  vervielfachen.  Hiernach  ist  für  den 
(Sondern  mit  3)  correspondirenden  Fall 


Pitt,  ,ai,...ai;ai,o^,...agii 


I7I 


J0.y.8.7,6.a.4.3.-2.l. 


—  J.I.l.l.2.1.iJ.2.3 
_  t3. 1+2.2+ LS)»- '+«•»+- 

-  (l'l>)3.(l«|I)».l.| 


>C(4)3{6—3)b(7— 5),  =3628800 


-('l)3(6-3),a-5),. 


Um  nun  den  in  2)  aufgestellten  Satz  auf  die  Versetzung 
ßherzutragen,  hat  man  jede  Grujipe  so  vielnial  za  iielimen,  aU  sich 
die  in  ihr  vockommenden  Elemente  unter  einander  versetzen  lassen. 

Es  kommen  nun  in  jeder  GnJi>pe  vor  7,  Elemente  je  einntij 
tviederholt,  q„  Elemente  je  zweimal,  yg  Elemente  je  dreimal  a. 
s.  w.  und  endlich  qt  Elemente  je  Amal  wiederholt!  Daher  hat 
die  Dimensiou  der  zugehörigen  Classe  oder  der  ClaüsenexponeDt 

S)  7=l.j,  +  2.V2  +  3.9s+4.y,  +  ....*.ffi 

Einheiten.    Die  hiedurch  bedingte  Versetzungezahl  ist  sofort 

f.1- 


6) 


g(g-l)(g-g) 3.8.1 

(1)».  (1.2)».  (1.2. 3)11. a.3.3.,.Ä)'* 


mit  RSckstoht  auf  die  Bediogungaglelchung  5).  Die  gesucliti 
Gmppenanzahl  der  Versetzungen  mit  heschr.^nkten  Wiederholun- 
gen ist  sofort  unter    dsn  oben  angegebenen  Voraussetzungen 

1.2.3 q     

^  0^.  £i.2)«.(i:2:^*r:(ro355t  ^''•^"  *"■  ~  *»^" 

..-.(;i*-9,-9,..,— yilli)^. 

.   Die  GMtbnngen  3)  and  7)  vereinfitchea  sieb  s«br^  weDi«  4e 
Z)^i  <i*r  Eiemeate  in  den  verschiedeneD  Reihen  gleich  und 


ist    Für  diesen  Fall  nehmen  die  beglßlteDden  ("akultfiteo  f<^Igei|da 


..I.2....01 


n(«-l)(«-2) (n 


"  I,2....9,.1.2...fl'a....l.2.3...j* 


-y*+i) 


2tö 

Die  beiden  Glekhnitgen  lassen  sich  In  B^  weit  noch  vetallgemei- 
ero  als  die  Wiederholungsexnonenten«  welche  Hl  einer  iH^stiimft- 
)ü  Hisiilenfolge  (l;ü^,3.....)  bisher  genommen  worden v  daeh  be- 
ebig  angenoitamen  werden  kSnnen.  Diese  Bemerkung  führt  zu 
»IgendenallgemeineD  Formen:  .      « 

■  ■  *  ■ 

= («i)<i  (w«— 9i)«»  (%  -gi-9%)9 (»*— ^1— 9«..- — fl'k-i)?jfc . 

X  •  Z*<5*  4  ••••••  o  ^    V    ^  V 

^ — («i)ti(««— fl-Of. 


•••••• 


(«* — ?i — ^« — 9*-i)fifc 

üt  der  Bedingung»  dass  in  9)  ist 

Willkührlich  ist  in  diesen  Darstellungen« 

a)    die  Zahl  der  Elemente-»    wetehe  in  den  einzehien  Reihen 
orkoromen. 


•  <    • 


1-   .  ' 


;■■■-•«■'•  ;     .•  1 

lit  der  in  8)  $.  §.  angegebenen  Beschränkung; 
6)    die  Wiederholungszahlen 

*i  •  ^^  *  ^  *'^*  ^^  5 
c)    die  Exponenten 

eiche  sich  auf  die  verschiedenen  ReUien  hesiebenf  (Vertheiluogs- 
cponenten). 

Der  Classenexpopent'  ist'  eine  Funktion  def  k  und  q,  -also 
m  diesen  nach  Mas'sgabe  de^  Gleichung  10)  abhängig. 

Anders  stellt  sich  die  Sache,  wenn. die.  im  vorigen  Paragra- 
len 'unter  a)  bis  d)  gestellten  Fragen  beantwortet  werden  solb^n, 
1  diesem  Falle  sind  dann  die  Wiederholungsexponenten  (1,2,3...A) 
er  Elemente  uod  der  Ciassenexpotent  {q),  der  für  2)  und  7), 
I  und  9)  gilt;  gegeben  und  tnan>  hat  nach  dem  Gesetze  der  Glei- 
dungen  S)  und  10)  die  Vertheilunesexponenten  qi,  q^,  qz^—qu 
OS  dem  Classenexponenten  und  den  -Wiederholungsexponenten 
bzuleiten.    Dadurdi  wird  die  Aufgabe;  im  Allgemeinen  zu  einer 


uubestiiumtea.  Sie  nirJ  jedoch  fiir  jedea  beaonderD  Fall  IRsbar 
und  die  Auüüjüutg  besteht  daou  darin,  doJ^s  man  »lle  in  iht  eD% 
Uittteoen  besAüderu  Fälle  äpeciallsiil  und  bach  de»  voisteheodoi^ 
Ulekshungen  b^^andell.  Der  lobegriS  aller  hierdurch  eihalten^ 
Gruppenzahlen  ift  dann  die  Autwort  auf  die  in  6,  6.  vorgelegtem 
Fragen.  Wir  erörtern  zu  dem  Ende  die  verschiedenen  Clasj "" 
daraus  ivird  eich  daou   ein  ßildungsgesetz  ableiten  lasseD- 


vronn  n^  Elemente  neuigetens   einmal    und  %  Elemente  ziveinml 
wiederholt  erscheinen. 

Die  Aufgabe  umschliesst  xvvei  Fälle.  R|  Elemente  solle«  ili 
einfache  gerade  Kiveimal  iiml  Cq  als  xweifuche  erscheiueo- 
Es  ist  aus  i)  §.  7. 


C[(Ii,Oa...-"n,  ;Oi,(Ia,...-ßnr] 


--(«ik- 


«["-!) 


C[ai,aj,...o»,;o,,8a,....H„,]     =  (n,),=»4. 
2)     Die  Gruppeiizahl   soll    hestiuimt  werden  für 

'C[«,  ,0j, ....«„., o„,|i,...fl„,, o„,+,,...Op,]. 

Diese  Aufgabe  unil'asst  drei  Fälle,  »i  Elemente  sollen  als  ein- 
fache gernde  dreimal;  n^  Elemente  isollen  als  zweifache  mit 
n,  Elementen  als  einfache  und  n^  Elemente  sollen  als  drei- 
fache erscheinen.    Ans  ^  ^.  7.  ist 

C[b,  .Oa,....nn,  ;o,, 


'^K.Oi.-nn.;oi.-"«».;'<i.  — fl«.]        =  OH>i~*>a- 


Man  M-kennt    schon    hieran»,    das«  das  Specialisiren  d«r  e 
zclnen  Falle,    das  sich  bei  den  hiihern  Chistien  m«fart,   aiemlichl 
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veitlauflg  vrird.  Wir  woUen  «s'dsdoreb  abküncn,  imn  wir  fiSr 
)le  »1  Elemente,  welche  aU  einfache  enichemen  aollen,  das 
Seichen  «'  «Is  Reprftsentanten;  fär  die  ita  EtemeDte,  die  als 
tweifacbe  erscheinen  sollen,  das  Zeichen  e*  als  Reprüsentanten 
ff&hlen  ■.  a.  w.  Hiemacti  werden  die  Elemente  bezeicfaniet  wer- 
den, me  folf^: 

fl],  ss,  03, ....du,  durch  e*, 

«it  «■>  Og, "•■(■■,  durch  ^, 

"ii  «>•  Ol,— Mta,  doKCh  «^  .     -. 

1.  H.  f.    SoU  BOB  die  Gm^penuhl  besHmint  vi'erdea  FOr    ' 

fl  ts  ■  44'" 

'C[iini^;i.o«,,0B,4a,.. ..*»;,  0^+1  ....««„.^.«■J, 

8D  CKeben  sieh  folgende  F&lle.  ^Elemente  soHen  als  einfapii« 
gtrade  Tiermal  erscheinen;  v^  Elemente  sollen  als  zweifache 
f^^B*'  mit  ni  Elementen  als  einfache  zweimal^  7%  £lemei|te  als 
lirejfaKhe  zneimal:  n^  Elemente  als  dfeifacoe  eiiuiMtl  mit 
»1  Elementen  als  einfache  einniulj  n«.  Elemente  als  vier- 
^h^  einmal.  Wir  deuten  diess  dnrcTi  die  e\  e\  e'  an  und 
nkren  dabei  diese  Symbole  zwischen  Gleichheitszeichen  mit  aufi 
"odureh  allmälig  das  Bildungsgeset«  bervsrtreten  wird-,  tSuHt  2) 
S.7.  ikt  .'■'■■''  'i    ■    '  -i 

,C[e>.Ae'.«*P'"'"''' =  «'«'==    ("i)i(n3-~l):. 
4)    Die  GruppeDzahl  soll  bestimmt  werden  tür 

,  %  «14  6      6 

Die  Aufgabe  umschliesst  die-FäU«:  n^  Elemente  sollen  als  ein- 
lache fliHiMl  ersdMinew;»!  filemeirteii*  zwei  fa^heeitunal  mit  «^ 
Elementen  als  einfache  dreimahngElemenlBvUisweifBchs'zwei- 
mal  mit  n^  Elementen  als  einfacJie;  «3  Elemente  als  drei- 
fache mit  iii  Elementen  als  einfache  zweimal;  n,  Element«  als 
dreifache  mit  »2  Elementen  als  zweifache;  n^  Elemente  als 
vierfache  mit  n^  Elementen  als  eiofache;  «a  Elemente  als 
Alnffacbe.     Aus  2)  %.  7.  ist 


ct.> 

^ 

< 

.f. 

C[, 

e» 

«■ 

t«. 

C[, 

.•" 

e 

,«* 

C[, 

«» 

e' 

«', 

C[6 

.' 

« 

,«» 

C{e' 

gi 

« 

«*, 

e6]o.M,o,o=      e«e3      =  ("2)1  («s-l). 

e6]o,o,öo,i^        e*         =>  («6),. 

Schon  aus  den  Darstelluiigea  3)  und  4)  erkennt  man  darcb 
die  Expaneaten  der  e  das  Fortgan gsge setz.  Sie  bilden  die  Ver- 
bindungen mit  WiederboluDgeD  zu  derjeni|reii  Summe, 
welche  der  Classenexpo  uent  angibt,  durch  alle  mögli- 
chen ClasBen,  oder  die  Zerfällaugeu  des  Classenexp» 
tienten  in  alle  möglichen  Zahlen,  zu  einem,  zneien, 
dreien  Gliedern  u.  s.  f.  In  Nrn.  3)  entsteht  die  Summe  4,  in 
4)  entsteht  die  Summe  5}  aus  den  Elementen  J,  2,  3....  mit  Vi'te- 
derb  olun  gen. 

Man  hat  nun  niclit  mehr  nöthig  alle  Verbind ongsausdrijcln 
Eum  Voraus  darzustellen,  um  die  ni>tbiE;en  Specialisiningen  t^ 
erbalten.  Man  kann  sogleich  mit  Darsteflung  der  Gruppen  derk 
beginnen,  und  die  Äunindung  aller  zusammengebürigen  Fälle  sicij 
dadurch  erleichtern,  dass  man  mit  e'  (dem  Exponenten  in  dei 
torsten  Dimension  ala  Einfaches)  beginnt,  und  diesen  so  oft  wifr 
derbolt  bis  der  Classenesponent  erzeugt  ist.  Hierauf  nimmt  man 
e*  (den  Exponenten  in  der  zweiten  Dinieosion)  und  lässt  so  ott 
e^  und  e^  (beide  zuerst  getrennt  und  dann  in  Verbindung  mit  ein- 
ander) zutreten,  bis  auf  jede  mSglicbe  Weise  die  za  tiildeiKle 
Summe  efzeugt  Ut  Hierauf  nimmt  man  e*  (den  Expoiie>ten  in 
der  dritten  Dimension  oder  den  ReprSseutanten  der  dreifscheD) 
und  ISsst  so  oft  e^,  e*,  e^  (getrennt  und  in  Verbindung  uiit  ein- 
ander) zutreten,  bis  die  zu  bildende  Summe  auf  jede  mögliche 
Weise  hervorgebracht  iatj  und  steigt  so  allibfilig  2b  den  bOhem 
Dimensionen  auf,  bis  alle  durchlaufen  und  alle  möglictfen  FSUe 
durch  Katreten  der  gleicben  und  niedöTn  DimensidneneMcbSpft 
sind. 

Soll  noD  die  GnippenzabI  f&r 


'C[at,  <ts,...aa,,aB,.f-j,.. .Oh,.  — <>■,,■••■  om] 


3«9 

I 

KefiSr  ergeben  sich  nuii  folgende  Zahlenausdrücke  aus  2)  §.  7. 

I 

)  («j)«  +  (»11)4  («a--*)!  +  («i)«(«a-2),  +  (w^ 

+  («1)»  («8-3)i  +  (»i)  («a-l)(«s-2)  +  (n,), 
KW1WW4— 2)i +«a(»»4— l)i 

Vergleicht  man  nun  die  Darstellung  6)  mit  der  Darstellung  der  e  aus 
)  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitezeichens,  so  kann  man  die  Zah- 
snausdrücke  in  6)  direct  aus  jenen  und  ohne  Beihülfe  von2)S.7.erhal- 
m,  wenn  man  die  Exponenten  der  e  innerhaih  derdUammer  als  Stel- 
Bnzahien  von  n  schreibt  und  die  Exponenten  ausserhalb  der 
Uammern  sAß  Fakultätsexpon^nten  anhängt.  Bei  dem  Zutritt  von 
inem.nQuen  n  müss  immer  die  Summe  der  vorhergehenden  Fa- 
nltSt^e^^onenten  abgezogen  werden.  Kommt  bei  einem  e  kein 
^onent  ausserhalb  der  &iammer  vor ,  so  ist  immer  die  Einheit 
b  solcher  anzunehmen. 

Wird  nan  zu  weiterer  Verdeutlichung  noch  der  Ausdruck 
•rv  r»r  *  a  8  r    r 

ach  dieser  Methode  behandelt»    so  hat  man  sofort  als  Schema 
3r  die  e 

hieraus  ergiebt  sich  sofort  folgende  Gruppenzahl  fOir  7) : 


^V      («,)>  +  (»,)»(ti,-5H(».).(«.-3)i  +  »i(«r^O.      ''«^^1 

^B               +  (»i).(n,-4H(»l).<»>-2X»>-^>+>'li>l>-l)J^^| 

^^B               +('>,))(>,-3)4>i,(n.-l)  (».-ä)-).!!,«»«-».^^^! 

^^^                +(»i).<»«-ä)+».(",-l)                                  '""^^ 

+»1  ("■-!)     +>"r. 

■■■tf,,,      S)                'C[,.,.«,,.....J>  =  », 

^^r               'C[.,.»,„..oj,,o.'ti »*.,)'=  (".ji+tii,                   1 

^^  'qa,,™,....o.,,o;,+,l«.",...4.]=(»,),+i.,(«,-i)+»,.     J 

■fl»,. »„...«.,,«.,+,....«.„...»... «..J  = 

=  («.).  +  (",)4(»2— l)  +  ("l)l(>»-2).  +  (".!• 

+  ("1)1  (»,-3)  +»,  (»,-1)  (n,-2)  +  («Ä 
>  ,  +  (.tMit-^)  +  »»(«4-0+»,  (».-1)+«, 

.„.  "■  s-   £ 

In  alten  den  vorliegenden  Problemen  findet  sich  die  Forderung,, 
dass  eine  bestimmte  Zahl  Elemente  wenigstens  einmal,  eiae> 
zweite  wenigstens  zweimal  «iederholt  vorkommen  soll  u.  8.  ff 
Es  können  nun  in  den  Wiederholungszahlen  auch  ünterbrecl^an- 
gen  vorkommen.  Dieaa  ändert  die  Schlussneise  nnif  BUduni^', 
methode  in  nichts,  und  man  hat  die  zwischen  liegenden  b-hlenaW 
WiederholuBgB7,ahlen  »ämmtlich  der  nächst  vorhergehenden  niedetf 
gleich  zu  setze»  und  dann  nach  dec  ZiisammeDs'tellung  8)  die  er- 
forderliehen  (iruppenzahlen  anzugehen.  Oder  man  haf  nach  ifeJ 
oben  angegebenen  Vorschrift  das  ächenia  der  e  ohne  Rücksklil 
der  «1,  «j,  Hj....  zu  entwerfen  und  nach  Massgabe  desisellien  die 
zugehörigen  Gruppenzahlen  (  i)  §.  7.)   abzuleiten.     Ist  z.    tj. 


<■».] 


1  bestimmen,  so  fehlt  die  Wiederholungszahl  3,  und  die  ihr  zu- 
3horige  E!eihehteiizahl> )%:  Sie  ist  durch  n^  ku  ersetzen,  denn 
»s  Schema.  4)(  bleibt  in  ^aft,  da  n^  Elemente  auch  dreimal  (weil 
enigstens  zweimal)  vorkommen  sollen.    Man  hat  sofort 


2  ft.       4  4  6     6 

+(wi)a(«jr-2) +«4(fijr-l) +iii(n4-r»t)+«6 


■ . .  ■  i 


Eben  so  ist 


%  2         3    j 

+  (»i)a(«*-3)+«i{«i-l)(if8-r2)  +  (%)a   . 

+  0«l)2(«S— 2)  +«,(»l3— 1)  + Wi(»s-l)  +  ?l3  . 


Die    Anwendung    auf  besondere  Fälle    ergibt  sich   nui]|^ 
Hebt.   Man  hat  nämlich  für  den  besohdern  Fau 


sehr 


•33465» 

=^*^ IÄ3Z6 + 1X3- »* +«•  T5 + rra 'ö+8"+8-" + '* 

^enn  es  ist 

«i=8,  Wa=8,  913=129  «4=12,  tt5=:]4. 

Bei  allen  diesen  Gebilden  ist  Bedingung,  dass  sich  die  Wie- 
erholaAgszahlea  bis  zum  Classenexponenten  erheben  missen, 
'ehien  die  spätem,  so  ist  stillschweigende  Bedingung,  dass  sie 
18  dabin  fortgeführt  werden.  Fehlen  aber  frühere  Wiedl&rholungs- 
ahlen,  so  fallen  alle  die  Gebild*e  der  e  aus  dem  Schema  weg 
ad  ■  deswegen  sind  auch  die  n,  welche  die  fehlende  Stellenzahi 
ragen,  in  den  Darstellungen  von  8)  gleich.  0  zu  setzen.  Es  liegt  als- 
lami  die  Aufgabe  vor,  die  Summen  dqr  Verbindungen  mit  Wie- 
Icfholungen  zu  bestimmten  Summen  in  den  verschiedenen  Clas- 
teü'nlit  ansgeschFosseiien  Anfangselementen  zu  bilden  und  darauf 
lie  GleichuDg  2)  §i  7.  anzuwenden. 

Hiemach  ist  z.  B. 

H)   'C[flf ,  ^ , ...  L, , ...  f^n, , ...  «Vi.  f-  cVe*  +  e^e^  +  e^e^  +  c« 

=  («2)a  +  Wa(»*4— 1)  +  («3)2  +  ^6 » 


i«.,r.*{«i.  «,,...".„ 


',]'^c>e>e"+,>.«i|,««'t«+il».,.i, 


{.  9. 
Die   nSmlicbe  SchluRsrulgeruiig.  so  uie    die  im  Tarifen  Puip 


,...a„j;....«„j_^,...flB^,...ff„^,...flflJ*. 

ung  der  GruppeDKablen  die  D&mlichen  Sche- 
mata der  e  zu  entwerfen.  Die  Symbole  e*,  e",  e\....  vertreten 
danu  der  Reihe  nach  die  Elemente 

SS  2  3  3  1 

jedoch  mit  dem  Coterschiede,  dass  hier 

«1  >  »4  >  "s  >  «4  — ■  >  «*■ 

ie^  and  dadurch  di«  %,  k,,  nj,....  in  der  entK'ic|fe|teB  PaHt^iiiiie 
die  umgekehrte  Ordnung  wie  in  '§.  S.  einnehmen. 

Bertickeichtiet  man  diees,  was  eich  teiubt  durcii  Specialisfning 
einiger  Fälle  rechtfertigt,  so  hat  m.-iii  sofort  zur  Uurstellung  der 
gesuchten  Gruppenzahleii  Folgendes: 


1)  *C(«„  »„ 
•t(«',  H. 

■C[oJ,  «i 

•e[»;,  «\ 


.«.]': 


,   «.Htl.  •■".,]'=  (»,),+».. 


.".,]> 


=  (ni).+».(".-^t)  +  «». 


.17» Ob a„ ffii,]'=: 

=("i).+"i("i-I)4  +  (%)  <",-2).+(".).    ' 

+  ».(ni-l).+«.(»»-l)(»,-2)K»y. 
+  0,(0,-1),  +  n,  (11,-1) +  »,(»,- l)+»i 
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n.  B.  w.  Die  Wiederholaogszahlen  und  die  mit  ihnen  correspon" 
direnden  Stellenzahien  der  n  li:5nnen  sich  höchstens  bis  zum 
Classenexponenten  erheben.  Fehlen  die  huhern  Wiederholungs- 
zahlen von  oben  herab,  so  fallen  die  sie  vorstellenden  e  aus  dem 
Schema  und  die  n  mit  den  correspondirenden  Stellenzahlen  wer- 
den 0.  Fehlt  eine  z wisch eniiegende  Wiederholungszahl ,  odet 
mehrere,  so  tritt  so  lange  die  nächst  höhere  Wiederhoiungszahl  an 
ihre  Stelle,  bis  wieder  andere  folsen.  Fehlen  die  niedersten,  so 
ergänzt  die  nächst  höhere  sämmtliche  fehlende  Stellen.  Hiernach 
ist  z.  B. 

6        6  6  4  8 

2)  *C[«,,  öt,...flrji„...««4,...flf»,]*=s 

=(«s).  +  ws(«3— 1)8 + Oh\  (»«8—2)  +  ns  (»3— l)a 

+  «8  («8-^1)  +»4 (»8—1)  +  ^6  f 

denn  es  ist  ni^='n^y  n^=zn^,^  weil  ai^Oj^-Om  Elemente  höch- 
stens dreimal,  also  auch  zweimal  und  einmal  vorkommen  sollen, 
und  ferner 


I 


4         4  4  8  S 

= (wi)6  +  w«  («i-'l)4  +  (»la).  («1 -2)a + (wa). 

+  n^  (ni-l)a + n^  (n^^l)  («1—2) + (n«), 

+  W4(«i— 1)2 + »4  («a— 1) » 

weSH  keine  flinf-  und  sechsfachen  Elemente,  also  auch  nicht  n^  und 
n^  vorkommen  sollen  u.  s.  w«.  Die  besondern  Fälle  bestimmen 
sich  leicht.     So  ist  nach  1) 

4         4  4        2       2         2 

*C[/i|,  a^,..aß,  «r,  flTa,  09]«  =  1146 

9>8.7.6.5         8-7.6  .9^  ...  8.7  . 

denn  es  ist 

»1  =  9,  ^2=9,  «3=6,  »4="6,  n5s=0. 

Ebenso  hat  man 


-10^-8.7  5:8     8.7 

--J.2.3.4+^T:2  +  r2  +  ^-^  +  ^ 
=566, 


- 

denn  es  ist 

y?. 

o 

XIm^I  XV 

ni=rlö,  «2^8,   Il8»4,  W4=0. 


\s> 
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Der  Ausdruck,  der  auch  geschrieben  wird: 

fl        4        4     "4        2        S 
*C[öi,   Ö£,  //,,   A4,   Äj,   «Tg,   a^,   flio]*, 

ist  nicht  wohl  aulässig,   denn  die  Wiederholungen   können  nicht 
huher  als  der  Exponent  (4)  steigen. 


§.   10. 

Die  in  S.  6.  unter  e)  und  d)  genannten  Aufgaben  lassen  sieh 
nun  ohne  alle  Schwierigkeit  lösen.  Sie  charakterisiren  sich  ab 
besondere  Fälle  der  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen 
beantworteten  allgemeineren.  Sollen  nun  die  Gruppenanzanlen  im 
einzelnen  Falle  bestimmt  werden,  so  hat  man  die  verschiedenen 
Elementenzahlen  gleich  und 

zu  setzen,  und  die  nöthigen  Schemata  nach  §.  8.  aufzustellen, 
oder  man  kann  auch  die  Zusammenstellung  8)  §.  8,  und  1)  §.  9. 
direct  benutzen,  indem  man  diejenigen  Ausdrucke  unterdrückt, 
welche  vermöge  der  Aufgabe  nicht  vorkommen  dürfen.  Diess  Un- 
terdrücken hängt  von  der  Stellenzahl  der  n  ab.  Nach  der  Aufgabe 
e)  §.  6.  müssen  nämlich  alle  Ausdrücke  in  8.)  $.  8.,  worin  alle  iStel- 
lenzahlen  der  7i  ausschliesslich  niederer  als  r  sind,  ausgestosseo 
werden.  Nach  der  Aufgabe  d)  §.  6.  müssen  aber  diejenigen  Aus- 
drücke ausgestossen  werden ,  worin  Steiienzahlen  der  n  vorkom- 
men, welche  höher  als  r  sind. 

Im  letzten  Falle  ist  die  Sache  an  und  für  sich  klar.  Weni- 
ger klar  dürfte  die  Sache  im  ersten  Falle  sein.  Es  werden 
aber  einige  Worte  genügen,  um  sie  festzustellen.  Soll  die  Griip- 
penzahl  der  V^erbindungen  aus  n  Elementen  zur  ^ten  Classe  bestimmt 
werden,  worin  irgeiia  ein  Element  wenigstenst  r  mal  wiederholt 
erscheint,  so  ist  dadurch  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  andern 
Elemente  nicht  in  niederer  Anzahl  wiederholt  vorkommen  dürfen, 
denn  die  Aufgabe  verlangt,  dass  irgend  ein  Element  entweder  r, 
oder  (r-\-l),  oder  (r-|-2)  mal  u.  s.  w.  vorkommen  solle.  An  diese 
Forderung  können  sich  nun  alle  die  Erscheinungen  iu  den  einzel- 
nen Gruppen  knüpfen,  die  mit  dem  Sinne  der  Aufgabe  nicht  in 
Widerspruch  stehen,  als  da  sind  das  Vorkommen  einzelner  Ele- 
mente in  geringerer  Wiederholungszahl.  Sollte  der  Zutritt  der  so 
eben  berührten  Elemente  ausgeschlossen  sein,  so  miisste  die  Auf- 
gabe so  formulirt  sein:  Die  Gruppenzahl  der  Verbindun- 
gen aus  n  Elementen  in  der  (/ten  Classe  soll  bestimmt 
werden,  worin  keinElenient.w e.niger  als  rmal  wiederholt 
erscheint,  oder  worin  jedes  mitwirkende  Element  we- 
nigstens rmal  wiederholt  erscheint".  Der  Sinn  dieser 
Aufgabe  ist  aber  ofl'enbar  ein  ganz  anderer  als  der  hier  in  Fraije 
stehende  ur^d  unter  c)  §.  6.  ausgesju'ochene.  Die  hierher  gehörigen 
Fragen  können,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,    mit   den    vorhandenen 
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Mitteln  nur  im  einzelnen  Falle  bestimmt  werden,  lassen  sich  aber 
immer  beantworten.  Hiernach  hat  man  z.  B.  för  die  Gruppenzahi 
derVerbindnogen  aus  n  Elementen  in  der  6ten  Classe,  worin  irgend 
ein  Element  wenigstens  dreimal  wiederholt  erscheint, 

+  T^^  (w-2)  +  2«  (n-1)  +  n. 

Die  Gruppenzahi  ^er  Verbindungen  aus  n  Elementen  in  der 
CtenClasse,  worin  irgend  ein  Element  buchstens  dreimal  .wiederholt 
erscheint,  ist  aus  1)  §.  9. 

2)*q«i,  «.,...«„]«=     J2..,,      +       1.2.3.4       + r."2 

»(w~l)(n-~2)  n(«— 1) 

+  — 1  2.3 +  «(»*— ^)  (w—^)  + -J72~" 

,  n(n— 1)  (n— 2)  (n—S) 
+ 1.2.3 

Dass  die  hier  gemachten  Schlösse  richtig  sind,  bestätigt  sich  da- 
durch» dass  man  ron  den  Gruppenanzahleo  der  VerbuKtungen  mit 
beschränkten  Wiederfaolunffen  auf  die  mit  «nbesehrfinkten  aber« 
gehen  kann«    So  ist  aus  8)  §.  8« 

^rr«*     ^*     \'^^_n(n^\)(n-2)  n(n+lHn+2) 

trie  diess  seiti  muss,  wenn  die  Gruppen  der* Verbindungen  ans 
n  Elementen  zur  3ten  Olasse  gebildet  werden,  worin  die  Elemente 
wenigstens  einmal  (also  aucli  zwei  und  dreimal)  wiederholt  er- 
scheinen sollen.    Ebenso  Ist  aus  1)  §.  9. 

^s      s       3^,     n(«— l)(w— 2)        ,       ,,  n(w+l)(n+2) 

wie  diess«  sein  muss,  weil  die  Elemente  in  den  Gruppen  höch- 
stens dreimal  (also  auch  zwei  und  einmal)  viiederholt  erscheinen 
sollen.    Diess  bestätigt  sich  auch  an  Zahlenbeispielen.    So  ist 

6.5.4  ^  .  ß  tf  .  ,  6.5  .  6.5  ^  -  ^  /» »  .  ^ 

='r2r3^+^'^'^+o+i:2-*+^-^**+^* 


C|ir,.  fli, 


.„j«=m 


fl.5..2.I  ,  fi.5.4.3.-2  .  6.5   4.3  ,  6.8 


Beide  Ausdrucke    ergänzen   sich    i. 
aiiEahl  mil  unbeschränkten  Wiederholur 


+  'C[», ,  »„..»,]»=32l  +  l«  = 
0.7.8.9.10.11,  •. 


.«.]' 


.«,]«='C[,;,, 


..»,]«+"CK,  «„..«,]•. 


§.  11. 

Die  Gnippeuauzahlen  der  Versetzungen,  ohne  Und  mit  WieJi 
holuneen,  msen  sich   aus   den  Gruppenanzahlen  der  Verbindf 
gen  ^hiie  und   mit  Wiederholungen)    ableiten,   wenn  man  in  i 
einzelnen   Gruppen    d(?r  Verbindunficn   die  Versetzungen  e'mtuhrt,' 
welche  die  in  innen  vorkommenden  Elemente    unter   einander  ein- 
gehen kunnen. 

Wendet  man  das  Gesaa;te  auf  die  iu  §.  7.  — §.  10.  gefundenen 
Sätze  an,  so  beantworten  eich  fnlgende  Probleme: 

Die  Versetzungen   aus  irgend   einer  Eleraentenzabl    zur  yteo 
Classe  werden  gebildet.     Wie  gross  ist 

o)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  eine  bestimmte  Anzahl  v« 
Elementen  wenittstens  einmal,  eine  andere  ivenig.stena  zweimil, 
eine  dritte  wenigstens  dreimal  u.  s.  w.  wiederholt  erscheineo! 
Dies«  stellt  sich  in  Zeichen  so  dar; 


•/»[«i. 


%  v'[«,, 


c)  die  Anzahl  der  Gruppen, 
^tens  r  mal  wiederholt  «TscVieidt^ 


..-« «" «..]•; 

worin  eine   bestimmte  Anzahl  »m 
e  andere  hücbstcns  zweimal, 
wiederholt  erscheinen?  In  Zeitbei' 

t'l  2 

..%_j,. ..««,, ...ff»,-,,  «„,1<; 

orin    irgend   ein   Element  wenif;- 
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3)  'P[«i,  a^,..,an\i; 

d)  die  Anzahl  der  Gruppen ,  worin  irgend  ein  Element  höchstens 
mal  wiederholt  erscheint? 

TT  T 

Man  hat  zu  dem  Ende  nach  Angabe  von  §.  8.  die  nuthigen 
Schemata  zu  entwickeln^  hieraus  die  Funktionen  der  n,  wie  ^ort 
geschehen«  abzuleiten  und  mit  jeder  einzelnen  nach  6)  und  7)  §.  7. 
lie  gehurige  Versetzungszahl  zu  verbinden ,  denn  jede  Funktion 
on  n  bezieht  sich  auf  gleichartige  Gebilde  der  Gruppen. 

Die  Versetzungszahlen  leiten  sich  dadurch  aus  den  Gebilden 
ler  e  unmittelbar  leicht  ab^  wenn  man  bemerkt ,  dass  alle  zusam- 
nengehorige  Ansdrucke  eines  Schemas  einer  und  derselben  Di- 
nension  öder  Classe  zugehören.  Jede  einzelne  Gruppe  der  e 
tihrt  daher  auf  eine  Bruchfakultät^  deren  Zähler  die  so  vielte  um 
lie  Einheit  steigende  Fakultät  von  der  Einheit  ist  als  die  Summe 
dler  in  ihr  vorkommenden  Exponenten  von  e  angiebt,  und  deren 
Senner  aus  so  vielen  um  die  Einheit  steigenden  Fakultäten  be- 
iteht,  als  e  vorkommen.  Die  Exponenten  der  e  bilden  dann  die 
Exponenten  der  einzelnen  Fakultäten.  Kommt  man  auf  das  Schema 
>)  m  §.8.  zuriick^  so  gehört  zu 

1611 

gl  ^1  gl  gl  gl  ei=(gi)6     die  Versetzungszahl  {niii|imi]i|iii|iii|i» 

16|1 
.1  ^1   g,l  pl  p9         — (pl\^i>i  , 

9    e    e    e    e        — Kf )  e     „  „  PiiliiU^iU^i^^l^ 

16|1 

•1  pi  p%  p%  — rpi^2/pa\2  t . 

p    «    e    i;  — v«  )  \^  )  99  ?>  |iiili|i|a|i]2  1  ' 


B*  6«  6«  =(e2) 


3 


l«|l 


ß»  e»  =  (e^) 


3\2 

99 


12|i|^21iXa|i  ' 

l«|i 


"  1»|113|1* 


ii.  »M  f.  Bringt  man  nun  diese  Zahlenausdrücke  mit  den  zugehö- 
rigen Fakultäten  der  n  in  Verbindungen»  so  erhält  man  für  die 
Gruppenanzahlen  der  Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederho- 
lungeD  fiir  die  verschiedenen  Classen  folgende  Zusammenstellung : 

3  2 

2  3 


■P[o,.  H «,.,...«..,...«. o.,)'  =  r.,(n,-l)(>.,-2)(fi,-J) 


•Pt"i. 


+  I0»,""J»,-2)  +  10™,(n,_l)  +  5»,  (11,-1)  +  «,, 


..]'= 


+  20mi"    Imj— 3)+ÖOn,(«2— I)(7<3— 2)+J0b3^     +13fff    .fju-S) 
+  15»,(n.-l)  +6«,  (nj-l)  +  .^, , 


Die  Zahlenausdrücke  ffir  die  Gruppen  der  in  2),  3}  und  4)  ange- 
deuteten Versetzungen  ergeben  sieh  uun  aus  1)  §.  9.  und  aus''"' 
Gesagten  leicht.     Man  hat  daher  aus  gieicheu  Gründen : 


6)  ■'"[«1.  <■. ii»)l=«. 


'Pliti «B,.....an, (!»,]'— «1       +3%(ni— I)+Ms. 

•/'[ni,  ....«„.]. ..«n,,.. ..dn 'rn,]*^' 


•Pi[» In ai.^,...(lfl,...,(Jn,]*=: 

=11,°  ^ +10 ns(n,— !)'"'+ 15% '~  (11,-2)+ 10«, (n,-i)'"' 
+  10»,(iis-l)  +  5n,(»,-l)  +  n„  !,„;; 

•P[<<* ".'......i'.'', o.';....  «,.]•= 

81— T  41—1  21—1  21-i  31— i 

=  11,      +15.ij(ii,_l)      +43%      iii,_2)      +1511, 

+  20ii,(7i,-lf'''+(iOii,(n,-l)(ii,-2)  +  10ii!'"' 
I  l<    ."li      +ls,^(„,_)f"'+I5«,<«.-l)+6«,(«,-i)  +  «,, 


ü.  8.  w.  Bei  diesen  Fakultäten -Ausdrdckeo  ist  die  Kranip*sche- 
BeseichuDgävFeise  »i*I-*=wi(w— l)(m— 2)...(m— ar  +  1)  gebraucht. 
Hiernach  ist: 

I     \nr  *  4        8        3         3        2        2 

^K»-«*.    «3.   «6»    ^r>    «8»   ^9^   ^lü>    ^11»   «12r  = 

=  12.11.10.9+6.9.11.10+3.98+4.7.11  +4=18348 
fär 

ni=iJ2,  «2=^>  %=7,  »4=4. 
Würde  man  schreiben 

6         644333         2        2 
"/'[//i,  «2,   «3,  Ö4,   //j,  Ö5,  fl^7,   Og,   «9,  aio>   fliu   «laj 

6  5 

Wie  auch  geschieht,  so  hat  ai,  a^  keine  Bedeutung,  da  die  Wie- 
derholungsexponenten nicht  höher  als  der  Glassenexpouent  wer- 
den können. 


§.  12. 

Die  In  §.  6.  —  §.11  geführte  Untersuchung  hat  die  darin 
aufgestellten  Probleme  gelöst^  aber  keine  geschlossene  Ausdrücke 
geliefert^  um  die  dort  vorgelegten  Fragen  zu  beantworten.  Wir 
wenden  uns  nun  zu  einer  zweiten  Auflusungsmethode,  die  dieser 
Beschränkung  nicht  unterliegt,  und  stellen  folgendes  Problem  zur 
Untersuchung  auf: 

Die  Verbindungen  mi  t  Wiederholun  gen  aus  n  Ele- 
menten   zur  firten  Classse  werden  ^ebildet.^  Wie  gross    ^ 
ist  die  Zahl  der  Gr  uppen,    worin    irgend    ein   Element 
wenigstens   rmal    erscheint? 

Die  Aufgabe   stellt  sich  in  Zeichen  dar : 

r       r        r  r 

Eine  nothwendige  Bedingung  ist^  dass  r^  q  ist    Die  Methode, 

welche  wir  betreten,  besteht  darin,  dass  wir  uns  die  Gruppen  ge- 
bildet denken  und  nach  einer  Richtung  hin  (von  der  Linken  zur 
Rechten)  dieselben  untersuchen  und  fragen,  in  welchen  sich  die 
auflösenden  Gruppen  finden  können  und  dann  die  hiedurch  be- 
dingte Zahl  angeben. 

Din  auflösenden  Gruppen  sind 

(«l)^  (da)»-,  (ö3)^ ...  C««)''. 

Diese  Gruppen  können  entweder  auf  den  r  ersten  Stellen,  oder 
auf  r  Stellen  von   der  zweiten  Stelle  an,  oder  auf  r  Stellen  von 


Am  dritten  an  a.  e.  f.,  oder  auf  den  r  letzeo  Stellen  erscbeiiien. 
llit  jeder  eiflgenommenen  Stellung  werden  bestimmte  Uedingun- 
gen  eintreten,  die  nicht  übersehen  werden  diirfen.  Es  bann  näm- 
uch,  so  verlangt  es  die  Blldangsweise  der  Gruppen  der  Verbiti- 
dungen  mit  Wiederholungen,  keiner  der  genannten  Gruftpen  ein 
Element  vorausgeben,  welches  die  gleiche  oder  gut  eine  hS- 
Iiere  Stellenzabi  führt,  und  ein  Element  folgen,  welches  eine 
niedere  Steltenzahl  führt  Elemente  mit  der  gleiche»  Stellenzahl 
dürfen  folgmi.  Nach  dieser  Bemerkung  beginnen  wir  mit  der 
Untersuchung  der  einzelnen  Fälle. 

a)  Die  auflnsenden  Gruppen  nehmen  die  r  ersten  Stellen  ein. 
In  diesem  Falle  kann  auf  den  (g — r)  letzten  Stellen  Jede  beliebige 
Zusammenstellung  von  Elementen  lolgen,  welche  den  oben  ge- 
«teilten  Crnndbedingungen  nicht  wiil erspricht.  Hieraus  hat  man 
folgende  der  Aufgabe  genügende  Aufstellungen : 


(«aK *'"(«3 .  fl4.-an)'" 


(«»-■)'P(".- 

.  "»)•-'. 

«.'€■(0,)«-'. 

Bestimmt  man  die  jedem  einzelnen  Ausdrucke  zugebürige  Grup- 
penzahl, so  bat  man  folgende  Reibe: 

11,-. +  [..-!],- 

,  +  ....(3]^^  +  [2],_ 

+  [1].-. 

w 

»■(«+l)....(m+ic-l)     »'H 
1.2 j:         -1'I>- 

b)  Die  auflösenden  Gruppen  erscheinen  anf  r  Stellen  von  der 
zweiten  Stelle  an.  Ein  blement  kann  daher  vorausgehen  und 
(q~r — I)  Elemente  können  folgen.  Vorausgehen  und  (folsen  darf 
keines,  den  oben  genannten  Bedingungen  widersprechendes  Ele- 
ment   Diess  führt  zu  folgender  AufstelTung; 

C(<»„  ff,.  «s)*{a4)'-C(ß4.  fls.....«,)*-'-». 
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Uierdarch  wird  folgende  Gruppenzahl  herbeigezogen: 

Q  Q  H 2 


denn  die  Grappenform 

ö,  («i)''  C  («1,  Äj, ...  An ]«--*•-* 

I    kann    als    den  Bedingungen  widersprechend  nicht  aufgenommen 
F    werden  und  ist  auch  in  der  That  schon  unter  a)  vorgesehen. 

Die  Reihe  Jg^  und  alle  hierhergehurigen  Reihen  werden  nach 
folgendem  Gesetze  summirt: 

1)         bn]k[i]p  +  [m-I>  [2]p+ [2>[iii-l]p  +  [l]ib[m]p 

_r   1  _iii(i?t  +  i)(m  +  2) ....  (m  +  k+p)     m*-b'-f^»^ 

— Wh-p+1  =      1.2.3.. ...(*  +  p  + 1)        -^  l*+J»+i|* • 

c)  Die  auflösenden  Gruppen  erscheinen  von  der  dritten  Stelle 
an.  Zwei  Elemente  können  vorausgehen  und  (q^r — ^2)  Elemente 
können  folgen.    Diess  führt  zu  folgendem  Aggregate : 

C(«i  '^*i'hyCf{a^,  «4,....«»)»-^», 


Werden  die  einzelnen  Gnippen  gezShIt,  so  erhSlt  man  nach  1) 
^»=[l]«[«-l]«-r-,  +  [2J«[n-2]^-,+...[ii-2]a[2],-^ 

c2;  Rücken  die  auflosenden  Gruppen  auf  r  Stellen  vor  von  der 
vierten  an,  so  hat  man  folgende  Zusammenfassung: 


OO'i    ffa,...Tn-a)*('"-i)'   O^fln-,. 


Hieraus  uad  a 

=[»_i],_rt,. 


o,...o„-,)=(o.)'eK)>-'->. 

s  1)  «rgibt  sich  die  Zahl  der  tru|)[icn 
+  (2J,[«-l],_,-,....[,,-2].[-2],_,-, 


W  Diese  Schltisse  wiederbo 

zur  nämlichen  tiroppenzahl 
voraii8t(eheudeii  und  nachfc 
zu  gleichen    DimeDsionen. 

Ett — ll^-rh  im  Gaozcn  (^— 
in  mit  Ausnahme  des  erst« 
L  lungen  vqt.     Die   Summe  a 

^^K       kommeüden  Gruppeti  isi 

Hb 

^^^^^  uod  eie  (3bit  zu  folgendem 
^H     2)    itf=[«],-r+,+(7-r)| 

^H    _«(n  +  l)(«  +  2) (n+g 

^^^     —         1 .9..1_      fn_-.a.n 


holen  t^ich'  Jede  einzelne  Aufstellung  fuhrt 
ahl,    denn   die    deu  anflOsenden  Gruppen 
nachfolgenden  Gebilde  ergänzen  sich  immer 
gleichen    Uimensionen.     Hiernach    erzeugt  sich    der  Ausdruck 
-l^f-rH  im  Ganzen  (^—r)  mal.     Denn  er  kommt  in  allen  Fäl- 
mit  Ausnahme  des  ersten  (ff),  also  in  den  (7— r)  Jetüten  Stel- 
lungen VQt.     Die   Summe  aller   auf  diese    Weise  in   Betr»chtiiDg 
kommeüden  Gruppeti  isi 

J,+Jg++^3+ vi,-r+.i-ffl, 

und  eie  (3bit  zu  folgendem  Ausdrucke: 

2)    itf=[«],-r+,+(7-T)[n-l],^+, 


-l)»(«-^l)..(«fg-r-l) 
1.2.3...(y-r-H) 

Diese  Schiflsse  führen  so  lange  zu  einem  richtigen  Resultate, 
bis  die  vorausgehenden  Gruppen  zur  rten  Oasse  angewachsen 
sind.  Geschieht  diess,  dann  enthalten  die  vorausijehenden  Grup- 
pen selbst  wieder  Gebilde,  welche  der  Aulgabi;  genügen.  Diese 
müssen  sofort  gezählt  und  ausgeschieden  werden.  Diß  Darstel- 
lung, wodurch  &e-  erstä  Aasscheidimg'  bedisgt  trird-,  hat  folgende 
Gestalt; 

Die  Ausscheidungen  kOnnen  durch  die  Gleichung  2)  bewerk- 
stelligt werden,  indem  man  der  Reihe  nach  negen  der  vorausge- 
gehenden  Ausdrücke  g=^r  und  statt  n  allmählig  die  Elementen- 
anzahlen, also  1,  2,  3,  4,...„n— ]  setzt.  Wegen  des  ersten  Aus- 
drucks ist  d&DD  anszuiKbeiden : 

[i],(»-i),-r. 
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/ 

M-egen  des  zweiten 

wegen  des  dritten 

u.  8.  w.  w^en  des  letzten 

endlich 

t«— l]i  Ll]^-tr . 
Die  Summe  aller  dieser  Aasscheidungep  bedingt  folgende;Reihe : 

Bi=:l[«-1]^^  +l2Mn-21,-y  +[3],[«-2]„r  ....[«-l]i[l]v-«r 

Die  Darstellung,    wodurch  die   zweite  Ausscheidnog  bedingt 
ist,  fasst  sich  in  Folgendem  zusammen: 

*  *  *  ' 

lt. 

Um  alle  hieraus  auszuscheidende  Gruppen  tä  ehalten»  hat  man 
r-t-1  statt  q  und  1,  2,  3....(n*-l)  statt  n  in  2)  zu  setzen  und  mit 
den  nachfolgenden  ergänzenden  Gruppenzahlen  zu  vervielfachen. 
Es  entsteht  sodano; 


i 


[[5i+i:[i]d[«-2]^_;, ; 

[[3]«+l.[2J,][«-3],_y^, 

•  •  • 

•  -  •  • 

*  •  s 

[[.^-1],+ 1.  [»-2]],  [l],_,r-i . 

Wird  nun  vervielfacht,  so  entstehen    zwei  Reihen,    die    sich 
nach  der  Gleichung  l)  summiren  lassen,  und  man  erhält 

[IIa  In  - 1  ],- «r-i  +  [2]«  [«  -  ^]Mr-i . .  • 


[f  1,  [..  -  2j,_„-,  +  f-2],  [„  -  3],_,r^,  ... 

■■■■["-2).ri],-,-,=[«-21,.^,« 

Die  hiedurcb  bedingle  aaszuscheidende  GruppcnzabI  ist 

Bt=  [n-1  Jfl-ar+9  + 1  («— 2],_3f+i . 

Uie  dritte  AusseheiduDg  ist  darch  folgende  Zusanuiieiistelliuig 
bedingt : 

C(«i,  ffb  «s)H-afflJr  f,*{a^,  «„...ff«)«-«"-», 

Oic  hieraus  hervureuhenden  Gruppenzalilen  ergehen  sich,  wenS 

r-f-^  statt  if  und  allmählig  1,  2,   3, n — 1  statt  n   in  2)  gesetzt 

wird.     Dadurch  entsteht 

([l],+2.0)[»-I],-,^,  ( 

(P]3+2[l],)[n-2],_„^,  ' 

([3].+2P].)[«-31.-,r-„ 

a«-li.+2[«-3],)[l],-„^. 

Wrd  hier  Tervielfaclit,  so  cotsteben  wieder  zwei  Reihen,  die 
Mch  nach  1)  summiren  lassen  und  man  erbSIt  sofoit  tOi  die  durch 
obige  AnbteUwig  bedingten  Ausscheidungen  , 

Diese  Ausscheidungen'  fahren  sich  iian  leitet  weiter  fort.  Die 
Darstellung,  wozu  man  bei  der  letzten  Ausscheidung  gelangt,  ist: 

Um  die  hiedurcb   bedingte  Gruppensahl  zu  eriiallen,  hat  man  in 
2)f— rstattf  und  l,!2,3...(n — I)8tattn  zusetzen.  Manerb&lt: 
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[' W+i      +  (9-2r).0, 
Plfl-ar+i       +  (^— 2r)  [2]«-«rH  • 


ese  zwei  Reiheo  vereiaigeo  sich  in  folgenden  Ausdruck: 

Bq^r^i  =  [»— l]«-ar+a  +  (9'— 2r)  [w-2]«-.ar+«  • 

le  die  auf  diesem  Wege  erhaiteneo  Ausscheidungen  werden 
rch  die  Summe 

gegeben  9  welche  (g—Zr  +  l)  Glieder  bat.  Alle  ß  enthalten 
n  Ausdruck 

[n— Ij^-jrfa. 

ieser  Ausdruck  kommt  daher  (^— -2r  +  l)  mal  vor.  Die  (5^ — 2r) 
tzteu  B  enthalten  noch  eineo  zweiten  Ausdruck »  der  einem  he» 
iromten  Gesetze  unterliegt ,  sich  auf  folgende  Weise  darstellt 
id  zusammenziehen  lässt:  ' 

[w— 2],-ar+a  +  2[w— 2],-ar-|.2+3[« -2]^-a»+a  +  ••• 

...[^— 2r][«— 2]9_2r^« 

^(y  ~2rKy->2r  + 1)  |-^^2],^^_^,=  [9-2r],.[«-.2],.^+a. 

ie  Gruppenzahl,  welche  daher  von  2)  ausgeschieden  werden  muss» 
(greift  sich  in  folgendem  Ausdruck: 

3)  iV=[9-2r+l]i  [n-l],-ar4«+  [7-2r]a [«-2],-^4a 

=  (9-2r  + 1)  i.2....(^-2r+2) 

(y-2r)(y-'2r+l)  (n— 2)  (w~l) w . . . .  (n+y-2r— 1) 
+  1.2  1.2.3....  (^— 2r  +  2       ' 

lese  Ausscheidungen  sind  so  lange  richtige  bis  sich  die  den 
iflüsenden  Gruppen  vorangehenden  Verbindungsclassen  bis  zur 
r)ten  Dimension  erheben.  In  diesem  Falle  sind  zu  viel  ausge- 
ihieden  worden  und  zwar  alle  unter  den  ausgeschiedenen  begrif- 
ne  Gruppen»  welche  die  Eigenschaft  der  auflösenden  Gruppen 
ilbst  haken. 

Die  Gleichung  3)  kann  nun  benutzt  werden,  um  die  Ausschei- 
ingen  zu  bewerkstelligen,  denn  sie  zeigt  die  Gruppen  an,  welche 
e   Eigenschaft    des    wiederholten    Zusammentrittes   haben.     Es 


(vird  nuD  nicht  mehr  nUthig   die  erforUerlichen  Zneammenstflllnll  ^ 

gen  zu  geben.     Mat  hat  nur  2r,  2r+l,  2r+'i, (/ — r  statt  q  tirf  , 

allmählig  1,  2,  3 ....  (n  1)  statt  fi  bei  jedem  einzelnen  Werthe  vM  ' 
q  in  3)  zu  setzen,  und  jedes  einzelne  Glied  mit  der  ergSazenden 
VerbinduDgszahl  zu  vervielfachen.  Ee  werden  auch  hier  trainfr 
Reihen  entstehen,  die  sich  nach  I)  summiren  lassen.  Die  Aiu- 
drdcke,  welche  biedurcfa  erzeugt  werde»,  sind  der  Reihe  nacb 
folgende: 


t 


C  =  [I], .  [1],  [»-2],-.,  =[l],  [«-2|,_„+. 


Wird  nan  2r+  1  stall  g  und  allraälist  J,  2, ...  («— 1)  statt  n  io  ^ 
gesetzt  und  werden  die  bieraus  sicli  ereebenden  Au.idrücke  mii 
den  ergänzenden  Verbindungsciaaaen  verbanden,  so  entsteht  in 
RQelisicbt  auf  1) 


Ci=(2[l],+  [li(0|»-9),-„_ 
(2m,  +  [ll,[l].)[,>-3J,-. 
(2[31,+(l],[21,)[..-4]„ 


=2[»-2],-„+,  +  [l],["-3],-.,M 


(2[..-2]H[lkl''-3U[I],-.r-,! 

vird    für  'ir-^-^  statt  g  und   unter  den  oben  s. 


Bedingung  er 

(i=(3[l].+[2U0JJ[»-2J,-„^=3|— 2],_„ 
(3l2|4+P].UJ.)[''-3J.->.-. 
(3[3|4  I  l'^].PU[»-l|,-.~. 


,4[3U»-3]„ 


(3|  »-'_■].+ [2],  [„-3J.)[1J,-.,-, 

u.  s.  w.  Man  erkennt  nun  leicht,  welchem  Gesetze  die  «fimmtli- 
chen  C  unterliegen.  Es  entstehen  zwei  Reihen,  wovon  die  ersle 
(q-3r  +  i)  Glieder  und  die  andpre  {7— 3r)  Glieder  zHhU,  die 
sich  aul' folgende  Weise  behandeln  lasi^en: 

{1  +  ■!  +  3  +4 ....  +  (7-3r+  I))[7<-'i],-3.+3 

_(r/-3rH  t)(g-3r  +  2)r       .,, 


\ 
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ai)«+[2]«  +[3]«...  +  [q^iry  [i*-8]#-»*+,  =iC9--2r]s  [»-3],_„+, 
Ffir  die  aas  3)  auszuseheidende  GroppenaDzahl  ist  sofort 

4)  P=:  [7-3r+l]a  [n-2],-3r+3  +  [g-^r]^  [»-3]«-8r+s 

■ .      i  ■  ■ 

J(y^3^^^1)  (g»-3r+a)  (w-2)(w— 1)....  (n4y-3r)    . 
■"        •1.2  1  .  2....(^— 3r+3) 

(y-2r)  (y— 2r +1)  (y— 2r+2)  (n-3)(w-2) ....  (n+if^  3r— 1) 
+  1.2.3  1  .  2T^  ...  (^-3r+3)     " 

Setzt  man  nun  die^^e  Schlussweise  fort,   so  erhält  man  für  die 
Zahl  aller  auflösenden  Gruppen  (A) 

5)  i4=2ilf-iVr+P— e+ 

1    Hieraus  entsteht  durch  Einführung  der  aufgefundenen  Werthe: 

1  ^       r      r      r  r 

[      6)    'CK,  Äa,  Äs, Äii]«  = 

=  [«]«-r+i  +[^— »-llE«— l]f-r+i 

-  [^r— 2r  f  l]i  [«— l]«-ar+2    —  b— 2r]a  [w-2]«-ar+2 
+  [^-3r+lia[ii-2],_3r+3      +  [g--3r]3  [«-3]mH^ 

—  [g— 4r+l]3  [»  -3],_4r+4     —  [9'-4r]4  [»— 4],-4r+4 

(w(w+i)..,(yi-f  y— r)      y— r  (n^l)  n  (n-f  1) ...  (n+y  — r~l) 
^1.2  ..  (7— r  +  1)  "•"     1       1.2.3....  (9— r+1) 

,  y-~2r+l    (n>^l)n .,..  (n^^y— 2r) 
1       "T.2...(^— 2r  +  2) 

(y->2r)  (y— 2r-t'l)  (yt— 2)  (n— 1) ....  (n  +  y-2r— 1) 
^  1,2  "1.2....  (y— 2r  +  2) 

^(y^2r4-l)(y-2r+2)   (n-2)  (yi-^l)...(ii+y-~3r) 
"^  J  .  2  •    1  .  2  .  .  .  •  (y-3r+3) 

(g— 2r)(y— 2r+l)(y--2r+2)   (w--3)  (yi-2)...  (w+y~3r-l) 
+  T.  2.3  '     l  .  2  .  .  .  .  (/y— 3r  +  3)    * 

I^iese  Darstellung  lässt  sich  auch  so  umformen: 


^      '^— lfi-l|lj[?-r+l|l  +    1       •  2n-2lll9-r+I|l 

1  1^^211  l«-2r+2|l  —         |2|  1  j„-3|l  l9-2r+2|l 


Jg-3r)'l' 


+  1»U  ln-gij,_»r- 


Werden  hierin  die  FakultSten  im  Nenner,  welche  den  Enonentei 
1/  iührcn,  amigeschieden ,  so  ergibt  sich  folgende  Darat&Uung: 


g-r(g-r+-2)"-*l' 


(g-3r+Ij^l'    (y-3r-f4)«-' 


(y-2r)''H 


■'ir+3)»-'l' 


ln-3|l 


Bei  kleinen  n  wird  sich  diese  Darstellung  tortbeilhaft  gebian- 
chen  lassea. 

Die  Anwendung;  dieser  tileicfaungen  auf  liesondere  Fälle  i4 
sehr  beqneni.     So  ist  z.  B. 

.^r  »      =        »„_6.7.8.9  .,5.6-7.8     ,5.6 

=  1-26+3.70— 15IZ.321,  1 

wenn  man  »-  =  3,   "  =  6,   i/=Ö   iu  Nr.  6)    setzt,   wie   schon   otion 
$.10.  getundeu  v\urde.  | 

Die  Gruppen  an  Kahl  der  VerbinduDgen,   worin  irgend  ein  Ele-    { 
luent  höchstens  rmal  wiederholt  erscheint,  ergibt  sich  aus  6)  leicht 
Mau  hat  zu  dem  Ende  ir-\-l)  statt  r  zu  setzen   und  das  erhaltene    { 
llesultat  von   der  GeKaninitzahl  der  Gruppen    mit   unbeschränkteD    j 
Wiederbo1un!;en   abzuziehen,    denn    die    gesuchte   GruiipenanzaU 
ist  die  Ergänzung  zu  der  volbtandigeuGruppenaozahl.    Uiernaeliiat    1 


"Cfn,,  Oj,  a„...a»]«  = 
=  [«], 

+  [9-2r-l],  [n-ll,-jr  +  [7-21-2]«  [n-2]^ 
-  [9-3r-2],  [B-2J,_s,  -  [j-5r-5],  [n-3],-,. 
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-  r?— r  + 1]»-!—  Iq—r-l}  [9— r+l]«-a 

+  [9— 2r-2Ia  [y-2H-l]„-4  +  [?— 2r— 2],[flr-2r+ 1],^-5 


Mit  diesen  Mitteln  kann  man  nun  weitete  Fragen  beantworten. 

Die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  n  Ele- 
menten zur  QrtenClasse  werden  gebildet.  Wie  gross  ist 
dieZahl  derGruppen^  worin  irgend  einElement  gerade 
rmal  wiederholt  vorkommt? 

Dieses  Problem  lässt  nach  dem  früher  Gesagten  zu  ^  dass  die 
begleitenden  Elemente  auch  in  geringerer  Zahl  wiederholt  in  den 
anflusenden  Gruppen  vorkommen.  Die  gesuchte  Gruppenzahl  be- 
stimmt sich  ohne  Schwierigkeit,  wenn  man  (r-fl)  'statt  r  in  6)  setzt 
und  das  so  erhaltene  Resultat  von  6)  abzieht.    Es  ist  sofort 

r       r  r  r-fl      r+i         r+j 

10)        Ar  =  'C[ai ,  02,  ...On]«  —  'C[ai     ,  a^    ,  ...o»     ]« 

Durch  Cn^  und  Cn,r-^i  sollen  der  Kütze  wegen  die  oben  ange- 
deateten  Zahlenausdröcke  bezeichnet  werden,  um  nicht  die  ent- 
wickelten Darstellungen  geben  zu  müssen. 

Dieser  Satz  lässt  sich  noch  verallgemeinem  auf  folgende  \Veise: 

r       r  r  r+«+l       r+«+t  r+«+l 

11)    -4r;«  =  'C[ai.  fl2^...an]«— 'C[ai        ,0^        , -^  On       ]« 

Man  hat  (r-\rs+l)  statt  r  in  6)  zu  setzen  und  das  erhaltene  Re- 
nitat  von  6)  abzuziehen.  Die  Darstellung  11)  beantwortet  folgen- 
des Problem. 

Die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  n  Ele' 
Benten  zur  ^ten  Classewerden^ebildet.  Wiegrossis^ 
die  Gruppenzahl,  worin  irgendeinElement  wenigstens 
r  nnd  höchstens  (r4-')inal  wiederholt,  also  gerade  r, 
'  +  !>  r+2,....  (r4-*)inal  wiederholt  erscheint? 

Hiebe!  ist  zu  bemerken,  dass 
^2)  Gl,!  —  Ci,2=C[«i,  fir«,....anj«  =(«i)<  = 

1.2.3....^ 

1^,  wie  sich  leicht  rechtfertigt;  denn  diess  sind  in  der  That  die 
^Verbindungen  ohne  Wiederholungen  aus  n^  Elementen  zur  qteiv 
plasse. 

^etl  XV.  ^t^ 


Die  Richtigkeit  dieser  Gleichangen  8oll  an  einiges  besondem 
Ffillen  nacbgewieeen  iverden. 

Die  Gruppen  der  Verliiiirluo^en  aus  6  RIementcn  zur  CAeu  Clasee 
sollen  Keteählt  werden,  worin  ir^^eml  ein  Element  gerade  dreioial 
wiederholt  erscheint.  Man  findet  sie,  wenn  man  91=6,  b  =  6  und 
r=Ü,  dan«  r==4  in  Nr-  6.  setzt     Hiernach  ist 

6  =  105. 


6.7.8     „  5.6.7 

Lust  man  die  Aufi^alie  nach  der  in  8)  angegebenen  Melhnde, 
o  hat  man  Tiir  die  e  folgendes  Schema : 


e^  c'  e*  e'  +  e^  e*  p'  +c^ 
trotaiiB  sich  folgende  Gnippenzahl  ableitet: 


Die  Gruppen  der  Verbindungen  uur  6ten  Clasue  au&  6  Elemen- 
ten sollen  bestimmt  werden ,  worin  ein  Element  nenigstens  znel- 
mal  und  hiichstens  viermal  wiederholt  erscheint.  Man  hat  ^^6, 
ii:=6,  r=:2  und  r  =  5  za  setzen,  und  es  ist 


6.7.8.9.10  .  ,  5.67.8.9 


6.7    fi.e 

=  4öl  — 36=42S. 


auch  hier  die   Aufgabe   nach    dem  jScfaema  der  r 


i'-f  fii  e- 


wodurch  folgende  Anzahl  bedingt  ist : 


f"l.2'1.2^1.2.3'^i:2:3-'' 


.  6.5  ,  6.5 


+  p^ -l-j^  .4  +  6.5=30  +  90  1- 20 -|-6O  +  12O+15+tiOf30 


{ 


2di 


£s  i«t  BfMi  nödi  Öbrig  folgeiMies  Pfoblem  tat  lOsMit 

Die  Versetzungen  mit  Wiederbofangeu  aus  n  Eftf' 
oenten  zur  ^ten  €Jas9e  vy^f^^a  gebildet.  Wie  gross 
st  die  Zahl  der  Gruppen,  vrorih  irgend  ein  Element 
^enigstetis  i'fBal  wieaerholt  er«trbei|it?    fn  Zeichen 

Die  Vorbedingungen  9  weldie  zu  der  Aufgabe  des  vorigen 
Paragraphen  gestellt  wurden«  geUep  oiit  wenigen  Abänderungen 
iucb  hier.  Die  Aufgabe  wird  deswegen  auf  eine  ähnliehe  und 
olgeude  Weise  geU^st: 

d)  Die  auflohenden  Gruppe 

erscheinen  von  der  ersten  Stelle  an.  In  diesem  Falle  können 
ille  Elemente  ebne  Unterschied  auf  den  letzten  (a—r)  Golgenden 
Stellen  In  ieder  beffebig^n  Anordnung  ^ufrück^p.  Hieraus  ergibt 
iIgIi  folgende  Schema: 

veno  jede  der  Gruppen  \ 

ils  ein  Elemient  b^tr^chlet  ivird« 

Die  Anzahl  der  hiedurch  bedingten  Gruppen  ist 

b)  Geht  man  nun  eine  Stelle  weiter»  so  kaiu»  ein  fr€m4«* 
Element  in  jede  der  auflösenden  Gruppen  treten,  ohne  dass  die 
^dingungen  der  Aufgabe  aufgehoben  werden.  Die  Elemente  der 
lufliisenden  Gruppen  dürfen  aber  nicht  auf  den  r  ersten  Stellen 
tscheinen^  denn  dieser  Fall  ist  in  ä)  vorgesehen«  Daher  muss 
h  fremdes  Element  auf  einer  der  r  ersten  Stellen  erscheinen^ 
der  es  kaiuo  r  Stellen  dureblaulen^  Auf  den  .«»iM^bfolgenden 
f^r—i)  Stelleq  kößneo  alle  Elemente  ahn«  ÜnterscU«d 
rscfaeinen.    Hieraus  entsteht  folgende«  Schcnsa: 


^''.i^t 


(a„)'-'P'(n,.  ffa,...a„-,V.««/*(a,.  «a,  ...O:,)*-'^'. 

Das  getrennte  Element  hinter  dem  Puukte  nimmt  wbb   feste  Stri-  I 
luag,  «in,     Jede  Zusammenstellung  vou 

.iil,}'-'P'(fl,.  flj,. ..*,)».. ..{a«)'--'P'{«„  a„..«»-i)' 

bringt  wegen  des  Eintrittes  eines  fremden  Elementes 

r(r-i)...2.I  _r 
l.a...(r-l).l-l 

Versetzungen  hervor.     Hieraus  ergibt  sich  folgende    der  Aufgabe 
genügende  Gruppenzahl: 


A= 


n(n-l)H«-' 


'c^  Gebt  man  nun  zwef  Stellen  weiter  und  dehnt  diese  Be- 
trachtung auf  (r  +  2)  Stellen  aus,  so  können  zwei  fre4nde  Ele- 
mente zwischen  die  auflösenden  Gnippen  treten.  Die  fremden 
Elemente  müssen  aber  auf  den  (r+1)  ersten  Stellen  vorkommen, 
weil  sonst  die  unter  ä)  und  6)  vorgesehenen  Fälle  eintreten  wflr 
den.    Diess  fiihrt  zu  folgendem  Scbema  : 

(a,)'-i/>(«a,«3...fl„)2.«,r'(«„rtj...n=)!-^-" 
(fl»)^^P'(a,fl3,...n„)«.Oi/*{«i.as...fl«)9^''  ,^„ 

(03)'--' P- (o„  «2,  04, . , .  a„f .  03 '^  («1 .  "a  ■  ■  ■  n«)«-^' 


(«„)'->/"(«. 


tCi-, 


-l)^.On/*'COi,fl2-. 


^n)"-' 


Das  getrennte  Element  hinter  dem  Punkte  nimmt  auch  hier  eine 
feste  Stellung  ein.  Die  vorausgehenden  (r+1)  Elemente  könne« 
unter  sich  jede  beliebige  iStcllung  cinnehiuen.  Die  aus  diesen 
VeTsetsungen  tnch  eigebende  Verviellachungszähl  Ist 

(r+l)(r)(r-l)...3.2.1  .  r(r+l) 
1.2.1.2. ...(r—1)      —     1.2    ■ 

Sie  gehSrt  jeder  einzelaen  Gruppe  in  der  vorstehenden  Zusammen- 
stellung an.  n  Gruppen  sind  es.  Die  hieraus  sich  ergehende 
Zahl  der  der  Aufgabe  genügenden  Gruppen  ist 
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Setzt  manuun  die  angegebene  Schlussweise  durch  alle  Steilen 
fort  und  zählt  die  hieraus  fliessenden  Gruppen  zusammen,  so  hat 
man  sofort  folgende  Gesammt- Gruppen -Anzahl: 

l)  A=Ai  +  A,+A^  + 

=a[«t-r+[r]j  („_1  )„,-r-i+ [r]a(M -l)%?-r-2+[rJs(n  - 1)"»»-»- H  •• 

;...[r]^(«-l)?-r] 

V  durchläuft  die  Werthe  0,  1,  2,  3....(^-r). 

Diese  Schlüsse  führen  so  lange  auf  ein  richtiges  Resultat,  als  die 
eingeschobenen  Elemente  die  rte  Glasse  nicht  erreichen.  Er- 
*eichen  sie  diese  und  erheben  sie  sich  darüber,  so  werden  zu 
^iele  Gruppen  gezählt,  und  zwar  alle  diejenigen^  welche  in  den 
losdrücken 

P*(a^a^..,af^^ y  P^ia^^a^ af|)^...P'(al,aa.•.ßn-l)r 

md  den  zugehörigen  hohem  Ciassen  enthalten  sind  und  die  Ei- 
^eoschaft  haben,  der  Aufgabe  zu  genügen.  Sie  müssen  fixirt  und 
'OD  1)  ausgeschieden  werden. 

Die  Gruppen,  welche  in  dem^Äusdrucke  P*  (a^f  Ö3 . . .  an)[  ent- 
lalten  smd^  haben  die  Fonn 

!ire  Zahl  ist  (n— 1),  denn  die  Zahl  der  Elemente  ist  um  die 
linheit  verkürzt.  Die  Ausscheidungen  sind  durch  die  Glieder 
df  nachstehenden  Reihe: 

]rn(n-iyn<t-^r^  [r]r4iw(«-l)''+»«9-^-^ 

Mr+2  w(w— l)'"+*n'-^''^^ . . . . 

u\  in  ihnen  durch  die  Ausdrücke 

(rt-1/,  («-i)''n  (n-l)'•+^.. 

sdingt.  Man^  findet  nun  die  auszuscheidenden  Gruppenanzahlen 
icht,  wenn  man  die  ebengeuannten  Ausdrücke  nacn  der  Glei- 
lung  1)  behandelt.  Diess  geschieht,  indem  man  n— 1  statt  n  und 
[mählig  r,  r-f-l^  r-|-2>-'*'  statt  q  schreibt  und  die  fehlenden 
eilen  durch  die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  ergänzt.  Da- 
roh  erhält  man  folgende  auszuscheidende  Gruppenanzahlen: 


a)  Ä,  =[r>H(j»— I)*-)-*, 

«.  =  W'4 ,  »  ««-1)  (»-I)  +  y(n-li(a-iS«?' 

fl,=[rlH^»((»-l)(»-l)>+5-(„-11(«-2)(— t) 

+  |r],(n-l)(«-2)")»r->-', 

«.=  W-+,  » ((»-1)  («-!)■  +  j-  (»-!)  (n-2)  (n-1 )» 

+  W.("-")(»-2)''l»-l) +  W.(n-I)(..-2)')  "<-"-•, 

A+i  =  Wi'»<("-l)(»-l)'  +  "-("-l)(»-2)(»-l)'-'+..- 

..[rh«-l)(n-2)')nf*. 

Matt  bann   nun  die  Klammern    auHiisen    und   nnilers  flrdaeB. 
Dadurch  gehl  2)  über  tn 

3)  Ä=n(Fi~l)[[r]rtH-»+lr],+,(n-l).«->^i 

+  r .»  (»-1)  (»-2)  [[r>+, "'-"-'  +  [!■>+.  («- 1)»!-^-« 

+  [r]^(a-I)»«f-='-,..l 


+  Mr+,  n(n-l)(n-2)H-i[[r]^,„.-»-i  +  [^l^(:^-^)1i^*-i 
+  Har),(n-I)n'-'^  +  -) 

+  [r],^n(»-l)(«-2)'4»([fVrt"'-'^'  +  Ma'+.<»-0»'-*-' 
+  ['^.("-««'-»-•  +  •■■1 


Die  Darstellung  31  lüs«tsich  mittelst  der  ^aufeine  dieUeber- 
sicht  erleichternde  Weise  niedergehen  and  zwar  auf  folgende 
Wciae: 

4)  B=..(._l)jC[r]H.(»-l)'-»«-*-' 

+I»]i»(;>-l)(»-2i«ü['->+i+.('>-i)'- »•-"'-'-' 
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+  W««  («-!)  («-2)«  ^0  Wr+a+«(«-l)*«fr-»'- 


+[r]rn(ji— l)(n—2)'-2o  [»•]sr+' («—!)' n»-*-'     ' 

: 

)  B=n  (n-l)  2?o  [rl^ (n-2)if  (1^  [r]r+i,+*  (n-1)*  n»-*-»-') . 

In  5)  hat  man  statt v allmablig  dieWertbe  (K  h  %  ^...q—^r 
also  bis  zu  der  Hföhe ,  wodurcb  der  Exponent  von  n 
1  0  übergeht)  zu  setzen  und  dann  hat  man  för  jeden  einzelnen 
estimmten  Zahlenwertb  für  y  ailmäblig  die  Werthe  0>  1,  2,  3... 
ir  jp  einzufiäbren  und  zwar  bis  zu  der  Höbe«  wodurch  der  Expo- 
ent  von  n  in  0  übergeht. 

Die  hier  gemachten  Schlüsse  sichern  so  lange  ein  richtiges 
Resultat«  bis  der  Exponent  von  (n— 2)  sich  auf  r  und  darüber 
rhebt.  Von  da  au  sind  wieder  Ausscheidungen  aus  4)  zu  machen, 
nd  zwar  in  Beziehung  auf  (n^2),  wie  sie  vorher  auf  (n — 1)  ge- 
lacht wurden. 

In  dem  Ausdrucke  (Nr.  4.) 

[r];»(ji— 1)(«-2/  -So'[r]«r+»(«-l)'««-*'-' 

t  (n— 2)>'  nach  der  Gleichung  1)  zu  behandeln  und  zu  dem  Ende 
ssr  und  (n — ^2)  statt  n  zu  setzen.  Dadurch  erhält  man  als  aus- 
scheidende Gruppenzabi 


Mr  »(n  •I)  -So[r]ar+,  (n-l)*  ftf-»'^.(ii-2). 
In  dem  Ausdrucke 

[r]r+i  n(w— 1)  (n-2)'^+i  -So  [rV+i+r(n— l)*»!«^*--!-* 

m  Nr.  4.  ist  wegen  (n— 2)''+*  in  1)  der  Werth  (r+1)  statt  q  und 
t — 2)  statt  n  zu  setzen.    Man  erhält  sofort    * 

(ii-«)(if— 2)  +  Y<n*-«)(»— 3). 

ieser  Werth  ist  in  den  vorstehenden  Ausdruck  Oinzofittreo.  Hie- 
irch  entsteht  die  auszuscheidende  Gruppenzahl : 


r]r+i  n  (w-l)  2o  Mv+i+^n«-»'-»-^  [(n— 2)(n-2)-f  r  (»-2)(«-3)]. 


Fährt  man  auf  diese  Weise  fort,  a«  erhält  man  folgende  ausm- 
scheidende  Gru|>i)cnzahl  : 

6)  C=[rl,»(n-l)(«--J)4["-V+.(..-l)' «'-"-' 

x[(a-'i)  +  [(«-3)l 

+  [.l,t,»(»-l)(«-2)4W.-H.+.(n-i;'«'-"-'- 

X  Kn-2)«  +  r(«-2)  («-3)  +  [r],(n-3)1 

^[T],^,M,,-l)^h~1)Ä,[Ti„-H^,(•—t)"|<-"''- 

X [(»-2)>  +  ,(1,-2)'  (,,-3)  +  W,  (»-i)(»_3)'  +  [r], («-4)>1 

Auch  dieseZu^aninienateltung  l5«at  sieb,  wie  in  Nr.  2. — 5.  geschah,! 
anders  ordnen.  Stellt  mau  (lie  nach  den  Vertikal  reihen  susaiumoilii 
ao  liegt  in  ihnen  folgendes  Gesetz : 

In  dieser  Darstelinng  durchläuR  z  alimährie  die  Werthe  von  ' 
0,  1,  2,  3,  ....(9— 3r)  (bta  zu  der  Höhe,  wodurch  der  Exjionent 
von  n  auf  0  sinkt);  für  jeden  bestimmten  Werth  von  i  durchläuft 
dann  y  die  Werthe  0,  1,  2,  3,....  bis  zur  erforderlichen  Höhe 
(d,  h.  bis  der  Exponent  von  it  aufO  sinkt);  und  endlich  l'iir  je  zwei 
bestimmte  Werthe  von  i  und  y  (zusammen  genommen)  durchläuft 

;c  alteWerlhe  0,  1.  2,  3, bis  zur  erforderlichen  Höhe.    Keine 

der  drei  veränderlichen  Grössen  kann  für  sich  den  Werth  (y— 3t) 
üliersteigen.     Dasselbe  gilt  auch  von  ihrer  Gesammtheil. 

Das  Gesetz  fSt  düe  Gesammtzahl  aller  auflSsendeb  Gruppen 
ist  hiernach: 


'P[ai,  da,  aa....ih'\i=J-B  +  C—D.. 


oder 

9)    'P[fh,  a^,  aa,.\aK]t=nSo[T]x(n'-l)'n9~r-' 

-»«!-» Ä^M,(n-2)!/(^o'Wr+,f*  («-!)' «t-*-9-«) 
+  ii»l->jÖ[r].(n-3)' 

(4['-]r+.+9(«-2)''(£o'r'V+.+»+«(«-l)' "'-•'— »-)) 
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Das  Fortgangsgeaetz  dtesev  Darstelluns  lie^t  klar  vor  Augen, 
as  erste  Glied  in  9)  erzeugt  q — r  +  lj  Glieder,  das  zweite 
-2.+l)(y-2r+2)^  da«  dritte  ^y-3^-H)(y--^+2)(y-3.t^ 

is  vierte  [^^— 4»'+l]4  Glieder  n.  s.  f. 

Die  Exponenten  von  x  im  ersten  Gliede,  von  x^  y  im  zweiten 
liede,  von  x^  y,  z  im  dritten  Gliede  u.  s.  f.  bilden  nämlich  die 
Tuppen  der  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  den  El»» 
lenten  0,  1,  %  3...(g—r)  zur  ersten  Classe;  aus  den  Elementen 
t  \,  %  3, . . . (fir->^r)  zur  zweiten;  aus  den  Elementen  0,  jl^  2, .3,.. 
(q-^3r)  zur  dritten  Classe  u.  s.  f.  Man  kann  sich  hiedurch  ein 
•chema  bilden,  welches  die  Bildung  der  einzelnen  Zahlenausdrücke 
on  9)  sehr  erleichtert.  '  ■■., 

IVIa,n  kann  nun  mit  den  in  diesem  Paragraphen  aufgefunde- 
leu  Mitteln  auch  ähnliche  Fragen  über  die  Versetzungen  mit  Wie- 
erholunsen  beantworten,  wie  sie  im  vorhergehenden  Paragraphen 
OD  den  Verbindungen  beantwortet  wurden. 

Hiernach  bestimmt  sich  die  Gruppenanzahl  der  Versez- 
nngen  ausnElementenzur  ^ten  Classe«  wenn  eluEle- 
lent   fauch stens  (r — l)mäl  wiederholt  erscheint«  durch 


0)  *P[a[~  ,  aa     ,...0^' J«=n9--.n-Sol;r]*(«— I)'n9-«^-^ 


_y 


+  n^l-i  2?o  [r]»(n--2)if  (l?o  WrfH^C»-!)*««?-«^-«^-'). 


Eben  so  kann  man  nun  die  Gruppenanzahl  dieser  Versetzungen 
stimmen,  worin  irgend  ein  Element  gerade  Vmal  wiederholt  er- 
cheint.    Es  Ist 

l)        Ar='Plai,a2,^^>an'\^-'P[ai     ,  a^    ,...an    J« 

md  •'■■■'■, 

Aus  9)  erhält  man  sofort  durch  Knführung  der  betreffenden 
Berthe  die  nuthigen  Zahlenansdrücke. 

Die  Gruppenanzahl  der  Versetzungen  aus  6  Elementen  zur 
Hen  Classe  soll  bestimmt  werden,  worin  irgend  ein  Element  we-- 
ügstens  dreimal /wiecj^erholt  erscheint. 

Man  hat  iii  9)  statt  x  allmählig  0,  1,  2i  3;  n=6,  r— 3  im 
ersten  Gliede  und  0  statt  x,  und  0  statt  y  im  zweiten  Gliede  zu 
^tzen.    Dadurch  wird 


=6[216+540+900H250]-3CO=I7436-JI» 
=  17130. 
Uehantlelt  man  die  Aufgabe  nacli  §.  II.  5),  eo  ist 
ni=Ba»7i3c=n4  =  Ma=7ifl  =  6 
zfl  Betxeii,  HDd  man  erhält 

'/>[«f,  ff,^..o5'=20>*.ö.4.3  +  ö(lx6.5.4+l(»xfi.5  +  15x6.6i 
+  15x8.5+0x6.5+6 
=7200+7-200+300  +  1000+450+180+6 
=  17136. 


S.  14. 

Die  hier  gefuildeuen  Gleichungen  lassen  manche  Amvendons 
zu.  CioG  sehr  einfach«  Anvrendung  ertjibt  sich  auf  das  Würfel- 
Bpiel,  denn  hier  kommen  die  VersetziiNgcn  mit  unheschräaLleD 
und  beseb rankten  Wiederhglunj^en  in  Frage. 

Wie  gross  ist  die  Withrscheinliuhkeit  mit  drei  Würfeln  einen 
Pasch  d    h.  iVcnigstene  zwei  gleiche  Zahlen  zu  werfen? 

Die  Zahl  der  gSnstigeii  Fülle  ist  in  folgendem  Ausdrucke 


■P[ni.' 


».]■ 


hegriSen  und  .ergibt  sich   aus  9)  g.  13.  wenn    dort  m=6,    t=% 
und  für  a:  die  Werthe  0,  1  gesetzt  werden.    Hiernach  ist 

.^=6[6i  +  |.5]=:6. 16  =  96. 

Die  Wahrscheinlichkeit  ist  daher  fiir  den  fraglicbeii  Fall 


} 


und  es  ist  4  t^gea  5  zu  iv«lteD,  dafis  in  jddem  Wwc  •  'mil'  idrei 
WOrfsb  ein  Pwcb  fallen  nird. 

'Wie gross  ist  die  Wahrscheinlfcfakeft  inüt  sechs WOrfeli^  in  einem 
Wnrie  wenigstens  zTvei  gleiche  Zahlen  zu  tMrfeli^ 

Die  Zahl  der  günstigen  Fäfid  ist  ib  Setä  Ünkdilickfe   . 


,„,2       2         2, 


begriffen.  Sie  wird  gefunden,  wenn  q~6,  r='i,  m=6  gesetzt 
wird.  Hernach  hat  man  f&r  :e  im  ersten  Gliede  die  Werthe  0,  1, 
2,  3,  i.  fiir  9  nnd  :c  die Doppelworthe  0,0;  0,1;  0,2;  1,0;  \,l;2fi 


fm^  atweitcn  Gliede,    und  för  t,  y,  x  die  Werthe  OAO  im  dritten 
Giiede  2u  setzen.    Hiernach  ist 

r2.3  2.3.4  2.3.4.5     -1 

"•**Ll.2°  +  1.2.3-*'*+  1.2.3.4'^  J 

ft  K  2  .  r2'3.4^  ,2.3.4.5    _-| 
ß  «  2.3        2.3.4.5 
.  «  «  .  2.3   2.3.4.S 

+«-S'*oi:2X4' 

«der,  wenn  die  angezeigten  ^alilen-Werthe  ermittelt  werden : 
J=6[l296+2160+2700  +  3000+3125]=+73686 
— 30  [108 +120 +  125]  SS— 10590 

-250(24+25]  =-11760 

-1440.5  =-7200 

+120.  fS  =+I«<0W 

■  =75486—29550=45936. 
Hiernach  ist  die  gesuclite  Wahrscheinlichkeit 

^^  ^  —  46656  ~"  324 

Dass  die  in  1)  und  2)  gefdDdenen  Werthe  richtig  sind,  lässt 
sich  auch  durch  die  in  §.  11.  gegebenen  Gleichungen  nachweisen. 

Ihre  Rveht^cit  lisst  skh  abei  aaeh  noch  gani  einfach  d$r 
durch  zeigen,  dass  man  bemerkt,  dass  die  Zahl  der  günstigen 
Fälle  alle  diejenigen  Gruppen  in  sich  begreift,  worin  Wiederho- 
lungen vorkommen,  also  diejenigen  ausschliessf ,  worin  nur  Ver- 
setzungen aus  6  Elementen  vorkommen.  Die  günstige  Anzahl  für 
Mro.  1.  ist  daher 

2::  e»— 6»i-i = 216»  - 1 20 = 96. 
Die  günstige  Anzahl  för  2)  aber  ist  aus  dem  nämlichen  Grande 

=:6<^-6^^*=466S6 -- 720=45936, 
wi«  ohen  gefunden  wntde. 
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Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  mit  zehn  Würfeln  einen 
Wurf  zu  thun,  worin  drei  verschiedene  Zahlen  gerade  je  einmal 
(nicht  mehr^  nicht  weniger),  zwei  andere  gerade  je  zweimal 
und  die  letzte  gerade  dreimal  vorkommt? 

Die  Zahl  der  gunstigen  Fälle  ergibt  sich  nach  7)  $.  7.  aus 
folgendem  Ausdruck: 

nr  2       2  2         3        8  3,_  _  . 

/^L«i,  02,... ag;  Ol,  a^y'-'Ofi;  «i,  aa,...«6j  '  ' 

10.9.8.7.6.5.4.3/2.1  6.5.4.3.2.1      ...y^cmnA 
^1.1.1.1.2.1.2.1.2.3    1.2.3.1.2.1-"^'"^^*"""' 

die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist 

10.9.8.7.6.5.5.4.3       5.7.5.5       875 


3)        W=i 


6.6.6.6.6.6,6.6.6.6~"   3» ."B»"  "~ 5832  : 


§.  16. 

Eine  weitere  Anwendung  der  hier  gegebenen.  Entwicklungen 
lässt  sich  auf  das  Polynomium  machen. 

In  §.2.  haben  wir  den  Zusammenhang,  welcher  zwischen  den 
Gruppen  der  Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  und 
denen  der  Versetzungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  herrscht, 
nachgewiesen.  Man  kann  die  Gruppen  der  zweiten  Art  aus  denen 
der  ersten  Art  und  umgekehrt  ableiten,  wenn  man  in  die  einzel- 
nen Gruppen  der  Verbindungen  die  V^ersetzungen  einführt,  oder 
umgekehrt  ausstüsst.  Diese  Beziehungen  lassen  sich  in  Zeichen 
so  darstellen: 

1)  ^(«u  €Uz*"»an)^=P[C(aiy  a^i,...an)^]> 

2)  1^  (fll ,  «2^ . . .  ttn)^  =  P[C  (Oi,    02, . .  .  a„)9]  . 

Durch   das   P  auf    der  rechten  Seite   vor   der    eckigen   Klammer 
soll  das  Einführen  der  Versetzungen  in  die  Elemente  der  aus 

C(ai,  a2,"-fin)'i  und  C  (ai,  u^^j^.-an)^ 

hervorgehenden  Gruppen  angedeutet  werden. 

Aus  der  Zusammenstellung  in  1)  und  2)  lässt  sich  noch  eine 
weitere  Beziehung,  die  zwischen  den  Gruppen  der  Verbindungen 
und  denen  der  Versetzungen  (mit  und  ohne  Wiederholungen)  aus 
einerlei  Elementenzahl  und  zu  derselben  Classe  berrsclit,  erkennen. 
Sie  ist  folgende: 

3)  In  den  Gruppen  der  Versetzungen  ohneWieder- 
holungen  einer  bestimmten  Classe  und  Elementenzahl 
gibt  es  gerade  so  viele  unter  sich  verschiedene  Grup- 


l 
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en  als  in  denen  der  Verbindungen  •  ohne   Wiederho- 
ungen  zur  nämlichen  Classe  und  Elementenzahl ; 

oder  die  Anzahl  der  unter  sich  verschiedenen  Gruppen  in 
P{ai,  a^.,,an)9  ist  gerade  so  gross  als  in  C((ii,  a2,,..an)^9  denn 
das  Mehr  der  Gruppen  in  P(ai,  o^,  .On)?  hängt  von  der  Versetzung 
oder  verschiedenen  Stellung  der  nämlichen  Elemente  in  einer  und 
derselben  Gruppe,  nicht  aber  von  verschiedenen  Elementen  ab. 

4)  In  den  Gruppen  der  Versetzungen  mit  Wieder- 
holungen einer  bestimmten  Classeund  eiuerbestimm- 
ten  Elementenzahl  gibt  es  ^rade  so  viele  unter  sich 
verschiedene  Gruppen  als  in  denen  der  Verbindungen 
mit  Wiederholungen  zur  nämlichen  Classe  undElemen- 
tenzahl; 

oder  die  Anzahl  der  unter  sich  verschiedenen  Gruppen 
inP(a]9  a^f.au)^  ist  gerade  so  gross  als  in  0(ai,  a2»...afi)9  aus 
dem  oben  angeführten  Grunde. 

Hiernach  ist  die  Gruppenzahl  (Av)  der  unter  sich  irerschiede- 
denen  Gruppen  in  P(ai,  a^,...an)^ 

5)  ^,=(11),= ot:::^ — * 

nnd  die  Gruppenzahl    der   unter  sich  Terschiedenea  Gruppen  in 
/"(oj,  ai....a^i 

8)  ^,=[«]f= 1.2.3...  y -• 

Ein  diese  Sätze  erörterndes  und  bestätigendes  Beispiel  wurde 
schon  oben  §.  ^  angeführt. 

Ausserdem  besteht  ein  ganz  enger  Zusammenhans  zwischen 
den  Versetzungen  mit  Wiederholungen  einer  bestimm- 
ten  Classe  und  bestimmten  Elementenzahl  und  dem 
Polynomium,  wenn  die  Elemente  der  Versetzungen  mit  den 
Gliedern  des  Polynomiums  und  der  Classenexnonent  mit  der 
Potenz  des  Polynomiums  zusammenfällt.  Beides  sind  näm- 
lich verschiedene  Darstellungen  einer  und  derselben  Sache. 

So  ist  z.  B. 

+  3a6« + 3ac« + Qacd  +  Za^  +  6«  +  Sfi^c 

+  ZbH  +  36c2 + 66cd  +  36rf«  +  c» 

+  3c«d  +  3cd«+rf».i 

Genau  dieselben  Gebilde  haben  wir  schon  in  §•  2.  erhalten.  Hier- 
nach hat  man: 

md  in  Rücksicht  auf  2)  dieses  Paragraphen. 
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Diese  Schlüsse  l^sen  siob  leicht  ins  Allgemeine  äbertragefl, 
und  ni^n  hat  sofort 

7)  («1 +a4  +  %+...«n)^=/*'(ai,  «rj^...an)«  =  /*[C(jL,  a^...thi\. 

Stellt  man  nun  diesen  Satz  in  der  gewuhnlichen  Poiynomialfonn 
dar,  so  ftndert  das  in  Nichts  die  gemachte  Schliissrcwe  and  man 
hat,  wenn  die  ordnende  Grösse  ar  eingeftihrt.wird» 

8)  (aiir  +  aaa:*  +  ....flf«:rn)ff=P'(iij;i?»  Äraa?*,,..^a:")f 

Durch  die  Darsteüuns  8)  hat  sich  nur  die  Ordnoag»  in  wel' 
eher  die  entstehenden  Gruppen  zusammengestellt  werueo«  nickt 
aber  die  Gruppen  oder  ihre  Anzahl  geändert.  Mab  inno  da^ 
her  die  gewonnenen  Sätze  benutzen,  um  die  Glieder^  KelcJbe  bei 
der  entwickelten  Darstellung  des  Polynomiums  entstebi^,  zu  z&Uei. 

Hiebei  unterscheiden  sich  folgende  zwei  Fragen: 

ä)  wie  gross  ist  die  Zahl  aller  mögfichen  Glieder  efaies 
Polynomiums? 

6)  wie  gross  i«t  die  Zahl  aller   unter  sieb  iirer0ehie4eQ€D 
Glieder  desselben? 

Die  Zahl  aller  möglichen  Glieder,  weiche  durch  die  entwickelte 
Darstellung  eines  Polynomiums  entstehen,  fällt  mit  der  Anzahl 
der  Gruppen  zusammen,  welche  entstehen,  wenn  die  Versetzun- 
gen mit  Wiederholungen  gebildet  werden  aus  den  Elementen  der 
urundreihe  des  Polynomiums  zu  der  so  yielten  Classe  als  der 
Exponent  des  Polynomiums  angibt.    Es  ist  sofort.'. 

9)  A(ai a:, a2cc^,,.,an x^)*i = P* [«i o?,  »2 ^^^  •  •  •  anX^^9=z m . 

Die  Zahl  aller  unter  sich  verschiedenen  Glieder  in  der  entwickel- 
ten Darstellung  eines  Polynomiums  fallt  mit  der  Zahl  der  Grup- 
pen zusammen,  wenn  die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus 
den  Elementen  der  Grundreihe  zur  so  vielten  Classe  gebildet  wer- 
den als  die  Potenz  des  Polynomiums  angibt.     Es  ist  sofort 

10)  Av (üi x,  «2 :c^, . . . an x^)^=  C [cLi X,  a^ x^,.,. an  a:"]' 

_     ,^     n(n+l)(ni-2)..,.(n+q-l) 

Den  eben  auf  so  einfache  Weise  gewonnenen  Satz  (Nro.  10.)  hat 
Brianchon  im  Journ.  d.  l'ecole  polyt.  T.  XV.  Cah.  XXV. 
Pg.  158.  (Memoire  sur  les  puissances  des  Polynom  es) 
auf  'eine  sehr  weitläutige  W^eise  entwickelt,  so  dass  man  sich  io 
der  That  über  den  Aufwand  der  dort  gebrauchten  Mittel  wundem 
muss,  um  einen  so  einfachen  Satz  zu  beweisen  und  zum  Gegen- 
stand einer  besondern,  umfangreichen  Abhandlung  zu  machen, 
hr    bat    den  Satz  unter  folgender  Form  gegeben: 
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11)    Av(aix,  a2X%...ana^)9=z 1  g      .^^ —  ^Vi^i^ 

—     i«-i|i     —  1.2 (w-1)        — W+^J»»-^- 

Wendet  man  nun  die  gefundenen  Sätze  auf  den  vorliegenden 
besondern  Fall  an,  so  ist 

^.(a,  6,  c,  cO'=C[a,  b>  c,  ^(1^=  7x1=20; 

wie  es  aeiii  muas. 

Wendet  man  nun  die  in  §.  6.  — 13.  gefundenen  Sätze  anf  das 
Polynomium  an^  so  bietet  diess  reichlichen  Stoff  zur  Anwendung 
uod  es  lässt  sich  nun  eine  Reihe  yon  Fragen  beantworten,  wovon 
die  von  Brianchon  gestellte  den  Anfang  bildet. 

Das  Polynomium 

(ax  +  aa  +  ö8+...an)« 

wird  entwickelt. 

a)  Wie  gross  Ist  die  Zahl  aller  möglichen  Glieder«  worin  irgend 
ein  Glied  der  Grundreihe  wenigstens  in  der  rten  Potenz  vor- 
kommt? 9)  §.  13.; 

6)  höchstens  in  der  (r — i)ten  Potenz  vorkommt?  10)  §.  13.. 

c)  >vorin  irgend  ein  Glied  gerade  in  der  rten  Potenz  vorkommt? 

11)  1 13.  r 

d)  worin  irgend  ein  Glied  wenigstens  in  der  rten  und  höchstens 
in  der  (r-|-^)ten  Potenz  vorkommt?  12)  §.  13.. 

e)  Wie  gfosß  bt  die  Zahl  aller  unter  sich  verschiedenen  Glie- 
der, worin  irgend  ein  Glied  der  Grundreihe  wenigstens  in 
der  rten  Potenz  erscheint?. 6)  §.  12.; 

■ 

/)  höchstens  in  der  rten  Potenz  erscheint?  9)  §.  1^.; 

g)  worin  irgend  ein  Glied  gerade  in  der  rten  Potenz  erscheint? 
10)  §.12.; 

h)  worin  irgend  ein  Glied  wenigstens  in  der  rten  und  höchstens 
in  der  (r-|-^)ten  Potenz  erscheint?  11)  $.12.; 

u.  «.  w.    In   den   angeführten  Paragraphen  sind  alle  die  Fragen 
allgemein  beantwortet. 

Hieran  knüpft  sich  eine  andere  Reihe  von  Fragen. 

Das  Polynomium 

(fli  X  +  a^x^  +  Oa-a:' +. ..  Ono;«)« 

rvird  entwickelt. 

a)  Wie  gross  ist  die  Zahl  der  Glieder  in  der  entwickelten  Dar- 
stellung, worin  die  ordnende  Grösse  x  gerade  in  der  jten 
Potenz  erscheint? 


b)  ivenigstens  in  der  it«n  Potenz  «rsche'mtT 

c)  liUchstens  in  der  iteu  Potenz  erschelot? 


oPth 


u.  s.  tv.  Hierin  Itann  das  PoIyDomium  nur  eine  oder  mehrere  be- 
licbit;  beschr.lnkte  oder  unterbrochene  Grundreihen  haben. 

Die  Beantwortung  dieser  sehr  mannigfaltigen  Fragen  bän^l 
mit  Problemen  znaammen,  die  ich  in  einer  besoridern  Scbrilt 
„die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  zu  bestimmten  Sammen 
ans  einer  oder  mehreren  beliebig  beschränkten  Elementenreihen 
nebst  ihrer  Anwendung  nul'  Änalysis  und  Wahrscheinlichkeit«- 
Rechnung"  untersucht  habe  und  weswegen  ich   dwthi 

Wird  das  Polynoraium 
••'■  (o,  oa,...n,o>)® 

gebildet,  so  ist  die  Zahl  der  unter  sich  verseht edenen  Gliedec, 
worin  ein  Glied  der  Grundreihe  wenigstens  in  der  dritten  Potenz 
erscheint,  nach  6)  §.  12. 

I     (^r^     =*  3^„     10.II.I2.I3      ,  9.1Q.I1.I2     ,   0.10 


=2200—45=2135. 

Die  Zn.)il  der  unter  sich  verschiedenen  Glieder,  vorin  irgeod 
ein  Glied  der  Grimdreihe  gerade  in  der  dritten  Potenz  erschein^  is> 
nach  10}  §.   n. 


'.^3='C[(i,,  »a,. 


lo]'— 'C[o„öa.--«ioP^ 


_  10.11. V2.13        g.  10. 11. 12     9.10 
■^     1.2.3.I4     +■*■  1.2.3.4    "1.2 

\kvifitm»        10.11.12     „9.10.11 
1.2.3        ■■  1.2.3 
•«ii>j^iV4M  ' 

-    -      =2200—595  =  1603. 

Die  Zahl  aller  möglichen  Glieder,  worin  ein  Glied  der  Grmiif- 
reihe  wenigstens  in  der  dritten  Poteoz  erscheint,  ist  nach  9)  §.  13. 

■P[4.  ».'•<..°]'=W.(I0'+3.10>.H^.10.9«  +  ä4^OT 


=  158)00  -  900=  157800. 


DieZaU  aMer  muglichen  Glieder,  worio  irgend  ein  Glied  der 
irandreihe  gerade  in  der  dritten  Potenz  erscheint,  ist  nach  11)  §.  13 

8        8  3  4       4  4 

-10[l0a  +  4.10-9+f~.Ö«] 

^  158500  ^  13eKK)= 144900. 

Die  gleichen  Resultate  erhält  man,  tvenn  man  diese  Probleme 
laeh  §.  oT  und  §4  IL  behandelt 


$.  16. 

Noch  eine  dritte  Anwendung  der  hier  gegebenen  Entwicklung 
«n  soll  auf  das  Zahlensystem  gemacht  werden. 

Die  Zahlen  unseres  Zahlensystems  bilden  bekanntlich  die 
^ersetzungeB  mit  Wiederholungen  aus  den  Elementen 
Zahlzeichen) 

0,  1,  2,  3, 4,  5,  6,  7,  8,  9 

1  deii  ¥^schiedenen  Classen,  jedoch  mit  der  Beschränkung,  dass 
le  (0  nicht  die  er$te  Stelle  einnehmen  kann.  In  den  Zahlen  einer 
id  derselben  Classe  können  daher  die  einzelnen  Ziffern  ein 
1er  mehrere  mal  wiederholt  erscheinen.  Alle  Zahlen,  welche  eilt 
iffern  und  mehr  haben«  müssen  daher  irgend  ein  Element  mehrere 
.al  wiederholt  in  sich  führen.  Bei  Zahlen  aber,  welche  zehn 
iffern  und  weniger  haben,  müssen  nicht  nothwendig  wiederholte 
ahlzeichen  vorkonlmen. 

Man  kann  daher  bei  den  Zahlen  ^iner  bestimmten  Classe 
ägen:  wieviele  Zahlen  kommen  darin  voi,  worin  irgend 
li^e  Ziffer  grade  einmal,  zweimal,  dreimal  u.  s.  w.  wie- 
erholt,  oder  in  beliebiger  Verbindung  mit  einander 
iederholt  erscheint 

Um  nun  die  eben  angeregte  Frage  für  einen  bestimmten  Fall 
eantworten  zu  kdnnen,  muss  eine  auf  die  Stellung  der  0  sich 
eziehende  Vorfrage  beantwortet  werden.  Sie  ergiebt  sich  aus 
em  T.Abschnitte  meiner  Couibinations  Lehre  6.41.Nro.  122.  oder  125. 
.  96.  u.  f*  leicht.  Es  handelt|  sich  nämlich  um  die  Zerstreuung 
er  Elemente  in  Fächer,  oder  um  Einweisung  einzelner  Elemente 
lier  eines  Elementes)  in  bestimmte  Stellen  bei  den  Gruppen 
er  Versetzungen  mit  Wiederholungen. 

Sollen  nämlich  je  r  Elemente  aus  n  Elementen  ausgehoben  und 
jfj  Stellen  zerstreut  werden,  so  wird  die  entstehende  Gruppenzahl 
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SO  vielmal  gieboMmen  werden  müssen  als  eine  der  nadlfltdlMiden 
Gteichilng^h  angibt: 

l)    Z[s;  «1,  a^,  a8...a«]''=(n)r.  (f)r= 

_yt(n— l)...(w->r+l)    g(5--l)>...(<— r+J), 

--        1.2.. ..r        — r70...f 

=  w(n— 1) .... («— r  + 1) . 1  2.a.,.r — " ' 

Im  ersten  Fall^  kommen  keine  Versetzungen  in  Frage.  Im  zwei- 
ten geschieht  diess.  Der  Buchstabe  Z  bedeutet  Kerstreaongeii 
in  Fächer  oder  Einweisung  der  Elemente  in  bestimmte  Stellen. 

Sind  die  zu  zerstreuenden  Elemente  gleich  ^  so  ändert  die» 
an  der  Schlussreihe  nichts.  Es  tritt  nur  die  Beschränlaing  eio^ 
dass  Elementenzahl  und  Classenexponent  einander  gleich  werden* 
Hiernach  ist  aus  1) 

ox  fwr       «1«     /  V  /  V       /N       5(5— 1)...(5— n+Jh 

3)  Z[sy  a»]«=(»).(*)«=:(f)„=r-^^ — l.2....n 

In  dem  Zahlensystem  fällt  nun  die  0  unter  das  Gesetz  3)^  .Si^9 
kann  alle  Stellen  mit  Ausnahme  der  ersten  durchlaufen  >  und  e^' 
scheint  dann  entweder  einmal,  oder  zweimal  oder  dreima.  1 
v^iederholt  u.  s.  w.  Kömmt  sie  nun  bei  einer  (s  4-l)steHigen  Zalv  1 
in  Frage,  so  kann  sie  nur  die  (s)  letzten  Stellen  in  den  genannte^:» 
Dimensionen  durchlaufen.  Sie  erzeugt  dann  im  betreffenden  Fall-^^ 
folgende  Vervielfachungen: 

4)  Z[s',  «o]i=(5)i, 

Z\s;  aoP=(5)3= 17273"""' 

u.  s.  w.; 

denn  sie  bringt  in  jeder  einzelnen  Gruj)pe,  womit  sie  in  Verbin- 
dung tritt,  die  gleichen  Erscheinungen,  also  auch  die  gleichen 
Vervielfachunojen  hervor. 

N.Ich  diesen  Vorbemerkungen  sollen  nun  die  Ei  gen  Schäf- 
ten   aller     sechsstelligen     Zahlen     untersucht    werden, 
welche  durch   wiederholtes  Vorkommen    der    sie   erzeugen- 
den Ziffern  bedingt  sind.    Die  sechsstelligen  Zahlen  zerfallen  hier- 
nach in  folgende  Arten: 

a)  solche,  worin  nur  eine  Ziffer  vorkommt  oder  eine  Ziffer  er- 
scheint sechsmal  wiederholt.  Diese  Eigenschaft  wird  an- 
gedeutet durch  das  Symbol  (nach  g.  8.) 


e^: 


8^ 

eine  Ziffer  erscheint  einmal ,  die  zweite  fünfmal;^  eine 
Ziffer  zweimal 9  die  zweite  viermal;  eine  Ziffer  dreimali 
ebe  zweite  au^h  drdmal.     In  Zekhen 

c)  solche^  worin  drei  verschiedene  Ziffern  vorkommen«    Die 
einzelnen  FnUe  lassen  sich;  durch  folgelide  Symbole  erkennen : 

gl  ei  6«,  ßi  c«  c»,  e«  e«  c« ; 

d)  solche,  worin  vier  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  nach 
folgenden  Symbolen: 

e^  e^  e^  e',  e^  c*  e^  6*; 

e)  solefae,  woria  fünf  verschiedene  Ziffeirn  vorkommen,  nach  fol- 
gendem Symbole: 

e^  c*  e^  e*  e^; 

f)  solche,   worin    sechs    verschiedene   Ziffern   vorkommen^ 
nach  folgendem  Symbole. 

c^  e*  ^*  e^.e^.eK 

Alle  hier  aufgezählten  Fälle  müssen  nun  mit  Rücksicht  auf 
iie  Gleichungen  4)  und  auf  die  Gleichung  7)  %*  7.  untersucht  wer^ 
lien.  Veberall,  wo  die  Null  in  Frage  kommt,  soll  die  durch  das 
Zei<irhen  Oq  angedeutet  werden. 

6)    Das  Symbol  e^  deutet  aaf  folgende  Grup|)enzahl: 

0      6  6 

6)    Das  Syn&bol  6^  e^   deutet  auf  folgende  Fälle,   und  zwar 
ohne  0: 

«r  *      ^         I      »     6        ft  6.6.4.S.2.i  ^  ^      ... 


Mit  der  0  als  Einfaches: 


•  .  *  • ' 


Mit  der  0  als  Fünffachem : 

. P[aü  09» . . . »9]' Z [Sj  ^]»=9.  |'2.3.4'5  =  *' 


TA.^ 


,  7)    Das  Symbol  e*  e*  erzeugt  folgende  GruppeDzabl,  Ond  s 
ohne  0: 


9        9  3         4         4  4^ 

Hit  der  0  als  Zweiraches: 


Mit  der  0  als  Vierfaches: 


P[al  4--4'zt5;  %]*=Ö.lr 


5.4.3.3 


2.3.4 
8)     Uas  Symbol  e*  e'  erzeugt  folgende  Gruppenzahl,  ol 
3      3      a         6.5.4.3.2,1    a,8_„. 

PK.  <'9.-.«9]''=o:iro:3T2=^^- 

BTit  der  0  als  Dreifaches: 

PK'  4--4yZ[5;  a^'=Q.~~=90. 

erzeugt     folgende  Gruppenzablei^ 


"1.1. 1.2.3. 41. 2' 

Mit  der  O'als  Eini^hes: 

PK  «».-«s:  «i*«i!...<i,*iMzp;  M'=rro;T^-^-i='"'^- 

Mit  derO  aU  Vierbches:  i 

2.1  9.8  6.4.3.3 


PK.  o,,...«,]»Z[S.  ''Jl*=o-Ol 


.2.3.4 


=3ao- 


Das   Symbol    «>  a^  e>  erzeugt   folgende  Grnppensafalec«  > 


ohne  0: 

PK.  «9.  — «^5  "i 


9        3        1,1 

.o«;  Ol,  aB,...09j'i*.i 

_6.6.4. 3.2.1  „8,_-r-un 
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il  der  0  als  Hofaches: 

r*     •         2       3       3  ^,  ,  «rt-        11      5*4.3'.2.1        5     „^^^ 

it  der  0  ab  Zweifaches : 
it  der  Null  als  Dreifaches: 

11)  Das    Symbol  e^  e^  e^   erzeugt   folgende   GruppenzahleD^ 
ne  0: 

2     »  2         6.5.4.3.2.1  9.8.7      ^^^^ 

nöi,  öa,....«9j  -  1.2.1.2.1.2"i:2:3-"^^*^- 

it  der  0  als  Zwei&ches: 

nr^    *         ^ift/yre-  *!«     4.3.2.1   9.8  5.4     ^-^ 

12)  Das  «Symbol  e^  e^  e^  e^  erzeugt  folgeude  Gnippenzahlen^ 
ne  0: 

*     *       »im     6>g^»4.3.2.1   9.8.7^     ^^,^, 
it  der  0  als  Einfaches: 

3        3  3 

5.4.3.2.1  9.8      5      ,,^ 
='l.l.l.2.3'1.2'l"-^^^"^- 

it  der  0  als  Dreifaches: 

_^_.  -|o/7rtf  ^«  O.Ä.l       ".O./        5.4.0  ^rkAtx 

PK,  ^a,..-«f9r^p;  «^or=xn7i'rro'iX3^^*^* 

13)  Das  Symbol  e^  e^  e^  e^  erzeugt  folgende  Gruppenzahlen , 
me  0: 


„,  •     «        «„.     6.5.4.3.2.1    9.8   7.«  '''■ 

Pill,, »„...«,; «,,  "s..-.''.f'"=ixnrn2T2 n    i 


lUit  der  0  als  Euilachef 


»      «        «T4^»i=    .,1.      5.4.3.2.1„8.7  5 


Mil  der  0  als  Zweifacbos: 

Drl  ■     '       ",.,.»«     »«     ■'■3-2-1     CS..   5.4 

P[-„  <%....».;  »„  oa,..o,J»,'Z[5i  ''.J"=oi5T2-'-T:ä 

=30240. 

14)  Das  Symbol  e'  «'  e*  e^  e^  bedingt  folgende  Gnippenzahleoi 


_,  "     "        »,a,     8.5.4.3.2.1    9.8.7.a   , 

P[o,.  «„..«.;  a,  "..  ••«.>'=i. ,.,.,(  2-, .2.3. 4-! 


Mit  der  0  als  Ein^acbes: 

PK.  «.,..'.».;  f  4,,.*'fP;  '^]'='i^tö-m-«l. 

'"-"-''  N:'/i-f  vi:' :"''-'■•!  ■■iiBiajo:  ^  ">•■"!•' 

Mit  der  0  als  Zweifaches:  '■'     •■'   l'i'' 

Dt  i4^r         »w     4.3,2.1    9.8.7.6    5.4      __„.. 

IB)    Das   Symbol,«*  c*  «*  e*  e*  e*  bedingt  folgende  Gnippen- 
zahlen,  ohne  0  : 

il'^,a„..«,]<t6.».4.3.2.1. 1^1^1^^=60480. 

Hit  der  0  als  Elnfacli&s: 


Sil 

Stellt  man  nun  nach  dieser  Aufzählung  der  einzeioen  Fälle 
B  gewoDDonen  Resultate  zusammen,  so  ist  unter  den  sechsstel- 
;en  Zahlen  die  Anzahl  derjenigen: 

woiin  nur  eine  Ziffer  vorkommt  nach   5) 9 

frorin  zwei  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  6),  7),  8)  2511 
^orin  drei  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  9),  10),  11)    58320 

worin  vier  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  12),  13)   .  294840 

worin  fünf  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  14)    .     .  408240 

worin  sechs  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  15)  .    •  136080 

Die  Summe  aller  dieser  Zahlen  beträgt 900000 

Q  diess  sein  muss,  denn  die- Zahl  aller  sechsstelligen  Zahlen  ist 

/^'K.  «i,-..«»r— /^K.  öi,....ö9?=i:io«-io«=9000oo. 

Die  hier  untersuchten  Fälle  beantworten  alle  auf  die  sechsstelligen 
hlen  bezüglichen  Fragen.  So  ist  die  Anzahl  derjenigen  Zahlen, 
rin  gerade  drei  verschiedene  Zahlen  vorkommen,  die  eine 
ade  einmal,  die  andere  gerade  zweimal,  die  dritte  gerade 
B  imal  wiederholt  nach  Nro.  10)  (e^  e^  e^) : 

30240+3600+2880  +  2160=38880. 

Am  grussten  ist  die  Zahl  derjenigen,  worin  fünf  verschiedene 
fem  vorkommen,  nämlich  vier  unter  sieh  verschiedene  Zahlen 
einmal,  eine  fünfte  zweimal  nach  14)  (fi^  e^  e^  e^  e^): 

226800+  151200+30240  ==408240. 

Auf  dieliier  gezeigte  Weise  sind  alle  d^  Zahlensystem  betref- 
den  und  hier  einschlagenden  Fragen  zu  behandeln. 

Soll  die  Anzahl  aller  zehnstelligen  Zahlen  bestimmt  werden, 
rin  drei  verschiedene  Ziffern  je  einmal,  zwei  weitere  unter  sich 
I  den  vorigen  verschiedene  Ziffern  je  zweimal  und  eine  sechste 
»mal  wiederholt  erscheint,  so  hat  man  das  Symbol 

e^  e^  e^  e*  c*  e^ 

;h  7)  §.6.  und  Nro.  3)  dieses  Paragraphen   zu  behandeln.  ,  Es 
stellt  sofort  ohpß  0: 

2        2         2        3         9  3 

10.9.8.7.6.5.4.3.2.1   9.8^  6.5   ' 
—  1.1.1.1.2.1.2.1.2.3    1^,3*0* 

=762048000. 
t  der  Null  als  Einfaches: 


i.7.6.5.4.3  -Z.l   S.8    7.6] 


—  1.1.1.2.1.-. 
=014382400. 


Hit  der  ()  »Is  Zweifacbes: 


>-4.3.2.1  9.8.7  6.8 
^l.l.l.l.'i.1.2.3'1.3J'***'0' 
=  304819200. 


Mit  der  ü  als  Ürei^'achea: 


7.6.6.4.3.2.1  it. 8. 7  6^  ft.8r7 
'1.1. 1.1. 2.1. '2'  1.2.3'1.2' l.a.ä 
:1 33^158400.  .^H 


UieriLicIi  ist  <Ije  gesuclite-Äiizahl ;  ^^^H 

^^762048000+314382400+304819200+133358400 
i^l7]4ö08000. 

Das  allffeineiDG  Gesetz,  noraur  die  in  diesem  Paratiraitliei 
eegebeoen  Entwicklungen  beruhen,  ial^  wie  man  sieht,  eineVer- 
binduijg  des  Satzes  7)  §.  7.  mit  3)  dieses  Paragraphen.  Bezeich- 
net man  der  Kürze  wegen  die  zu  7)  §.  7.  gehiirige  Gruinienzabl 
dnrch  A,  so  ist  sofort 

2       2       2  *      *  *  ,  '  "i 

-A  f.>    -A  'i'-ins~^)...(s-m+l} 
^A.(f}„-A.  1.2.3...^ 

und  dieser  Satz  sagt  ans:  Die  Gruppen  der  Tersetzangen 
sollen  unter  den   zn  7^  ^,  7.  angegebenen  Bedingungen 

gebildet   werden,   und  in  jede   Gruppe    soll    ein    neues 
lement  (Aq)  als  ntfaches  eintreten  und  bestimmte  Stel- 
len (beliebig  zn  Anfang,  in  der  Mitte,  am  Ende)  darck 
laufen. 

Hier  gibt  die  eben  schon  angegebene  BedingungsgleichMg 
17)  j:=1.9j  +  2.yj  +  3.jj  +  ...  +  A.9i 

die  Beschränkung  fiSr  die  Vertbeilungsexponenlen  aiid 
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J8)  qz=za^  +  m 

die  Bestimmung  für  die  DiroensioDen  der  Elemente ,  die   in  jeder 
einzelnen  Grnppe  Torkoromen  sollen. 

§  17. 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  der  Ort»  wo  die  hier  in 
$.6.  —  §.  16.  entwickelten  Sätze  in  der  Combinationslehre  ihre  Stelle 
finden»    klar  vorliest.     Sie  gehören  zn  den  Combinationen  (Ver- 
setzungen und  Verbindnngen)  mit  und  ohne  Wiederholungen.   Die 
in  $.12.  und  ^.  13.  aufgeführten  Gebilde  lassen  sich  auch  noch  einer 
andern  Ansicht  unterordnen  und   schliessen  sich   deswegen  auch 
einer  a.ndern  Classe  von  Combinationen  an»  die  ich  in  einer  Ab- 
handlung   „die  Reihenfolge  der  Elemente   beiden  Ver- 
setzungen   mit    und   ohne   Wiederholungen    aus    einer 
oder  mehreren  Elementeureihen  und   ihre  Anwendung 
auf Wahrscheintichkeitsrechnung''  behandelt  habe«   denn 
sie  geben  die  Zahl  der  Gruppen  an,  worin   die  erzeugenden  Ele- 
mente ein  oder  roehreremal  wiederholt  oder  an  einander  gereibt 
<vscheinen.     Von  dieser  Ansicht  aus  sind,  sie  betrachtet  und  un* 
l^riMicbt.    Weiss  hat  in   der  oben  angeführten  Abhandlung  (Nro. 
<•  und  II.)  die  in  $.  9.  aufgeföhrten  Probleme  (wozu  auch  die  Ver- 
ätzungen   mit  beschränkten  Wiederholungen  gehören)«  die  sich 
fiacii  unserer  Bezeichnung  so  darstellen:  , 


and 


k     k         k    '        k^i  3    .    ^ 


k       k  k  *~j  3  2 

■   l^*  Ä2»..»Ä«|^f ..  ..Än^^    ff****dfn   »•••^   »•••^Zfi  J^i 


untersucht,  wie  sich  einfach  aus  der  Vergleichung  der  hier  auf- 
gestellten Gleichungen  mit  den  dort  entwickelten  Formeln  und  ge- 
wählten Beispielen  ergibt;  hat  aber  die  in  §.  8.  und  §.  II.  aufgestell- 
ten Probleme  nicht  berücksichtigt,  die  ich  durch 

2  k 

'P[aiy  ff2,..att^,...a„^, «nj« 

bezeichnet  habe.  Beide  Arten  von  Problemen  geboren,  wie  hier 
gezeigt  wurde  (6.  6.  und  §.  7.),  zusammen  und  ergänzen  sich  gegen^ 
seitig.  Der  üebergang  von  den  Problemen  der  einen  Art  auf  die 
Ipderen  ist  deswegen  nicht  schwer,  wie  aus  den  hierhergehörigen 
Paragraphen  hervorgeht. 

Die  in  §.8.  —  S.U.  entwickelten  Gesetzje  führen  auf  keine  ge- 
^^lossenen  Formeln.  Dieser  Vorzug  kommt  nur  den  in  $.  12.  und 


3U 

§.  13.  entwickelten  Glcichan^unau.  W  elas  bat  in  N: 
geinei  'Abhauditing  iiocli  weitere  Probleme  aus  der  OombiDations- 
Lehre  behandelt,  und  die  von  ihm  nüher  untersuchten  Gebildt 
Permutationen,  Combinationen  und  Variationen  mit  I)«- 
fichränkter  SteMcnbesetzung  genannt. 

Auch  auf  diesem  Gebiete  lohnt  die  Wissenschalt  dankbar  mit 
reicher  Ausbeute,  nie  sich  dort  seigt.  Der  von  ihm  dort  behan- 
delte Gegenstand  ordnet  sich  nach  inraeineniDafiirhalten  der  tod  mir 
''  im  5ten  Abaehnitte  meiner  Co mbinati unsichre  aufgerührfen  Äbthei- 
lang  unter,  worin  diejenigen  Combinationen  untersucht  sind,  welche 
durch  Verbindung  der  Gruppen  verschiedener  Elenienten-Kelben 
erzengt  worden.  Ich  verweise  deswegen  zur  Bestätigung  des  Ce- 
ugteQaufdie  S§-  33.,  34.,  35.,  36.  und  37.  der  Combinationslehre, 
)  die  GmndKüge  des  angeregten  Gegenstandes  nach  dem  ZwerLe 
9ser  Schrift  sich  entwickelt  finden. 

Auch    hier  kehrt  der  Wunsch    wieder,  sich   über  BenMnHK 

und  Bezeichnung  in  der  Combioationalehre  zu  verständigen.  Witä 

min  aller    aus   irgend  welchen  Gründen  dennoch   von   dem  «inen 

oder  dem  andern  eine  ihm  besonders  zusagende  Benenniings-  and 

I  Bezeichnnngs weise  gewählt,    so  liegt  es  in  nllseitigem  Interesse, 

I  dass  der  Ort,  wo  der  behandelte  Gegenstand  im  System  sich  eio' 

I  reiht,  ferner  Namen  und  Bezeichnung ,  unter  welchen  der  nBmliche 

J  Gegenstand  von  anderen  aurgeführt  wurde,   mit  angegeben  werile. 

|J)6  lassen  sich  gar  manche  Probleme  unter  verschiedenen  Gesicht^- 

Knkten,  wie  aus  dem  hier  Gesagten  hervorgeht,  behandeln  und  be- 
ichten. Jedenl'alla  hätte  eine  solche  Zusammenstellang  den 
Vortheil,  dass  sie  den  Ueberblicb  und  die  Zurecbflindung  erleich- 
terte, und  so  Gelegenheit  böte,  den  Vorzug  der  einen  BenennuD^ 
und  B ez e ich nungs weise  vor  der  andern  festzustellen. 


018 


»        .    i t.         f^i  '  »        ■ 


.  4«t< 


)■  I 


V 


ULME. 

lode,  die  ^eradlinigren  Asymptoten 
*  Carve  aus  ibrer  PolarsleichHhi^ 

zu  beslUiiinen. 

Herrn  ?I.A.  Neil, 

Baupraktikanten  za  Mainz. 


..:■■•;':•/ 

*• 

Et  man  in  der  Gleichung  ' 

r  =  f(tp) 

r 

I.  Fig.  1.  den  Leitstrdil  r=3ao,  ao  wird  er  der  Asymptote 
Wird  dafür  der  Winkel  9)z=d,  so  haben  wir 

US  der  Winkel  ö  bestimmt  ^^q  erhält  man  d.en  Abstand 
der  Asymptote  vom  Pole-  ^uf' folgend^  ArtV  Fffr  Irgenfl 
(llung  des  Leitstrahls  AC  M 

/>F=3  AE=zDC+  CF=  rsin(a— g>)  +  u=ig , 

lan  das  Stüek  CF  durch  u  bezeichnet.  Da  dieser  Aus- 
ir  jeden  Werth  von  q>  gilt«  so  setzen  wir  j^tq>=8,  also 
=  Qo  und  ti=i=0. 


^^Ifil 


316 

I   Werth  dieses  tinliestimiiil«»    Ausdruckes    au  bestimmn, 
vir 

rf.sin(Ä— i^p)       — cos(S — <p)       ?*cos{d — tp) 

'  r  dtp'T*  dtp 

wir  nun  ip=S,  so  wird 


Wir  erhalten  daber  die  Kklita»^  der  AsymptotB,  wenn  "jt 
den  ljeit«trubl  unendlieh  gross  »erden  lassen  und  den  zugeküti- 
gen  Winket  suchen. 

Den  kOrzCaten  Abstand  der  AsYmplote  vom  Poli 
erhatten  wir,  wenn  wir  dus  Quadrat  des  Leitstrahls  durch  dea 
ersten  DifferentialcnefBcienten  dividiren,  und  datin  ^(p=:d  Betiea. 
Träsl  man  diesen  Abstand  senkrecht  auf  die  zuerst  gefuDdeiit 
"'     tung,  so  geht  die  Asymptote  durch  diesen  Punkt. 


Diese  Regel  wollen  wir  auf  mehrere  Linien  anwendet 
L    Die  Polarst  ei  cbuug  einer  Curve  ist 


Man  soll  ihre  Asymptote  bestimmen. 


Da  der  Zähler  nicht  unendlich  gross  werden  kann,    i 
Nenner  gleich  Null  werden,  daher  Taf.  VUL  Fig.  •!.: 


I 


cosd=0,    ^  =  900, 

ilr 2sioipcos*(ji  +  sin'ijj 

dip         '  cosV 

aHin*rp 

5cos*g)  H- sin*^     ,  l+cos*ö' 

ä  =  90P  gibt  g=a. 


AuBeikanx  OirfiäesK'* 


Ax«  BD  ganz  sv 
ite  Asymptote  £'fc 


Dmh^ 


I  7. sing) 


'  aV^I+y.siiid 


— ^ 


i'<-^-!itiv  ist,  so  l're^t  S  im  zweiten  oder 
r  erhalten  also  zwei  Asyniploten, 
ivird  sotvuhl  g,  als  auch  cosä  imaginär. 

Mit  Qiid  einen   eadlichen  Werth  besitzt, 

>:■:■  l*'>l»Ta|eichung  alle  Kegel  sc  hiiittsli  nie  d 
""'   Ücileutung,    wie  in  der  Gleichang 


Ar       6ainy 


(6  +  flCosy)° 


g=b,    9)=:Ä=Ü0".  , 

Tor.  VIII.  Fig.  4,   Die  Asymptote  steht  senkTecht  auf  ^A;ihrAlh 
stand  vom  Pole  ist  ^  6. 


ft 


(Conchoide.) 


_2a      g 


Der  Nenner  wird   0,  wenn  Ä=0;  allein  dann  wird  auch  der 
Zähler   =  0. 

Nimmt  man  dagegen  d=n,  so  witd  der  Ausdruck  os. 


"         'ia    siogi — -qjcosip  sinqj — rpcostp 


°     sine! — d  cobS 


051— TttDsn:"'  0  +  rt 


Üa5  =  5i,  so  läuft  die  Asvinptote  der  Linie  AD  parallel  tiin 
ihren  Abstand  Tal'.  VlII,  Fig.  I».  \(mA  zu  erhalten,  bemerken  wii, 
daGs  in  der  Gleichung 


Für  9=90«'  r=a  wird;  daher  ist  AF^a.    Machen  wir  FE=Af 
und  ziehen  EG  parallel  Aü,  so  ist  £G  die  Asymptote. 


am 

Nimmt  man  deti  üVitikel  9>  negätiVi 

Ä  *  — singo         fC8iü<p  * 

60  folgt,  dass  die  Cutv»  in  Bedig  auf  die  A2ce  £if/>  ganz  symme- 
trisch ist:  sie  bat  daher  noch  ^ne  zweite  Asymptote  E'G*,  wo 
AE'^AE» 

(Quadratrix.) 

1 

5.  r=- 


l+V^l+^.cos9 

.       1 

J^    

♦      yT+g 

dr         2  ^^  i+q.smtp 
2^*~  (1+V*i+^.  cosg))«' 


^=r 


1    A/4V       -•  2V^l+o.sind  ' 

2 /» V  1  +  y  .  smgp  ^    ^^ 


^Qn  ist 


P  A  1 

Da  hier  cosd  jedenfalls  necativ  ist,  so  liegt  d  im  zweiten  oder 
Kl  dritten  Quadranten ;  wir  ernalten  also  zwei  Asymptoten. 

Ist  nun  q  negativ,  so  wird  sowohl  g,  als  auch  cosd  imaginär. 

Ist  9=0,  so  wird  d=180®,  £jr  =  OD. 

Nur  wenn  q   positiv  ist  und  einen  endlichen  Werth  besitzt, 
at  die  Curve  Asymptoten.        ; 

Nun  drückt  aber  obige  Polargleichung  alle  Kegelschnittslinien 
us;  p  und  q  haben  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  der  Gleichung 


Ist  tj  negatl 


ist  die  Linie  eine  Ellipse. 
„  „  Parabel. 

Ist  9  positiv      ,.  „  „  Hyperbel. 

Also  oui  die  letztere  Linie  hat  Ai^^ymptoten. 

Taf.  VIII.  Fig.  6.  Sind  n,  6  die  Halbaxen,  c  die  Exceatricitat, 
BO  ist 


2Ä« 


b^ 


Vr.4:  ■'"*'"' 

=6. 


'Vh-'" 


Mittelst  dieser  Werthe  von  costS  und  j 
zu  construiren. 


sind  die  Asymptoten  lelchl 


Bei  der  Parallel  falle 
ihr  wird  anch  der  Winkel 
ner,  je  weiter  sich  die  Pi 


1  die  Asymptoten  io's  Cnendliche;  Bei 
der  Tangente  mit  der  Axe  immer  klei- 
ukte  vom  Scheitel  entfernen. 


rkun  g  Die  Methode  zeigt  es  daher  auch  deutlich  an, 
enn  die  Curve  keine  Asymptoten   be^tzt. 


I+eot^-  tgf 


I+cot|- 

'4' 

1  + 

=0. 

1 

—  «1  = 

=tg(- 

-i). 

i 

ä  — 

-iodetd 

=»-.. 
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■  :■:-;:•     •> 


Ä« 


(1  +  cot.^tgf)  .^  .. 


—  2  *°*2*"*2 


■;,,;(l4:cbt^tg|)'«:.. 


■    I 


B  8  '       t      •  •    ff  ■' 

g=--  2Atg  ö-  cos«  s  =— -SÄtg^-  cos^'s^  ^ 


2 

^=i — 2Asinn'Cp8s-  =  — ^Asiof. 

Täf.lX.  Fig.  7.  Der  Pol  der  Curvö  ist  i<;  der  veränderlichef 
inkel  g?  wird  von  AB.  aus  gezählt. 

*  .1  •  •  .  ■  r 

'  ■  *  •  .1 

AB  ist  =*/:  :^2l£6:»e., 

Ist  der  Winkel  q>  positiv^  so  fällt  er  auf  die  Seite  von  Aß 
ch  B,  Da  hier  Winkel  S=  —  b  gefunden  wurde,  so  inuss  man 
inkel  BAD=e  machen,  um  die'RSichtemg  der  Asymptote  zu 
lalteo.  Das  Zeichen  —  im  Ausdrucke  von  g  zeigt,  das$  man 
iGrüsse  Asin^=t=^G  von  A  riach'Cr  tragen  muss.  (!k,GA£h±W^). 

Die  Gleichung  der  Curve 

h 


r  = 


€        (P 

l+cotg-tfl 


t  für  jeden  Werth  von  q>  nur  einen  Werth  r.    Den  Ast  EB 
Ut  man,  wenn  man  tp  zwischen  — €  und  0  nimmt. 

BCA  von  9)=0  bis   (p=lSO^. 

ACFvou  g?=:180obis  9=3«)«— «. 

nn  nehmen  wir  einen  Winkel  BAB''=^q>'  grosser  als  180^  so 

h  — A 


€  CO  €  Gp        - 

l—COtnCOtg-  ,      cot  5- cot  5-  —1 

^  jetzt  r  negativ  geworden,  so  muss  der  Leitstrahl  fiicht  nach 
heil  XV  *Ä 


der  Richtung  AB",  sondern  nach  der  entgeg enges etzteo  Riditong 
AU'  aufgetragen  werdi 

Diese  Linie  ist  die  Focale  (ürennpunlitslinie).  Sie  ist  der 
geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  KWelschuittstioien,  welche 
entstehen,  wenn  man  durch  einen  festen  Punkt  aufder  Oberfläche 
eines  senkrechten  KreiHkeeets  alle  möglichen  Ebenen  legt,  welche 
senkrecht  auf  der  durch  den  genannten  Punkt  and  die  Aie  des 
Kegels  gehenden  Ebene  stehen. 

Mit  dieser  Linie  beschäftigte  sich  zuerst  Dr.  E.  Ktilp,  Pro- 
fessor an  der  hüheren  (fewerhschnle  kti  Darmstadt;  man  seht: 
Francoenr'a  Analy tischeGeometr ie  in  derEbene,  über- 
setzt und  mit  Zusätzen  versehen  von  Dr.  £.  Efilp; 
'Reite  '221.  n.  f.  Bern,  Ohur  und  Leipzig,  Verlag  von 
J.  F.  J.  Dalp.   1839. 

einfach    auf   folgende   Art   cofl- 

Taf.lX.  Fig.  7.  Die  Linie  JK,  «elthe  durch  die  Mitte  m 
AB  geht  und  zur  Seite  des  Kej^'els  parallel  ist,  etithiilt  die  Mil> 
telpunkte  aller  KegeiscbnittsliiiieD.  Le^t  man  uun  durch  den  Pol 
A  irgend  eine  Gerade  AU,  welche  die  JK  in  L  trifft,  und  b» 
schreibt  aus  L  mit  dem  Halbmesser  hC  den  Halbkreis  UClt, 
so  sind  H  und  H'  Punkte  der  Curre. 

^ab  sing:) 


^—  (a-6)sini.  +  («+&)cosßtg^  ' 

Damit  r^x  werde,  muss  der  Nenner  ^0  werden,  indem  der 
Zähler  nicht  oo  werden  kann. 


((ß— i)stn£<+(«^ft)ct^satglp)cos9J— (a4*)cosc8iH9J- 

^ 

'"^                       ((«-6)sin<.  +  (affi)cos«ts?>)» 

'2ofoin''ÖcosM 

^      — (a  (-Ö)coscti;icos3d~(o+Ä)cosffsin«d ' 

-2o6sin2Jcos23 

■^      (a+i.)eosKsiud{cosBd  +  sin'Ö) ' 

2a6sindcDB^ 

ff-       («+Ä)cos„   ■ 

Um  den  Winkel  6  aus  diesem  Ausdrucke  zu  entferaeD 

Ul: 

»  ■ 

sind  =  77====-  ,^co»^=    P  'i 

^  (a+6)cosa  (a+6)cosrt  (!'+  tg^S' 

•.     .     •     • 

(ft^'6)^sing5      fl^+6^  +  2g6cos2c 
l+tg'd  -^1  f  (^^4)acos«a  ^      (a  +  6)«  cos V     ' 

Vi 

_^ 2ab(a  —  6)slDtf ^ 

Die  Asymptote  kuiiaeo  irir  nun  auch  coHstruiren« 
Id  Taf.IX-Fig.  &  ist 

Hdbirt  man  die  Gerade  AB  in^y  sa  lak^ttes^zi^  Gff  ^bV 

er  die  Richtung  der  Asymptote  an. 

Halbirt  man  ferner  die  Linien  AC,  SC  durch  die  Seokrech- 
JK  und  LM,  weiche  die  Linie  CH  m'  K  und  M  schneiden, 
zieht  die  Geraden  AK,  BM,  so  ist  der  Abstand  NO  des 
chschoittspunkte»  N  Ton  der  Linie  C£f  gleich  der  Grösse' o. 
chtet  man  daher  auf  Cff  die  Senkrechte  CS  und  macht  sie 
ch  NO,  so  geht  die  Asymptote  durch  S, 

Beweis.  Das  negative  Zeichen  von  tgd zeigte  dass  der  Winkel 
Ml  CG  aus  nach  der  Seite  gegen  B  hin  aufzutragen  isti 

Sehen  wir  nun  von  diesem  Zeichen  ab»   und  berücksichtigen 
den  a)>soluten  Werth 

(a  -\r  b)co8a  sind  =:  (o — 6}  sina  coi^ , 

acosasind  -f-  6cosasind=:  asinacosd — 6sinacoi»dj 

aslti  (ä^— a)=±ft  sin(a + S) . 

gleicht  man  diesen.  Ausdruck  mit  Taf.  IX.  Fig.  8.  und  denkt 
i  die  Linie  CH  so  gezog^,   das» 


i 


^ 


BC.sii^£CQ=ACji<ulCP. 


Dahec  sind  die   recbtmakligen  ,Dreiecke  BQB  and  APB  iden- 
tisch,  folglich 

AH=BH. 

Der  Winkel   GCB  ist  daher  =:S.  iTenn  CB  durch  die  Mitte  von 
AB  geht. 

Es  ist  nun  noch  nacbznireisen,  Jass  NO^ij. 

Aus  den  ähnlichen  Dreiecite  APK,  NOK  folgt: 

riO:AP=KU:KP=CO-CK:KP, 

NO 


AP 


■  KP=CO—CK. 


Ganz   eheDso   erhält   man    aus  den    ähnlichen  Dreiecken   NOM, 
MBQ: 


Addlrt  man  beide  Gleichungen  und  herücksicbtigt,  dass  BQ=AP: 

Yp  (."IQ+HP)  =  CM  —  CK  ■ 
Nun  ist  ••  '- ' 

-    /•■'"'-<  ±liCK=,-t.l,    ZBCjW=»-J; 

ZK.^P=90»-2(«+J),  ^»fie=90«— 2(o-d)! 
tlQ  =  «e.tg(!l0''-2(n-d))  =  /IP.cot2(a— J)  ; 
Kfl=/IP.tg(!IO»-2(o+J))=^P.col2(<.+ä); 
CL  a 


CM= 


isJ!6«-2co.(B-d)' 
CJ 


cos^CK-  2cos(«+ä)'  ,mI.|»'I 
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brt  Ynan  diese  vier  Wertfae  ein^  so  wird  ' 

NO 

-jp  ( JPcot2  («—«)  +  -4Pcot2(a  +  i)) 

a  6, 


^* 


""   2eoß(a-d)       2cos(tf  +  d)  ' 

a  b    ..' 

'2co6(a-^d)   ""  2cos(a  +  ^) 
^^^'^      cot2(a+«)+cot2(c— d)      '. 

ist  aber  aUgemein 

,   .        ^       siii(:r-|'^) 

^^^_^ flcos(cr+^  —  6cos(og— ^) 

J^Lß^mL  ;; — -j  • 

2cos(« — i) cos(«+d) .  -T-Tw — j^  ■ .  Qx    ,  jgv 
^        '       \    ■  /  siii2(«— o).  sin2(a+o) 

st  man  im  Zähler  die  Klammer  auf,  so  erhält  man 

(ar-^)co8acostf — (a-f-ftjsioasihds:^ ^ , 

^   (Sidie  Seite  323.  anten.) 

■* *    (a+A)siD^cos2g •    ■  . 

""o  .  /      x\      /    ■  ;j\ 28iH  2« .  cos2tt  ' 

2s»Dacos(«^a)cos(«+g)^^^^^^^^^^^^^^^^^ 

j^   (fl  •{-  b)smÖ8iii(a  —  S)  sin  (a  +  ö) 

sinä.2sinacosa 

k  aber 

sin(a — 8)  =  sinorcosÄ— cosasioÄ  ==  sina  cosÄ  (  1 7^7  )'• 

.  ,      ^     26sinacosd 
smCtt—o)  = TT —  . 


en  80 


NO=z 


.  ,   ,  -.      Sasinttcos^ 
.    aiii(«+3)^      a  +  b^' 

■,   .  >v  .   fi2a6iDacosd    26sinacosd 
(a+6)smd— ^:^- .       ^^^ 

2sin^co8a 


,  Bei  diesem  Beiepiela  zeigt  sich  der  Vorlheil  uDserer  Methode 

sehr  auffallenJ.  Hätte  man  die  Asymptote  nach  einer  der  allen 
Methoden  bsBtitnmei)  wollen,  so  hatte  man  zuerst  die  Polarglei- 
cbung  auf  recht IV iaki ige  Coordinaten  traoKformir^n  inüssen,  wt- 
diircb  m&a  eine  Gleichung  vom  dritten  (irade  erhallen  habea 
würde.    Denn  setzt  man 

■    ar=rcos(p,  so  ist  r=V^^*+y*, 

DiCoe  Wertiua  i»  die  Polargl eich ung  eiageCährt  und  geordnet,  gilil    , 

Diese  Gleichung  ist  aber  sekr  miihaam  zu  behandeln. 

Unsere  Methode  bietet  noch  deu  Vortlieil,  dass  man  nur  den 

Leitstruhl    oo  werden    zu  lassen   braucht,     während  man  bei  der 

älteren  Methode  beide  Coordjoaten  nach  einander  =ixi  eetzen 
IDURS,  um  ulle  geraden  Asymptoten  zu  erhalten. 

Auch  finden  wir  den  kürzesten  Abstand  de(  Asymptote  Tom 
Pole,    welcher  daher  immer  einen   endlichen  VVerth  haben  muss. 

Ueberdiess  sind  die  Polargleichungen  der  meisten  krnnmieii 
Linien  viel  eiiifacher,  als  die  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezo- 
genen Gleichungen.  Bt«i  den  sieben  Beispielen  kommt  der  Radius- 
vector  nur  auf  d^r  ersten  Potenz  vor,  wahrend  die  andern  Glei- 
chungen vom  zweiten,  dritten  und  selbst  vierten  Grade  (Concholde) 
eind. 

Uie  in  dem  Vorigen  entwickelte  Methode  fand  ich ,  als  ich 
mich  mit  der  Aufgabe  beschäftigte,  den  Glanzpunkt  d*r  Ku- 
gel zu  bestimmen. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich,  da  die  Redexinn  in  der  Ebene  vor 
sich  geht,  die  durch  den  Mittelpunkt  C  der  Kugel,  durch  das 
Licht  B  und  doa  Auge  A  gelegt  werden  kann,  auch  so  aus- 
drücken : 

Es  ist  (Taf.lX.  Fig.  9.)  ein  Kreis  um  C  und  ausserhalb  zwei 
l*uiiki9.  A  und  B  gegeben;  mau  soU  auf  den)  Viaiaage  des  Kreise» 


1 
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BDJenigen  Punkt  D  finden ,  so  dass  die  Winkel  ADE,  BDF, 
eiche  die  von  A  uud  B  nach  D  gezogenen  Linien  mit  der 
angente  EF  bilden  ^  einander  gleich  sind. 

Um  diese  Aufgabe  analytisch  zu  leisen,  ndimen  wir 

BC=:a, 

AC=b,       CD=r, 

j^ACG^Z.BCG=u, 
1  dem  d  ACD  ist 

o  r-'-OCOSta — qp) 

benso  findet  man  im  C^CDB 

o  r — acos{«  +  9) 


a  mm  ^ADC^s^BDC,  so  ist 

6sin  (tt— y)     asin(tt4'y) 

1^—6  cos  (a  —  9>)      r— acos(a  +  g>)  \ 

OS  dieser  Gleiebung  ist  nun  der  Winkel  q»  zu  bestimmen«^  Wir 
seo  deshalb  die  lUammern  auf,  und  finden  nach  einer  leichten 
edaction: 

siny — (a-i-b)  tgq>=(a — b)  tg« . 


rcosa 


ft  in  diesem  Ausdrucke  sin^  und  tgy  getrennt  vorkommen,  so 
sst  sieh  der  Winkel  (p  nicht  direct  nerechnen ;  dagegen  kommt 
e  Grosse  r  nur  auf  der  ersten  Potenz  vor;  nimmt  man  daher 
r  tp  »bestimmte  Werthe  au,  so  lassen  sich  die  zugehörigen 
Terthe  von  r  leicht  berechnen.  £s  stellt  daher  obiger  Ausdruck 
e  Polargleichung  einer  Curve  dar,  worin  q>  der  veränderliche 
Kinkel,  r  der  Leitstrahl 

2ab8http 
(a — b)  sma + (a + 6)  coscctgqf 

m 

af.  IX.  Fig.  8.  Der  Durchschnitt  dieser  Curve  mit  dem  Kreise 
>m  Radius  r  gibt  den  gesuchten  Glanzpunkt.  Diese  Linie  ist 
so  der  geometrische  Ort  der  Glanzpunkte  aller  aus  demselben 
unkte  C  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugeln. 

Wie   man    bemerkt,    schneidet   die   Linie  den  Kreis  in  vier 
unkten  D,  !>,  1^,  />"'.    Der  Punkt  D'  ist  der  Glanzpunkt  für 


^ 


id  O"'   haben  nur  eine  gearaetrissfae  Be- 

Taf.  IX.  Fig.  S.  Die  Curve  lässt  sich  leicht  auf  TolgeDde  Art 
coDStruiren.  Man  beschreibe  eiaen  Kreis  um  C  mit  oem  Halb- 
messer CA=b,  ziehe  von  A  aus  irgend  eine  Sehne  4E,  halbire 
sie  durch  die  Senkrechte  CF,  so  ist  der  Unrchschnitt  D  der 
Linie  SED  mit  CF  ein  Punkt  der  Curve;  denn  e>s  ist  nffenbar 
^  CDA~jCCDE,  Beschreibt  man  über  CA  als  DurclimessCT  einen 
Kreis,  so  liegen  auf  ihm  die  Mitteluunkte  aller  aus  A  gezogenen 
■Sehnen;  man  kann  sich  also  dadnrth  die  Arbeit  erhiichteni. 

Man  kann  die  Curve  auch  dadurch  construlren ,  itass  man  an 
C  irgend  einen  Kreis  beschreibt,  von  den  beiden  Punkten  A 
und  ß  aus  Tangenten  an  den  Kreis  legt ,  so  geben  die  vi« 
Durch scbnittspunkte  dieser  vier  Tangenten  auch  vier  Curveapunkte. 

Als  ich  nun  die  Asymptntc  dieser  Linie  bestimmen  ivolltc, 
fiel  es  mir  auf,  dass  man  noch  keine  Regel  hatte,  dieselbe  ans 
der  Polargleicbung  abzuleiten.  > .  .    .  .  uu. 

Die  weitläufigen  Entwiekelungen ,  nelche  zur  Bestimmiing 
der  Asymptote  dieser  Curve  nach-  den  früher  bekannten  R^eln 
erforderMch  sind,  veranlassten  mich,  darüber  nachzudenken,  ob 
*es  nicht  möglich  sei,  die  Asymptote  direct  ans  deV  so  eififAebed 
Polarg Isichnng  herzuleiten.  'So  kam  ich  auf  die  oben  enttvickelte 
Methode.  Im  siebenton  Beispiele  findet  man  sie  auf  die  Glapz-  , 
curve  angewandt. 

Schliesslich  ivollen  wir  noch  auf  etwa«  aufmerksam  machen. 
Veri^leichtmannämlichdieFigiirenTal'.  IX.Fiz.  7.U.  S.miteinandeT.so 
findet  man,  dass  »ie  in  der  Gestalt  ziemlich  überernstin]mian,''na- 
mentlich,  wenn  man  Taf.  IX.  Fig.  ^,  herumdreht,  so  dass  B  oben 
hin    kommt.     Beide   Linien    haben    eine   Schleife,    einen  Donpel- 

Sunkt,  eine  Asymptote,  ferner  eine  gerade  Liniß).  welche  durch 
en  Doppelpunkt  geht  und  zur  Asymptote  parallel  ist.  Alles  diess 
Clhrt  auf  den  Gedanken,  dass  beiäe  Linien  nahe  verwandt,' .viel- 
leicht ganz  identisch  sind. 

Soll  das  Letztere  stattfinden,  so  müssen  ihre  Gleichungen, 
auf  dasselbe  Cuordinatensystem  bezogen,  genau  mit  einander 
übereinstimmen.  Wir  wallen  diess  nSher  untersuchen.  Zuerst  trans- 
formiren  wir  die  Gleichung  der  Focale  auf  rechtwinklige  Coordi- 
(linaten  (Ta f.  IX.  Fig.  10.],  nehmen  ^  als  Anfangspunkt,  3IC  a\i 
Abscissenaxe ,  MA  als  Ordinatenase ;  bezeichnen  ItlA  durch  c, 
MC  durch  m,  und  LC=1jH=2q,  so  haben  wir  zufolge  der  Con- 
Jitniction  dieser  Lini^  (Siehe  Seite  322.): 


•^^— p:c;=^:fl 


■>m\»H  


.  ...   ..'»Ml  -■  hA=c^\-{m~af;     '    "■•■'    "*»•    »iW 

,   ll.....,«^.,IO  '■'■-  .'■a  ,HV  ,0    uniBi-'' 


c 
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cx                        cx-  • 
m  —  p= ,      p  =  m ; 

(™-4)W(«-+<^)= 

(m  (c-y)  -  cjf)«i=y»((c-y)« + x*) ; 

I 

'  ■.    .      •       . 

•  S'-rcy'  +  **ft  ~"''*V  "fr  cx'^—2cmx  +  cin*= 0 . 

■  • 

Wir   wofleit  niin  aircb  die  Gleichung  der  iGlätnacurve'  lÄr  das 
nSmliche  Coordinatensystekn  emcheD. 

"  Die  Linie  C^  in  :  Taf.  JX.  Flg.  &.  entspriclit  offenl^r  dqr 
Linie  C/ in  Tdf.  IX.  Fig.  7.)  denn  beide  genenvdiirch  den.  Dop- 
pelpunkt C  und  sind  der  Asymptote  parallel.  Die  Linie  CB  dient 
uns  daher  als  Abscissenaxe;  In  Taf.  IXir'  Fig.  7.  haben  wir  AM 
zur  Ordinatenaxe  an^enommien ;  da  wir  aber  in  Taf.  IX.  Fig.  8.  den 
dem  Punkte  A  in  Fig.  7.  entsprechenden  Punkt  noch  «ich!  ken* 
neii;,  80, nehmen  ^'ir  ihn  zuerst  willkührlich  in  A'  an,  bezeichnen 
rfeiu  Abdfänd  CÜPvön  der  Linie  ^'^'' durch  /,  und  wollen  «fie- 
ses /  so  bestimmen ,  dass  beide  Gleichungen  möglichst  nahe  über- 
einstimmen. 

» 

Aus  Taf.  IX.  Fig.  11.  finden  wir  nup,  leicht 

rcos(g>  +  6)  =  / — ar, 
rsin(g>  +  tf)=y. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  sind  r  und  g>  zu  bestimmen 
nnd  10  die  Polargleichung  der  Glan^cjurye  einzuführen.  Man  findet 

I 

i  , 

r»=:ya  +  (/-ar)», 

t y— tf— a^)tg3 


coeA . 


Setzt  man  nun  zuerst  diese  Werthe  yon  tgtp  und  siny  in  die 
Gleichung 

2iifi6iny 


'     (a— 6)sioa+  (<i+&)co8iitg9i ' 
so  erhält  man 

2abcosS{,/—(l~'.r)tgS) 

ifgficoeiCy  —  (/-a^)tg3)  (/  -  J  +  ytR^  _ 

^~(^a~b)siaa{l—x+stsS)  +  (a+ 6)  eosn(y— (/— j)tgi) ' 
(ja  +  (/_a^)-i)t(fl— Ä)sin«a— :c+.ytgä)+(fl+6)cosßfj/-(/— x)tgai 
=2a6cosd((;-(/-a:)tgJ){/-a:-|-ytgd). 

Betracbten  wir    meret    den  Ausdruck   iu  der   groeaeo  Klarainw 
;,...]  und  hemerken,  dass 

{a-6)8inK=(a  +  6)co8«lg3, 

so  babftn  wir 

(a+b)costi\il-a:)igS+yts,'^+$l  -  (l~x)ts&]  =  (a+b)coBit.siHtg% 

und  weil 


cosd= 


1 


V"l+tg*5' 


=  2aÄcos«(y(/— a:)  -  (/-ar)'tgd  +  y'tg&—y(t—x)te*«) . 

Beseichnen  wir  der  Kflrze  halber  den  ersten  Coeffidenten 

(a  +  6)coBtt 
2abcoBH 


an 

ich  f,  so  ist 

=/y(l— tg«a)-ary(l— tgad)+y«%Ä-Ptgd  +  2/a;tgÄ— a:«tg«, 

ergleicben    wir   nun   die^e  Gleichung  Glied   fär  Glied    mit 
leßbung  tief  Focale  (Seite  329.),'  st>  findet  sich: 


der 


f    "" 


COT*. 


US 


?ir^_«:^o 


i49n'.wk. 


r       I 


2/ 


I  ■ 


.  ■ ' 


resefi  Westh:  f  on  /;  in  die  folgende  Gleichung  gesetzt,  gÜMt 

'     .        '  ■  •  ■'         ■  , 

„,.    >(l-tg«g)^^   (1-tg^)«      (1-tg^« 

1-tg«« 

Setzt  i9enf  in«  d^p  beiden  letzten  Au^drileli^n.!:.      ,  j 

.    «1=^4  und  ^==.c. 


riwend^o  sie  idtaüscfa. 

Da  also  beide  Gleichungen  auf's  Genaueste  ubereinsUnniien, 
jeht  daraus  hervQr,  dass  di 
id^dte  nämliche  Liiiie  sind. 


•  geht  daraus  hervQr,  dass  die  Focale.  und  die  Glanzcurre  eine 


Aus  die.sen  Wertben  \ 
bei  6  wegbringen; 


2abs\nScos^S 
DD  c  und  m  kOnnen  v 


*""     (a»+6»+2a6co82«)l      ' 

Vergleicht  man  den  Wertb  von  c  mit  dem  früher  gefundenei 
Werthe  von  NO  in  Taf.  IX.  Fis.  8.  (Siehe  Seite  326.), 
so  findet  man,  dass  sie  einander  gleich  sind,  dass  also  N  der 
Punkt  ist,  der  dem  Punkte  A  in  Taf.  IX.  Fig.  7.  entspricht.  Auch 
folgt  nun   CO=m. 

Seite   322.  haben    tvir    eine    Constructinu    der    Focale    ange-    \ 
geben;     diese  künnen   wir  jetzt  auch  auf  die  Glanzcurte  aDwen- 
deii.  Zieht  man  uSmlich  Tal;  iX.  Fie.  8.  durch  den  Punkt  iV  irgend, 
eine  Gerade  lilSB',    welche    die  Linie  CU  in  lü  schneidet  und 
macht  man 

]ßB=MB'=MC, 

so  sinA  ß  und  B'  Curreopunkte.  Hieraus  Xassi  aich  aber  leicbl 
umgekehrt  vermittelst  zweier  gegebener  Punkte  A  und  B  da 
Punkt  iV  finden.  Denn  baihirt  man  die  Linien  AC,  BC  durch 
die  Senkrechten   JK,  hM ,     welche  CB  iu  K  und  !A  scfaneideD, 


AK^KC  und  Ub=mC. 


Dieser  Beweis  ist  viel  ansdianiicher  als  ^er'  oben  g^^rijiipiM. 
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Für  c  und  m  erhalten,  wir  die  Ausdrücke: 


(a-f6)eosa 


a6cö88d(l— tg«d) . 
(a+6)cosa 


a — 6 

.  Die  beiden  Grossen  e  andern  charakteriäiren  die  Focale  roü' 
:Sndig;  man  kann  sie  leicht  aus  den  gegebenen  GrOssen  a,  b 
od  €t  der  Glanzcurve  berechnen.  Wollte  man  aber  umgekehrt 
IS  den  gegebenen  Grössen  c,  m  der  Focale  die  entsprecnenden 
,  b  und  a  der  Glftnzcurve  berechnen,  so  bat  man -dafür  nur  zwei 
leichungen;  man  kann  daher  eine  der  drei  Grössen  a,  b,  a  will» 
Shriich  annehmen  und  dann  die  zwei  andern  berechnen. 

Dividiren  wir  den  Ausdruck  von  c  durch  den  von  m,  so  wird 
af.  IX.  Fig.  8. 


c_        2sing        _    2tga 
m  ■"  (t  — tg«^)  cosÄ  ■" T^gH ' 


iher 


jß.     NO 

m 


tg.2Ä=-=c^. 


Iso  ist 


^NC0=2d,    j^NCG=z^GCH. 


st  daheT  c  und  m  gegeben.»    so  ist  Winkel  8  nicht  mehr  will- 
ihrlich. 

Setzen  wir  —  =  n,  so  wird 
a        ' 

ehmen  wir  für  n  irgend  einen  Werth  an,    so  lässt  sich  Winkel 
berechnen.    Man  hätte  aber  auch  Winkel  a  willkührlich  anneh- 
len  und  das  zugehörige  n  berechnea  können: 

tg«  -  tgS  sin(g--d) 

** —  I 1   i.    9      Oder     n  =  ~;~7 — r-sr  • 

tga  +  tgd  sm(a+ö) 

[at  man  nun  n  und  Winkel  a  bestimmt,    ^q  kann  man  jetzt  a 
nd  b  berechnen: 


.^_C(14H)COTg    , 

cosä.8iii2J 


n 


I 


Wir  können  aber  auch  Alles  durch  eine  einfache  Cunstruclioiai 
erbalten.  Tragen  wir  ulimlich  Taf.  IX.  Fig.  8.  nur  den  willlcfihrtic)^ 
an^nommenen  Werth  von  a  zu  beiden  Seiten  der  Linie  CG,  als<^M 

ist  C^(  das  neue  b  und  C£  das  neue  a.  Ziehen  wir  di^s 
Linien  HD  iinil  £)D,  so  ist  aucb 

Z.2iDC=^£>DC. 

Wir  könnten   daher  auch   in  JE)  das  Licht  anbringen,    so  ist  wi^s— 
detnm  D  der  (ilanzpunkt  l'ür  das  in  K  betindüche  Auge. 

Die  Glanzcurve  enthält  daher  nicht  nur  die  Glanzpiinkte  fSr 
alle  conceutrificheu  Kugeln,  sondern  sie  erlaubt  auch,  dass,  vrenn 
sie  (ur  eine  bestimmte  Stellung  des  Lichtes  und  Auges  gegen  den 
Mittelpunkt  der  Kugel  coDstruirt  ist,  «inen  jener  Punkte  willkübr- 
licb  auf  ihr  anzunehmen;  dann  ist  über  die  Lage  den  andern  ht'  . 
stimint. 


III'N  t||«ii  OMifi     < 

TS -Hzr.  "••"'■ 

'w;-7l-^  "  !„„ 

.<l< dnihilSJtlwi 

\.      u>  .)\..*U  ..Kii'.  l"t'  «.'  «I  ^1 ; 
*,  |..-,).|W  .ii.PM   MIM,    .1  1.1t  y-tr     . 
iriii>i>t^'«"-tl1»VVul  «     i«i  ,ltilCitil4  «r.t^  I'Jti 

lA 

,  „U"^-'  *("'  ^|»f  H*ir  '       '■  ' 

»H  "i^'t  IIA** '%  tWu>i1|i«iLCi^  Mt^*^-^  ^  V^''" ' '**\  tu. 


W^M? 


•       ■       '  •  I  •  '  '.  ■    •  •  •  '  ■  ;         ;  ■ 


•     }  '   •    • 


Wxag^ni  aus  der  llleehanik. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

<  •  •• 

Vorstand  der  höheren  Burgencliiile  za  Ettenheim. 


I.    Ueber  die  Kurve,   die  ein  Hund  beschreibt,  der 

seinem.  Herrn  folgt. 

Es  sei  der  Weg,  überhaupt  die  Bewegütig  des  Herrn  vullig 
»ekannt;  zugleich  mu^e  vorausgesetzt  werden^  dass  beide  Bewe- 
;ungen  in  derselben  Ebene  vor  sich  gehen.  Es  seien  am  Ende 
ier  Zeit  tix,  y  die  Koordinaten  dei^  Ortes  des  Herrn,  u,  v  des 
lundes,,  so  ist  y  als  Funktion  \ot^\x  bekannt^  während  beide 
'ekannte  Funktionen'  Von  ''t  stod.  v  ist  eine  Funktion  von  u  und 
iess  letztere  wieder  von  j:,  also  auch  von  t    Sei  nun 

I 

y=9>(^),  (1) 

orin  (p{x)  bekannt  ist.  Sei  ferner  die  Geschwindigkeit  kt  des 
erm  in  jedem  Augenblicke  m^mäl  so  gross  als  die  Geschwindig- 
-it  ^   des  Hundes,  so  ist 

lieraus  folgt: 


Die  Geschwindigkeit  des  Hundes  am  Ende  der  Zeit  t  ist  nach  der 
Linie  gerichtet,  die  von  (x,«)  nach  (u.e)  geht.  Diese  Linie  loacbt 
mit  der  Äxe  der  a:  einen  Winltel,  desseu  Cosinus  gleich 


*^{y-^)»+(a:-«)«' 


dessen  Sinns 


0«      Sa 


3'         ^     V(9J-D)^+{X~U) 

Hieraus  fol^t: 


-  St'  V(s-t7)»+(ar-ii)' 


1 


oder 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dass  die  Linie  ron  (ß;,y)  nath 
{ti,ii}  Tangente    ist  im  Punkte  (ii.v)  an  die  Kurve  de^  Hundes. 

Man  zieht  aus  (4) : 

,         ,  6*0   .  Sp /Bj;     ,\        ,,  ^dx      Sv  II 

<^-"'8i?  +  aU~V=''<''äi.-a'    j 


5^ 


<^-")s5 


Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (3>  und  (S)  et4iält  man  s 
oder 


nr 

Die  Gleiehiiog  (4)^  ist  auch 

Man  eliminire  nun  zwischen  (6)  und  (7)  die  GrOsse  x^  so  erhsU 
iian  eine  Differenzialgleichung  in  v  und  u,  aus  der  die  eine  dieser 
jirussen  durch  die  andere  auscedruekt  werden  kann.  Diese  Glei" 
;hung  ist  die  Differenzialgleichung  der  Kurve  des  Hundes.  Ver- 
mittelst (2)  kann  man  sodann  t£^  t^  als  Punktionen  von  t  bestini' 
men  und  veimittelst  (7)  die  zu  einander  gehörigen  a  und  u  et" 
kennen. 

Wir  wollen  den  besonderen  Fall  betrachten^  in  dem  der  Herr 
eine  gerade  Linie  beschreibt.  Nehmen  wir  sie  als  Axe  der  as  an, 
so  ist  in  (1)  9(^)=0,  also  sind  die  Gleichangen  (6)  und  (7)} 

-v=(x-^u)£,  (70 


Bierau«(  fotgf: 


=-(S)Yh(|)'         (») 


7m  (8)  zu  integrirea  setze  ich 


Iso 


Q  ist  aus  (8); 


0t> 


8m*      8m       8r  8m      '^  dv* 


I 

I 


(voraus» 


Tbeii  \V.  %Ä 


ivorln  C  eine   irillltflhrliclie  Konstanto.     Hieraus  ergiebt  sirb 


^/^^"^ 


■cv  . 


■■■—  CVt' 

■  C  eine  neue  vritikührlicbe  Konstante. 
Die  Gleichung  der  Kurve  des'Huniies  ist  also 


=e+ä 


sm- 


Cii-H 
.n)      2(m  +  l)' 


Torausgesetzt,  dass  nicht  m^I.    In   diesem  letztem  Fi 


.m    c^ 


em  FiSUtä 
(lO)  V 


Id   diesem    letztera   Falle  wQrde  die  Earve  des  Handel  A 

Axe  der  x  (oder  ?()  sich  nSliern,  oliiie  sie  zu  erreichen.    Im  AB 
gemeinen  ist  also  nothnendi^;  i»<I. 

Um  einen  besondcm  Fall  festzustellen,  wollen  nir  annehma 
dass  im  Anfange  der  Zeit  t: 

ar=Ü,  M=0,  f)=rt 


sei. 

so 

folgt 

aüs  (7') 

im  Anfang 
0  =  1- 

und 

au 

8  (9): 

0  = 

ai-m 

r«"'+* 

^  '  2  CO—. 

r»)         1>(|H  +  I) 

und  aus  der  zweiten: 
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®-  ^^  5(r=«i)  * 2(1+«) — ^^  «i«-i ' 

•  

Demnach  ist  in  diesem  Falle  die  Gfeichimg  der  Kurve  des  Hundes : 

rForin  die  obem  und  untern  Zeichen  zusammen  gehören. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Bewegung  nach  der  Richtung  der 
positiven  x  geschah ,  so  müssen  die  untern  Zeichen  gewählt  wer- 
ien>  und  man  hat: 

am cw»4-i  amffi-m 

Die  Zusammenkunft  geschieht  in  dem  Punlcte,  dessen  Abscisse 
•|- ■  a  ist,  auf  der  Axe  der  a:.  Gesetzt  die  Bewegung  des  Herrn 
Bei  gleichförmig  gewesen,  dessen  Geschwindigkeit  =±a,  so  ist 

x'=zat. 

Die  Bewegung  des  Hundes  ist  ebenfalls  gleichförmig;  seine  Ge- 
schwindigkeit  — •    Um  ti^ü  als  Funktionen  von  t  zu  erhalten^  bat 


inan 


1    ^ 

also  aus  (70  : 

woraus  D  als  Funktion  von  /  zu  bestimmen  ist.    Aus  (9^')  ergiebt 
Sich  sodann  auch  u  als  Funktion   von  t 

Pö'  *=Ti:^=«<'«t  <=S(ri^).  also 

2am|,ni       — Li—wi«""  r^n?       2«»(i»+l)  "*"  2(1— m)J 

==2(l^m)""2fl»(m  +  l)' 


ivoraus  v^O,    »a  iaae   al^o  wirklieb  das  Zusammentreffen  Statt 
Der  Weg  des  Hub- 


hat  unä  zwar  t 
des  ist 


I  Ende  der  Zeit 


H- 


-2C(l-»i)  +  2(»ifr)  +  ^-     2{l~.fl)      2{m+l)a"'"*"'^' 
und  folglich  von  p=^ß  bis  r=0: 

"      -+  " 


a(i- 


•2(1+,«)- 


wie  Dalürlich,  da  seine  Geschwindigkeit  —  ■  Uebrigens  ist  du 
Letztere  richtig,  ivelcbes  auch  die  Art  der  Bewegung  des  Henit 
gewesen. 

Da  im  Anfange  der  Bewegung  (die  Gleichung  (9")  wiaat^ 
aetat)  ö-=(r'  so  ist  die  Are  der  y  Tangente  der  Kurve.  Im 
Punkte   w^f^^ä"   '^'  fl~^=Oi  also  dort  die  Aie  der  :c  Tangente 

Die   allgemeine  Form   der  Gleichung  der  Kuice  ist  eigeotlicb 


"  -U-m''"'"2a"(m+I)      2(1— mV  ' 
nd  also  zwei  Zweige,  die  beiderseitig  mit 


!nden.     Die  Kurve  (ü")  geht  r 


p=fl  bis  F=0. 


II.     Ueber  den  vortheilhaftesten  Abhang  eines  Kanals 

an  dessen  Ende  das  Wasser  einen   industriell  zu 

benutzenden  Fall   bilden  soll. 


VifiDii   Wasser    in    einen)    oSeaea    KanaJe  üiesst,     der    einen 
gleichförmigen  Fall  hat  und  dessen  Durchschnitt  überall  dersdbe 
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ist,  80  findet  man  die  gleichfurmige  Geschwindigkeit  v,  die  es 
annimnit,  durch  die  Gleichung: 

worin  A  die  Fläche  des  Schnitts,  C  sein  benetzter  Umfang «  t  der 
Fall  auf  jeden  Meter,  a,ß  zwei  Konstanten,  die  bestimmt  wur- 
den zu 

■ 

a=:0,00004445,    /?=0,0003093. 

[Man  sehe:  Navier,  Resumö  des  legons  sur  Tapplication 
le  la  Mäcanique.    '>«  Partie.  §  122.) 

Gesetzt  nun,  es  befinde  sich  in  einem  Flusse  eine  Insel  und 
ler  Fluss  habe  Wasser  genug«  dass  man  die  Kraft  desselben 
Ddustriell  anwenden  könne.  Man  wolle  zu  diesem  Ende  durch 
lie  ganze  Länge  der  Insel  einen  Kanal  graben,  an  dessen  Ende 
as  Wasser  einen  kleinen  Fall  bilden  soll,  dessen  Kraft  nun  an- 
ewendet  werde.  Es  ist  nun  ganz  klar,  dass  man  den  grössten 
*all  erhalten  wiirde,  wenn  man  den  Kanal  horizontal  anlegte, 
Hein  in  diesem  Falle  würde  kein  Wasser  durch  denselben  ^flies- 
sn.  Dagegen  wiirde  die  grösste  Masse  Wassers  durch  densel- 
en  fliessen,  wenn  man  ihm  dieselbe  Neigung  gäbe,  die  der  Fluss 
at;  in  diesem  Falle  hätte  man  aber  keinen  Fall.  Zwischen  die- 
3n  beiden  Aeussersten  nun  lie^t  der  Fall,  da  man  bei  grosst- 
oglichem  Falle  die  grusstmögliche  Masse  Wassers  erhält. 

Stelle  Taf.  X.  Fig.  3.  ABz=zCD  die  (horizontal  gemessene) 
änge  L  der  Insel  (des  Kanals)  CE  dar;  sei  i  dessen  Fall  auf 
3IL  Meter,  so  ist  DEzzzLi;  endlich  sei  AC=H  der  Unterschied 
er  Niveaux  des  Wassers  an  den  Enden  der  Insel,  so  ist  BE 
zß—Li.  Bedeuten  A  und  C  was  oben,  so  ist  die  Geschwindig- 
sit  des  Wassers  im  Kanal  gegeben  durch 

-^^av+ßv'f      «— ^ • 

ie  Menge  Wassers,  die  in  einer  Sekunde  durch  den  Schnitt  des 
Kanals  fliesst,  ist  Av;  also,  wenn  q  dasGewicht  der  Kubikeinheit 
es  Wajssers  ist,  deren  Gewicht  Afiv.  Diese  Masse  fallt  durch 
ie  Höhe  H—  Li,  kann  also,  unten  angekommen,  die  Arbeit 

AgviH'-^Li) 

errichten,  wenn  man  darauf  nicht,,, achtet,  dass  sie  schon  eine 
if&ngliche  Geschwindiffkeit  besitzt  Achtet  man  darauf,  sorouss 
an  obiger  Grösse  nocn 

[fugen.  Alsdann  ist  die  Arbeit,  die  in  der  Sekunde  durch  das 
liende  Wasser  verrichtet  werden  kann: 


nelcbe  Grösse  nun  ein  Maxiffinm  sein  soll.    Man  findet; 


jLCgi  +\l'iL'ü'gV-2AHg{3A-6LCf^} 
""  SA—SLCßs 

Hätte  man   -n-^  rernaehlSsstgt,  so  hfitte  sich  ergeben: 


'=-W+^i 


AH 


~3ß  '^  V  9ß»'^3LCß 
Kennt  man  c,  so  findet  sieb: 

Hodurch  Dun  der  vor  teilhafteste  Abfall  gefotiden  ist. 


in.    Ueber  das  Priocip   des  Tellariums. 


Eine  Kogel  drehe  sich  mit  der  Winkelgeschivindigkeit  tu  um 
eine,  ausser  ihr  liegende  Äie  AB  (Taf.  X.  Fig.  i.),  und  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  c  zugleich  um  eine  durcn  ihren  !VIitteipunl(t 
gehende ,  mit  AB  parallele  Are  CD,  und  es  sei  die  Kichtang  von 
E  der  von  m  entgegengesetzt;  roan  verlangt  die  Ijage  einer  oelie- 
bigen  (festL-n)  durch  den  Mitlelpuiikt  gehenden  Linie  EF  am 
Ende  der  Zeit  t. 

Man  nehme  AB  als  feste  Axe  der  z  an  und  lege  durch  A 
«wei  Axen  der  x  und  y.  die  anfängliche  Richtung  von  AC  gebe 
die  Richtung  der  positiven  Axe  der  x  an,  und  die  positive  Axe 
der  p  sei  so  gewählt,  dass  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  a 
Von  der  positiven  Axe  der  x  unmittelbar  zur  positiven  £ie  der 
y  gehe.  Durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  lege  man  eben  so  eiD 
in  ihr  festes  Koordinatensystem,  von  dem  OD  die  positive  Axe 
der  i|  und,  in  der  anfänglichen  Lage,  die  ^xen  der  j^j  und  A 
den  vorigen   (der  x  und  y)  parallel  seien.    EF  sei  so,    dass  sie 
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im  Anfange  mit  den  festen  Axen  in  A  die  Winkel  a,  ^,  j^mache« 
welche  Wiokel  sie  also  in  diesem  Augenblick  auch  mit  den  durch 
O  gehenden  Axen  macht. 

Offenbar  werden  wir  unsere  Aufgabe  auch  dadurch  lusen  kön- 
nen, dass  wir  zuerst^  wahrend  einer  Zeit  f,  der  Kugel  bloss  die 
Bewegung  um  AB^  und  dann  während  einer  eben  solchen  Zeit 
bloss  die  um  CD  ertbeiien.  Lassen  wir  also  zuerst  die  Kugel 
sich  bloss  um  AB  drehen  und  suchen  wir  anl  Ende  der  Zeit  t 
die  Lage  der  Axen  in  O  in  Bezug  auf  die  in  A.  Die  beiden  Axen 
der  %  sind  noch  immer  parallel.  Die  Axe  d^r  Xi  (durch  O)  macht  mit 
der  Axe  der  x  (durch  A)  den  Winkel  noty  mit  der  der  ^  den  Win- 

kel  Q  —  ^t*  mit  der  der  z  den  Winkel  ^ '  die  Axe  der  yi  macht 
mit  der  der  x  den  Winkel  5-  -f  cof ,  mit  der  der  y  den  Winkel  co^ 

ond  mit  der  der  z  den  Winkel  h**    Bei  dieser  Drehung  sind  also 

die  durch  O  gehenden  Axen  beweglich  gewesen  ^  ab  feste  Linien 
in  der  Kugel. 

Lassen  wir  nun  die  Kugel  sich  um  CD  während  einer  Zeit  t 
drehen  und  während  dieser  Zeit  die  Axen  der  Xi»  yi,  Zi  fest  (als 
feste  Linien  im  Räume,  unbeirrt  durch  die  Bewegung  der  Kugel), 
so  wollen  wir  die  Lage  von  EF  in  Bezug  auf  die  durch  O  ge- 
henden Axen  am  Ende  der  neuen  Zeit  t  suchen,  an  deren  Anfang 
natürlich  EF  mit  diesen  Axen  die  Winkel  a,  ß,f  machte.  EF 
macht  mit  CD  ständig  den  Winkel  y;  legt  man  also  durch  EF 
und  CD  (die  Axe  der  Zi)  eine  Ebene  und  achtet  auf  die  Durch- 
Bchnittslinie  dieser  Ebene  mit  der  Ebene  der  Xiyi,  so  macht 
diese  Durchschnittslinie  am  Ende  der  Zeit  t  mit  der  Axe  der  Xi 

IC 

den  Winkel  «i  •—  e* ,  mit  der  Axe  der  y^  den  Winkel  ^  — »«i  +  «t 

mit  der  der  Zi  den  Winkel  q»   wenn  «x* der    anfängliche  Winkel 

mit  der  Axe  der  Xi  ist  Ui  ist  zu  bestimmen  aus  den  Glei- 
chungen : 

cosa = costfxsiny ,    cosj? = sinor^siny ; 

d.  h. 

cos«  ,. 

cotgOf  =  — 3  •  ( J; 

°^      cosp  ' 

Vftt  unsern  Zweck  wäre  es  vollkommen  genug,  ai=.0  zu  setzen. 

In  welchem  Falle  ß=o»  «=q  ""/  ^»'®-  ^^^^  wollen  wir  die 
Allgemeinheit  beibehalten. 

Sind  nun  «',  j3',  /  die  Winkel,    welche  die  EF  mit  den  durch 
O  gehenden  Axen  am  Ende  der  Zeit  t  macht,  so  bat  man 


cosb'=cos(ci — Et).Biay,   co8j3'  =  ainC«i— e().siny .  /=y.        (i) 

Man  wird  nun ,  nenn  man  beide  erhaltenen  Hesaitate  zusammfn 
nimmt,  lelcbt  einsehen,  dass  die  nielir  seniinnte  Dnrchschnittit 
linie  mit  den  Axeu  der  x,  y,  x  folgende  Winkel  macht  am  Ende 
der  Zeit  (  (vräbrend  tvelcbec  beide  Belegungen  augleich  ^e- 
Bcbabeu) : 

mit  der  Ale  der  x  den  Winkel:  wi  +  o,  —  t(  =  «i  +  (ca— *)(, 

mit  der  Aie  de»  y  den  Winkel:  3— ■»(— (*^— eO=  j — «, — (01— ()(, 

mit  der  Äse  der  1  den  Winlcel:  «■ 

die  ^Viiikel    der  Linie  EF  mit  den 

6(i8a"=cos(a, +((0 — f)f).siny,  co8/3''=sinf(M— E)f  ^■Oi).8"in}',y"=;:y.  (3) 

Für  den  beeondern  Fall ,  dass  a^t,  nie  diess  beim  Tellatiiin 
der  Fall  iet,  folgt  auä  (3); 

cosa''=cosaiSin}',  cos^'^Vma^sin}' .  y"^y;  (i) 

d.  b.  (venn  man  (4)  mit  (1)  vergleicht: 

«"=«,     r=ß,     f^y;  (5) 

oder  die  Linie  £F  bleibt  beständig  m!t  Sich  6elbel  pa- 

Drebt  also  ein«  Kugel  sich  um  die  Axe  Aß  und  zugleich  nm 
die  mit  ibi  parallele  CD,  sind  die  beiderseitigen  Wiokel- 
eescbwindigkeiten  gleicb ,  aber  entgegengesetzt  gerichtet,  so  bleibt 
jeder  durch  O  g<>bende  Durchmesser  der  Kugel  beständig  mitaicli 
parallel.  Dt»s8  ist  nun  das  Princip  des  Tellurlums.  Di«  Etbrinh-  1 
tung,  desselben  ist  übersichtlich  forgende: 

Eine  Stange  AB  (Taf.  X.  Fig.  5.)  ist  um  Ml^  drehbar.  An 
MN  ist  ein  horizontales,  nach  unten  ge/Jhntes  Rädchen  G  fest.  ' 
In  dieses  greift  ein  vertikales  Rädchen  C  ein,  das  an  der  Stange 
CD  ist,  welche  letztere  in  £  und  Fan  AB  befestigt,  sonst  aber 
^ns  frei  ist.  In  D  ist  ein  vertikales  Rädchen,  ebenfalls  fest  an 
CD  und  ganz  gleich  dem  in  C,  ivelcljes  dann  in  das  horizontale 
H  eingreilt,  das  gleich  G,  aber  innerhalb  der  Rädchen  C  und 
D  ist. 

Die  Axe  dieses  Rädchens,  die  an  demselben  fest  ist.  trägt 
den  (Halb-)  Ring  Kh,  an  dem,  aa  der  (schiefen)  Axe  KL  eine 
Kugel  ist.  Man  siebt  leicht  ein,  dasa  diese  Vorrichtung  die  obi- 
gen Voraussetzungen  verwirklicht,  so  dass  A£  bei  derBerösana 
von  AB  um  jtfjV,  wobei  also  die  KugeL  ^ich  um  MJS  uaaäj 
dreht,  die  Linie  KL  z.  B.  (die  Erdaxe,  wenn  die  Kugel  die'Erde 
in  ijirei  i,BetreKu"g  ^"*  ^'^  Sonne  vorstellt  und  KL  um -2$%" 
gegen  -ISJf,  ^nei^  ist)  immer  mit  sieb  parallel  bleibt,  vrw  H- 
Sanntlich  mit  der  Frdaxe  der  Falle  ist. 
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Heller  Carreii  zweitei^  vhia'  driliter 

Ordikiiiiür» 

Von  dem . 

Herrn  Doctor  T«  Clausen^ 

Observatokr  an  der  Sternwarte  zu  Dorpat« 


D«r  elegante  Pascal'sche  Satz  in  BezIehuDg  aaf  Curveo 
weiter  Ordnung  veranlasste  mich  einen  ähnlichen  in  Beziehung 
.«f  Carven  dritter  Ordnung  aufzusuchen.  Bei  diesen  letztern  ge- 
stalten sich  aber  die  Gleicnungen  viel  verwickelter;  so  dass  ver- 
MithKeli  mehrere  solche  Sätze  exlstiren^  die  man  erbngt,  wenn 
HEB  die  Gleichung  der  Curve  auf  verschiedene  Weise  behandelt; 
robei  man  bei  Curven  zweiter  Ordnung  auf  einerlei  Resultat 
:ummt,  bei  dene9  dritter  Ordnung  aber  verschiedene  Resultate 
ludet.  Ich  gelangte  durch  eine  völlig  gleiche ,  Behandlungsweise 
a  dem  Pascarschcfti  Slafise  und  zu  einem,  ^'ie' leb  glaube ,' neuen 
einfachen  Satze  in  Beziehung  auf  Curven  dritter  Ordnung,  der 
Qjr  der  Veröffentlichung  nicht  unwerth  schien,  weishalb  ich  ihn 
nittheile. 

'  '  •■ 

'  1.    Zuerst  suche  ich  die  allgemeine  Gleichimg  einer  Curve,  die 

iurch  vier  gegebene  Punkte  Pi,  Pa»  A»  P^  geht.     Zieht  man 

iurch  zwei  dieser  Punkte  Pi  und  P2  eine  Gerade  und  betrachtet 

liese  als  Axe  der  o;;  upd  setzt  man  den  Anfangspunkt  der  Coor- 

linaten  im  Punkte  A:  so  hat  man  für  die  miden  Punkte 

x=iÄPi=^ay  y=0; 
ind 

x-=^APii^=.a' 9  y  =  0- 

Ss  8ei*Ar=20  die  Gleichung  für  die  Curve.  Man  sieht  leicht,  dass 
(l,  um  den  beiden  Werthen  zu  genügen,  von  der  Form  «ein  müsse: 


iD  welcher  Formel  Ki  und  K^  andere  Polynome  von  x  und  y  odtr 
CoDstanten  bezeichnen.  Es  seien  nun  ferner  die  Gleichangen  (nr 
die  Geraden ,   die  durch  Pi  und  Jpg ,  P^  und  P^  geben: 

sei  ferner  l^g,   so  hat  man: 

X — a^li — Ay,    X  —  a'=4  — A'y; 
(X  und  A.'  bedeuten  Coostaiiten)  also: 

«■=/,. /a.*r,  +  /.A;....        (1) 

worin  ifg  ein  ähnliches  Polynom  als  Ki^  bezeichnet.  Auf  gana  übn- 
liehe  Weise  fiodet  man,  wenn  man  die  Gleichung  fiir  die  Geraile, 
die  durch  P3  und  P^  gezogen  ist,  ^3=0  setzt: 

K=/i.l^.Ki  +  h.Ki  (2) 


liM.iKi-Kt)^l,.Ka-l.li,. 


Da  in  dem  Durchschnitte  der  Geraden  /  und  l, 
verschwindeu,  so  mues  fi,  — Äj  in  diesem  Pu 
muss  daher 

le 

der  / 
=0 

noch  h 
ein.   Ea 

Ä',— Ä,=/.Ä6— /,.A', 

sein 
Dem 

wo  wiederum  K 
nach  ist: 

unc 

i/  bezeichnen. 

K^  —  l.K,=K,—l,.li,=K,. 
wodurtb  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  sich  vernandeln  in : 

K=li.k-X,  +  U,.I..K,  +  I.K,  =hJ^.K,  +  HK.  +  (,.(,.«y, 
Ä=ii.l,.Ä,  +  i,.4./i«i  +  (..«.=4.(,.K,  +  (,  (Ki\kJ,.K,). 
De»iD3Gb  isU 

.  ((Ar.+4.4.«i)='.Ä+'i'»Är)- 

Es  musa  also  sein: 


*)  Küne  halber  werde  ich  im  Folgenden,  wenn  kein  HiMTerttänJ- 
niu  in  befürchten  isti  «Utt:  die  Gemde  deren  Gleichung;  £=0,  «cMecht- 
weg  die  Gerade  L  ■chreiben. 


]er  endlich: 
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Jk^  ^j[  «  *9  •  ^8  !***>* '''^  •••••  {yjn 


2.  Bei  Curven  zweiter  Ordnung  werden  die  Grössen  A«  und 
!^  Constanten.  Nimmt  man  nun  zwei  andere  Punkte  P^,  Pp  auf 
er  Curve  an,  und  setzt  die  Gleichung  der  Geraden,  die  durch 
\  und  P^  geht:  /4=0;  der  Geraden,  die  durch  P^  und  P«  geht: 
=0;  und  der  Geraden,  die  durch  P^  und  P^  geht:  /o=0;  so 
at  man  auf  ganz  ähnliche  Art  in  Beziehung  auf  die  Punkte  P3, 
5*  P6»  P*  folgende  Gleichung  för  die  Curve: 

Kz=zk.K.l^^kf.l^.h  (4) 

0  k  und  k  Constanten  bezeichnen.  Eliminirt  man  nun  aus  den 
Gleichungen  (3)  und  (4)  /),  so  erhält  man: 

^SL  k,  £',  K^,  K^  Constanten  sind,  so  wird 

ie  Gleichung  einer  Geraden  sein.  Die  lieun  Durchschnitte  der 
rei  Geraden  ^,  /«  und  4  mit  den  drei  anderen  Geraden  /,  /« 
id  L  liegen  also,  da  in  ihnen  die  beiden  Glieder  der  Gleichung  (5) 
»rschwinden,  entweder  auf  der  Curve,  oder  auf  der  Geraden  /^. 
an  aber  schneidet  die  Gerade  4  ^'^  Geraden  /  und  /«  auf  der 
urve.  Sie  kann  die  Curve  nur  in  zweien  Punkten  schneiden, 
so  muss  der  Durchschnitt  mit  /4,   da  er  von  den  beiden  andern 

1  Allgemeinen  verschieden  ist,  auf  der  Geraden  L  liegen.  Eben 
)  müssen  die  Durchschnitte  I2  und  L,  l^  und  £  auf  derselben 
eraden  liegen.    Dieses  ist  der  PascaPsche  Satz. 

3.  Bei  Curven  dritter  Ordnung  werden  die  Grössen  K^.  K^ 
i  der  Formel  (3)  nicht  über  die  erste  Ordnung  sein;  eine  dersel- 
en  muss  wenigstens  vom  ersten  Grade  sein,  da  sonst  die  Curve 
ar  von  zweiter  Ordnung  wäre.  In  dem  Folgenden  wird  ange- 
ommen,  dass  beide  die  Gleichungen  von  Geraoen  darstellen,  dass 
Iso  die  Gleichung  fSr  die  Curve  von  folgender  Form  sein  wird: 

A  ^=  /  •  ^  •  '9  ~r  if  •  »4  •  »5  •••••••  (0} 

Ae  Gerade  /  gehe  durch  die  Punkte  Pt,  P«,  Pr  (Taf.  VII. 
ig.  5.);  A  durch  die  Punkte  P«,  P5,  Ps;  h  durch  P^,  P^,  P^; 
durch  P4,  P5»  Pe;  so  sieht  man  leicht,  dass  I2  durch  die 
unkte  P3,  Pß,  P9;  und  dass  L  durch  P7,  Pg,  P©  geht.  Wenn 
lan  also  durch  vier  in  der  Curve  liegende  Punkte  Pi,  Pa» 
\,  P5  die  vier  Geraden  zieht:  1)  P1P2,  die  die  Curve  überdies 
I    P3    schneidet;     2)  P4P6>   die  die   Curve   in   P«   schneidet; 


3^  PiPt,  tlie  die  Curve  noch  in  /V  schneidet;  4)  Pj/*b<  die  die 
Curve  noch  ia  Pg  schneidet-  so  schneidea  die  Geraden  PiP^  mi 
PfPa  die  Curve  in  demselben  Punkte  I\. 

Es  werden  die  Geraden  /  und  t^  beihehalten,  oder  diePoobte 
/*i,  P^,  Pi,  P„  Pj,  und  vier  andere  Gerade  aeiogen:  f,  rturth 
die  Punkte  Pa,  /»'s,  Pg;  /'a  durch  A,  /*'.,  >,;  t.  durch  A. 
P'i,  P,i:  /'a  durch  /*,,  Pg' -  'j-  Alle  diese  Punkte  liegen  iiuf 
der  Curve.  Statt  dea  Viereck«  P^,  P^,  Pg,  P^  entsteht  also  «> 
noucs  P's.  P"«!  Ps'  P'it  dessen  verlSngerte  Seiten  die  Curve  l» 
denselben  Punkten,  wie  die  verlängerten  Seiten  des  erstem  schnei- 
den. IJa  beide  in  der  Curve  eingeschrieben  sind,  so  bat  nut« 
ebenfalls  für  das  letztere: 

K=U'i.l\+l,J',.t^ (7). 

Elmiinirt  man  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  /■,  so  ergiebl 
sich : 

K  oder  die  Gleichung  fiSr  die  Curve  kann  nicht  durch  /  IhelUiu 
sein,  folglich  niuss 

t,.r^-i,.i^=L.i 

sein,  wo  ii=0  die  Gleichung  einer  neuen  Geraden  Ist.  De» 
nach  ist: 

L.Kr=li.l^.t  J';,-  l\.l\.lj^ (8). 

Die  Gerade  /(  kann  die  Curve  nur  in  dreien  verschiedenen  Punk- 
ten schneiden,  nemlinh  in  ihren  ßurchscbnilten  mit  Z', ,  /,, /g; 
der  Uurchsdinitt  6  {Tuf.  VII.  Fig.  li.)  mit  /'a  liegt  daher  auf  der 
Geradein  L\  eben  so  liegen:  a  der  Durcb^clinitt  vnn  4  niit  l\\^ 
der  Üurciiscbnitt  von  l\  mit  l^,;  y  der  Ourchschaitt  von  /'^  mit 
l^  auf  derselben  Geraden.     Wir  haben  also  den  Satz: 


chreibt  m 

an 

in    ein 

er 

Cn 

ve 

dritter 

Ordn 

ma 

recke.    Je 

en  Verl« 

■Berte 

Se- 

len  die 

Curie  ii 

Bi.  vier  Pü 

uk 

en  seil 

den 

°.n'°V*,l 

n  die  vier 

hiiltte  der 

V 

er  Seit 

en 

des 

ein 

recks 

mit 

..egenübeil 

egenden 

Sei 

en 

ent.pr 

ecliei] 

den 

nSorn  %ie 

ec 

le    ». 

e 

ner 

Ge 

nden." 

in  deni 

Durch  Hülfe  dieses  Sitzes  lassen  sich,  wenn  die  acht  Durch- 
schnitte der  vier  Se  ten  eines  in  die  Curie  eingeschriebenen  Vier- 
ecks  mit  der  Cur\e  bekannt  sind  mittelst  eines  neunten  Punkts, 
wenn  dieser  nicht  der  oben  ernj^hnte  neunte  Punkt  7*^  ist,  eine  un- 
eadliche  Anzahl  Punkte  der  Curve  d  irch  die  leichteste  Cnnstru- 
ctinn  finden.  Es  sei  nemlich  (Taf.  Vli,  Fig.  5.)  P^  dieser  Punkt 
Man  ziehe  P.,  P^  oder  l\ ,  die  die  Gerade  /,  in  dem  Punkte  o 
schneidet;  P^Pf,  oder  die  Gerade  l\,  die  k  i"  dem  Punkte  ö 
schneidet.  Durch  a  und  ß  ziehe  man  nun  die  Gerade  Li ,  die  l« 
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II  Punkte  fy  l\  aber  im  Paukte  i  schneidet,  so  gehen  die  Gera- 
en  l\  durch  P3  und  d,  V^  aber  durch  P-^  und.y,  wodurch  das 
anze  Viereck  'völlig  bestimmt  ist.  Man  findet  also  auf  diese 
^eise  drei  neue  Punkte  durch  Hülfe  des  einzigen  P*^,  Durch 
Verwechselung  der  Geraden./»  4  und  /,  unter  einander  und  h^ 
u  l^  las'seq  sif:h  mehrere  heue  Punkte  blbs  durch  jP^  finden; 
'^nn  man  aber  die  neu'  gefundenen  auf  dieselbe  Art  als  P^^  be- 
aiidelt^'oder  die  neuen  Complete  Ton  drei  und  drei  Geraden 
öwendet,  und  die  Operationen  wiederholte  kann  man  jede  belie- 
ige  Anzahl  Punkte  auf  der  Curve  finden. 

4.  Es  seien  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  zwei  Vierecke 
ineeschrieben,  deren  auf  einander  folgende  Seiten  /,  Z^,  h,  /, 
DcT  /^  l\  9  l\  y  Vz  sind.  Man  hat  also ,  wenn  jr=0  die  Gleichung 
er  Curve  ist: 

K=V.l\\l\.V^% 
ilglich  durch  Elimination: 

on  den  sechsssehn  Durchschnitten  der  vier  Geraden  /»  ^>  l\ 
id  l\  mit  den  vier  andern  V y  /^^  l^  und  4  liegen  nur  acht  auf 
3r  Curve»  und  können  nicht  mehr  verschiedene  liegen,  weil  jede 
erade  die  Curve  nur  in  zweien  Punkten  schneiden  kann.  Die 
jrigen  acht  Durchschnitte  /  und  4  ™i^  l'  und  V^\  d  und  4  iQ^t 
^  und  l\  liegen  auf  einer  Curve  zweiter  Ordnung,  oder  einem 
y^steme  von  zweien  Geraden,  deren  Gleichung 

t.    Man  kann  hieraus  folgenden  bekannten  Satz  folgern: 

„Wenn  von  zweien  in  einem  Kegelschnitte  einge- 
chriebenen  Vierecken,  die  drei  Seiten  des  einen  die 
ntsprechenden  drei  Seiten  des  andern  auf  einer  Ge- 
iden  schneiden;  so  liegt  der  Durchschnitt  der  vier- 
en Seite  mit  der  entsprechenden  im  andern  Dreiecke 
uf  derselben  Geraden.  Zugleich  liegen  die  Durch- 
choitte  der  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  mit  den 
ntsprechenden  gegenüberstehenden  im  anderen  Vier- 
cke  auf  einer  anderen  Geraden." 

5.  In  einer  Curve  dritter  Ordnung  seien  zwei  verschiedene 
ierecke  eingeschrieben,  in  denen  blos  zwei  einander  gegenüber- 
;ehende  Seiten  die  Curve  in  denselben  beiden  Punkten  schnei- 
en.   Es  sei  also  K^=ü  die  Gleichung  der  Curve,  so  ist: 


Eliminirt  man  hieraas  /,  so  ergiebt  sich: 

a'l■v-/l•4)^=^■^■'../.•4-^•^.■f..f -/'<.. 

Ton  den  (flDfund zwanzig  Dnrcbschnitten  der  Geraden  Fi,  t^ 
t,,  U,  h  mit  den  Geraden  /,,  l^,  l's,  l\,  l\  liegen  die  in  dam 
nntensteheodeD  Schema  mit  0  bezeicbneten  Ourcbschnitte  der  m 
der  obern  horizontalen  Reibe  mit  denen  in  der  vertikalen  auf  dff 
Curve.  Die  übrigen  liegen  auf  einer  andern  Curve  oder  Systemt 
von  zweien  Geraden,  deren  Gleichung 


^.f.-f,./,=0 


'.,0 

4 

0 

ö 

0 

f. 
ö 
a 

0 

'i 

/'s 
0 

ö 

0 

Hieraus  folgt  sogleich,  dass  wenn  drei  dieser  letztem  Dorch- 
fichnitte  auf  einer  Geraden  lieiren,  die  sSmmtlicfaen  zehn  Dardi- 
schnitte  auf  zweien  Geraden  liegen  müssen,  und  zwar  auf  jeder 
fünf  derselben. 
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Z'welte  Bearlieitiuigr  des  in  dem  Auf- 
satze Thl.  XIII.  Mr.  3LXXIII.  gregre- 
lienen  Beweises  eines  ureometrisclien 

Satzes. 

Von 

Herrn  Theodor  Lange 

I 

zo   Berlin. 


Es  erscheint  hiermit  eine  neue  Bearbeitung  des  Beweises  zu 
dem  in  ThlXUl.  Nr.XXXlII.  S.  341.  aafgesteiiten  Satze:  Wenn  aus 
zwei  Punkten  ^  und  B  einer  geraden  Linie  zwei  gerade  Linien  ^C 
und  BD  ausgehen  9  welche  mit  der  Linie  AB  die  Winkel  a  und  6 
bilden  mögen,  und  wenn  eine  aus  dem  Punkte  A  auf  die  Gerade 
DB  gezogene  Linie  von  der  Länge  r  den  Winkel  a  in  demsel- 
ben Verhältnisse  theiit,  in  [dem  eme  aus  dem  Punkte  B  auf  die 
Linie  AC  gezogene  Linie  von  derselben  Länse  r  den  Winkel  b 
theilt»  so  sind  die  Winkel  a  und  b  einander  gleich.  Der  hier 
folgende  Beweis  scheint,  abgesehen  von  seiner  grossem  Einfach- 
heit, deshalb  vielleicht  einige  Aufmerksamkeit  zu  verdienen,  weil 
in  seinem  Verlauf  deutlicher  hervortritt,  woher  es  wohl  gekommen 
ist,  dass  so  viele  Versuche  einen  rein  geometrischen  Beweis  die- 
ses Satzes  zu  geben,  gescheitert  sind.  Indem  nämlich  die  Bedin- 
gung, dass  die  Halbmesser  in  den  Winkeln  a  und  b  liegen  müs- 
sen, einmal  begrenzend  und  dann  wieder  ausschliessend  wirkt;  da 

dieselbe  bewirkt,  dass,  wenn  d^PBA  ist,  die  Gleichung  -7=37 

die  Gleichung  a=6  bedingt,  indessen  sie,  wenn  a<PBA  ist, 
die  Gleichung  unmöglich  macht  und  den  Fall,  dass  die  Kreise 
sich  nicht  schneiden ,  ganz  ausschliesst ;  aber  auch  die  Gleichungen 

— =:-2>  üBd  --7=7  nicht  eintreten  lässt. 

(Von  nan  an  ••  m.  Taf.  X.) 


Alle  geraden  Liaieii  aus  einem  Punkte  A,  auf  den«D  Punkte 
liegen,  welclie  von  einem  Punkte  ß  den  bestimmten  Abstand  r 
bauen ,  sind  äecanteu  aus  A  l'iir  den  mit  r  als  Halbmegser  um  den 
Punkt  B  beschriebenen  Kreis.  Ebenso  sind  alle  gerade  liioies 
aus  dem  Punkte  B,  auf  denen  Punkte  liefen,  welche  von  dem 
Punkte  A  den  bestimmten  Abistand  r  haben,  Secanten  aus  B  flUT- 
den  mit  dem  Halbmessec  r  um  A  eezeicbneten  Kreis.  —  MaR 
stelle  sich  vor,  eine  Secante  für  den  Kreis  um  A  aus  dem  Punkt» 
B  drehe  sieb  um  diesen  Punkt  sO)  dass  sie  aus  der  Lage  BA 
als  der  ursprünsliclien  sich  nach  einer  Richtung  betrege,  Dis  sifl 
in  die  Lage  jeuer  Secante  gekommen  ist.  Der  bei  dieser Drehui^ 
zunehmende  Winkel,  welchen  die  kSecante  mit  BA  bildet,  sei  Sa 
Sind  während  der  Drehung  auf  die  Secanten  stets  die  HalbmesaM 
Bezogen,  so  wird  jeder  I&lbmesser  mit  BA  Winkel  bilden,  viHP 
denen  der  eiue  u  mit  dem  Winkel  b  gleichseitig  ztinimi|it,  in(le#) 
Ben  der  ihm  der  Lage  nach  entsprechende  Winkel  a'  am  andern 
Halbmesser  fortwährend  abnimmt  Alan  bezeichne  llerner  den  WM* 
kel,  den  eine  beliebige  Secante  aus  A  für  den  Kreis  um  B  qä 
AB  bildet,  mit  a  und,  der  obigen  Kezeichnung  der  Winkel  er  uri^ 
a'  entsprechend,  die  Winkel,  welche  die  auf^diese  Secanten  ge- 
zogenen Halbmesser  gegen  AB  bilden,  mit  ß  und  ß'. 

Da  die  Winkel  a  und  h  beständig  denselben  Werth  beballu/ 
dagegen  b  und  a  gleichzeitig  zunehmen,  so  nimmt  das  Verhältnis^- 

—  ab,  indessen  -5^  zunimmt.  Es  kann  also  nur  hüchsteiis  ein- 
mal  "=■'3  werden,  während  die  Secante  in  die  Lage  jeder  Se- 
cante gekommen  ist.  Da  aber,  nenn  a=b  ist,  immer  r  =  Ä' "^^ 
so  muss    auch    umgekehrt,     wenn  ~^»  i^t,   a=6  sein. 

Mit  mehr  Schwierigkeiten  ist  aber  die  Untersuchung  verban- 
den ,  unter  welchen  Bedingungen  die  Quotienten  —  und  -q,  einan- 
der gleich  sind,  da  diese  Verhältnisse  gleichzeitig  zunehmen.  Man 
stelle  sichvor,  ftnehme  immer  um  einen  beständigen  WiDkel^zu;als- 
dann  wird  a!  um  Winkel  abnehmen,  welche  selbst  entweder  stetig  zu- 
nehmen, wenn  AB'^r  ist,  oder  immer  gleich  bleiben,  wenn  AB 
ssr  ist,  oder  stetig  abnehmen,    nenn  AB  <^r  ist.     Während  dx- 

her  das  Verhnitniss  g,  von  Null  beginnend  bis  07  immer  um  die- 
selben Werthe  zunimmt,  muss  —,  von  —  beginnend  bi^  Z9  vb- 
endlich  grossen  Werthen  zunehmen.  Daraus  folgt,  daas.  da*  >V<7^ 
hSliniss  ^,  während  ^/  um  immer  gleiche  StGckcf  nmliniiit 
um  immer  grössere  und  grössere  zunimmt,  denn  dieses  Verhfill- 
niss  muss  sich  immer  in  derselben  Weise  ändern.    Da  tarn  aber, 
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weDD  6  gleicti  a  wird^  x;  =  -/ist,  so  folgte  dass  anfangs^)  ^  «^  ist,  cUdo 
aber  g>=^*    daon    gi>^»     dann   gi=^   und  zuletet    •g><  ^, 

whd.  Im  Allgemelhen  mnss  daher  zweimal  7^  gleich  —,  wer- 
den» und  zwar  einmal  wenn  a=&  ist. 

Wenn  gleich  es  mir  nicht  gelungen  ist,  die  Grenze  genau  zu 
bestimmen,  wann  die  Gleichung  -;=  3>  die  Gleichheit^  wann  die 

Ungleichheit  der  Winkel  a  und  b  bedinge,  so  zeigt  doch  folgende 
Untersuchung,  dass  unter  besondern  Bedingungen  nur  dieser  oder 
jener  Fall  eintreten  kann. 

'Es  sei  zuerst  AB  und  r  so  gegeben,  dass  die  Kreise  um  A 
md  um  B  (sich  schneiden.  Wenn  in  diesem  Falle  a  >  /3'  gege- 
ben ist,  und  b  gleich  ß'  wird,  so  ist  «'>«,  folglich  §>>-;•    Es 

mu8s  daher  schon  ehe  b-=ß'  geworden  ist,  einmal  ~i=]ö>  gewe- 
sen sein,  und  es  niuss  auch,  wenn  6>ß'  wird,  nocn  einmal 
-;ss3;  werden.    Da  b  hier  kleiner  als  o  ist,  und  wenn  6=awird, 

(i  b 

die  Verhältnisse  ->  und  ^;    gleich   sind,   so   folgt,    dass   wenn 

-j-:=^^  ist,  während  Ä>j5'  ist,  die  Winkel  a  und  6.  einander 
gleicn  sind.  —  Wenn  aber  ä^/J'  ist,  und  6=^'  wird,  so  ist 
a>a',  also  s<-r*    Da  nun  aber,   als  6=0  war,  -'/=gv   gewe- 

seil  sein  muss,  kann,  wenn  6>/3'  wird,  die  Gleichung  ^/ =  gv 
nicht  eintreten.  Wenn  also  beide  Kreise  sich  schneiden  und 
-;=:-ö>  Ist,  während  b^ß'  ist,  so  muss  auch  der  Winkel  a  gleich 
dem  Winkel  6  sein. 

EUi  sei  AB  und  r  »o  gegeben,  dass  die  Kreise  sich  nicht 
schneiden,  so  zeigt  die  Figur  deutlich,  dass  die  Winkel  a!  und  ß* 
nicht  gleichzeitig  in  den  Winkeln  a  und  b  liegen.  Wenn  man 
daher  als  Bedingung  hinstellt,  dass  o'  und  ß'  gleichzeitig  in  den 
ihnen  entsprechenden  Winkeln  a  und  b  liegen  sollen,  so  schlicsst 
man  den  Fall,  dass  die  beiden  Kreise  sich  nicht  schneiden,  aus, 
indem  man  die  Bedingungen,  welche,  wenn  die  Kreise  sich  schnei- 
den,   die    Gleichungen —^  =  g;     und    a=:6   gleichzeitig    auftreten 

lassen,  erfüllt.  —  Wenn   da'her  ^^=g>    ist,  während  of  und 
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Wie  nun  den  kürperl  ich  en  Inhalt  der  Baliikugel  od«  d(t 
Ku^el  durch  Vergl^ichüag  derselben  mit  eiaeni  Kegel  und  eiiita 
Cyitnder  zu  liestimmcn  jidegt,  ist  bekannt  geune,  und  findet  sieb 
^t  in  allen  LehibQcheru  der  (ieometrie.  .  Kiüht  eo  bekaiul 
Bcheint  zu  sein,  verdient  aber,  so  einfach  die  Sache  auch  an  sich 
Ut,  fäi  den  geometrischen  ElementarunCeri;icht  tvohl  eine  Bemei- 
'kun^,  dass  mau  fast  mit  derselben  Leichtigkeit  f;anz  auf  dieselbe 
Weise  »!0(;leich  den  körperlichen  Inhalt  eine»  heliebigieu  Kugel- 
segments, und  dann  ferner  auch  dessen  sphärische  Uberllüche, 
beätirnmen  kann,  wie  im  Nachfolgenden  in  der  Kürze  gezeigt 
werde»  soll. 

Ut  nämlich  Täf.  X.  Fig.  1.  die  atigemein  bekannte  Figur  lÜi 
den  Fall  der  Halbkugel,  so  denke  man  sich  (^iV  parallel  niit  AB 
gezogen,  und  betrachte  nun  die  drei  durch  Umdrehung  von 
FDGIV,  IIEM,  DJLF  um  CE  oder  KE  als  Ase  entstandeuen 
Kürper,  welche  respectice  ein  Cylinder,  ein  Kugelsegment  uod 
ein  abgestumpfter  Kegel  sind.  Betrachtet  man  nun  einen  beliebi- 
gen mit  GiV  parallelen  Schnitt  G'IS',  so  ist: 

Schnitt  im  Cylinder    =«'6-«.«, 

Schnitt  in  der  Kugel  =K'n'^.n. 

Schnitt  im  Kegel        =K'J'^.ii. 

,  so  ist  CH'^K'G',  und  ausserdem  ist  offen- 
}  ist 

Schnitt  im  Cylinder  =Ca-^.n, 
Schnitt  in  der  Kugel  —K'W^.n, 
Schnitt  im  Kegel  z^CK-^-n. 
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^eil  nun  nach  dorn  pythagt>räischen  Lehrsatze 

;t ,  so  ist 

Schnitt  im  GyUnder 
=  Schnitt  in  der  Kugel  +  Schnitt  im  Kegel, 

rorHUB  nach  einer  hekannten  Sohiusäweise  folgt,  dam  der  durch 
Iiudrebung  von  FDGN  um  iCÄentstandieneCyHiiider  gleich  der 
lumme  des  durch  UmdrehungTon  JK£Jf  iuif  ££'ent^taDfcnen  Kügiel« 
egnients  und  des  durch  Umdrehung  vou  DJLF  um  KE  entstan- 
enen  abgestumpften  Kege|s  ist.  ^  \ 


!••         / 


.1 


Bezeichnen  wirjetzt  den  Halbmesser  d^r  Kugef  durch  r,  und 
etzen  ausserdem  irEz=ih,  so  ist.  weil  offenbar 

■        ■ .  ■  '     t      •  ^      - . 

KJ=CK=CE-KE 
ü,  KJzszr  —  hf  and  folglich  nach  bekannten  Sätzen: 

Cylinder  =r®jrA, 

l 

Abgestumpfter  Kegel  =  g-  «A  { r*  +  r(r— A)  +  (x^h)^ } ; 

bo  nach  dem  Obigen 

'■■■■^  KugeUegnent        « 

■ 

=  ra;rA-«  «A|{r2  +  r(r-A)  +  (r— AW 

«voraus  man  mittelst  leichter  Rechnung 

Kugelsegment  =wA^(r — g-A; 

erhält.    Nun   ist   aber   nach  einem  bekannten  Satze  vom  Kreise, 
wenn  wir  KH=:q  setzen,  offenbar: 

A:^==(:2r<-A, 
also 

ft.-A==|-,  rr=-A+|j;  >-^jA==jA+5; 


if 


i  . ! » ; ; 


(blgfich  na(?h  deih  Obigen 


■  i' 


KagelSBgmeat 


welches    die   bekannte   Formel  fEIr  den  kürperlichen   Inhalt  fAaa 
Kugeis egaients  ist 

Bezciohoen  wir  ferner  die  ephSrische  Oberfläche  des  KupH- 
ngmealB  durch  O,  so  erhellet  mittelst  einer  einfachen  Betrachlnng 
auf  der  Stelle   die  Dichtigkeit  der  Gleichung 


jrO  =  ^«A(A»  +  VJ +  3 '«?'('■—*) 
=  g  jtA  l3A(2r-A)  +  A»]  +  j«AC2i— A)(r-A). 

woraus  nach  leichter  Rechnung 

1  2 

3  r 0=3  .(Ar«. 


folgt,  welches  trieder  eine  längst  bekannte  Formel  ist,  die  filr 
h—r  auf  der  Stelle  zur  Oberfläche  2r%  der  Halbkugel,  also  zur 
Oberfläche  4r^n  der  ganzen  Kugel  liibrt. 

Solche  Erweiterungen  bekannter  Darstellungsmethoden,  die 
gewühiilich  nur  in  specielleren  Fällen  angewandt  zu  werden  pfle- 
gen, miigen  fiir  den  geometrischen  Elementarunterriclit  einiges 
Inleresse  haben ,  und  verdienen  daher  vielleicht  nicht  ganz  uolie- 
acbtet  gelassen  zu  werden.  G. 


**j,— ^l5fe"—  litttuw^.jiiH 


Sclireibea  dci  Htirtn  1 


I  Crefcld  an  den  Hei-niisgeber. 


Ihre  Aufforderung  ii 
und  Physik  (Tbl.  XIII.), 
Satee  gennietriscbe  B« 
bei  folge  od  e  Kleioigkeit 


letzten  Helle  des  Archivs  der  Mathematik 
u  dem  darin  unter  Nr.  XXXIII,  mitgetheilten 
»eise  zu  liefern,  veraulasat  mich  Ihnen 
überiiendcii.     Mir   wurde    dieser  Sati 


und  zwar  mit  derBeschrtüiknng,  dass  di«  Wink«!  balbirt  wOrdeiit 


-^ 


350 

vor  einiger  Zeit '  von  einem  frühern  Schüler  der  Kunigl.  Gewerbe 
schule  mitgetheilt  mit  dem  Bemerken»  dass  der  Beweis  dessel- 
ben so  ungleich  schwieriger  sei,  als  der  des  umgekehrten  Satzes. 
Ich  fand  aamals  den  hier  mitgetheilten  Beweis  und  überzeugte 
mich  von  der  Richtigkeit  jener  Bemerkung.  Der  allgemeinere  Satz 
wird  sich  auf  die  hier  eingeschlagene  Weise  schwerlich  beweisen 
lassen,  ich  werde  aber,  so  bald  ich  einige  Müsse  habe,  mich  be- 
mühen, auch  den  Beweis  för  diesen  zu  finden,  und  wenn  es  mhr 
gelingen  sollte,  Ihnen  zur  Zeit  Mittheilung  davon  machen. 

Lehrsatz,  Wenn  die  Halbirungslinien  AD  und  ßE 
(Taf.  X.  Fig.  2.)  der  Winkel  CAB  und  CBA  im  Dreieck 
ABC  gleich  sind,  so  .sind  auch  die  Seiten  BC  und  AC 
gleich. 

Beweis. 

Es  sei  GF^\  AS  und  AD  und  BE  verlängert  bis  zum  Durch- 
schnitt mit  GF,  so  ist: 

AB:AD=CF:  DF=i  AC'.DF, 
ond 

ABiBE=CG:EG=BC:EG; 
also 

I.      AC:BC=sDF'.EG. 

Nnn  ist    ans  den  äbDlicben  Dreiecken  ABD  und  CFD,    so   wie 
ABE  und  CGE: 

'     BD. PC      .  „„     AE.EC 
^^=     AD       ""•*  ^^=—EE~'' 

daher 

n.    AC:BC= BD. DC: AE.EC. 

Ferner  ist  nach  einem  bekannten  Satze 

AB:AC=BD:DC, 

also 

nid  nach  demselben  Satze: 

BC.AE 


EC— 


AB 


|fe«-*.t    .ta(»I.J    T» 

1.            o>-"»\^^^^^H 

m. 

^Ö:Bfc=^C.BB»:'«raEI7" 

Hormift 

-.1   ..■..: 

1:1=BB«:^£J' 

mfi'-»  '<. 

BB»=^E> 

«der 

Bö=^£. 

Folglirh  ist 

■                    \ABD^>ä^ABE.    ^DBA^^EAB 

1 

JC=BC: 

L 
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tie  Wichtigkeit  einer  richtigen  Auf- 
issnng  Ton  Vhibant's  Beweise  der 
Imme  der  Dreieckswinkel  für  die 
esammte  £lenientar-Oeometrie,  und 

besonders  für  die  Theorie  der 
t  Parallelen. 


LDr.   Theol.  Herrn  F.  H.  Germar, 

z[i  II  ei  de  in  Xorder- Dillimamehen. 


f  einer  Aeussening  des  Proklus  schreibt  Eudenius  den 
;lien  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Summe  aller  Dreiecks- 
kkel  gleich  zwei  rechten  Winkeln  sei,  den  Pythagoräem  zu; 
fwar  also  schon  lange  vor  Euklides  in  Gehrauch.  Da  aber  diese 
jweisart  sich  auf  die  (ileichheit  der  VVechselswinbel  bei  den 
tsden  Parallelen  gründet,  bii  blieb  dem  Enklid,  nenn  er  bei 
roelben  bleiben  wollte,  nichts  anders  Öhrig,  als  auch  bei  der 
pshalb  eingeführten  DeGmtion  der  geraden  Parallelen  zu  Ter- 
zen, nach  welcher  „gerade  ParalFelen  solche  gerade  Linien 
^er  nünilicben  Ebene  sind,  welche  unendlich  verlängert  sich 
^  keiner  Seite  schneiden",  wie  sehr  auch  feiaem  sonst  so  rieh- 
|6n  und  strengen  logischen  Tacte  eine  solche  Delinilion  wider- 
^chen  mochte.  Denn,  weil  Keiner  läii^nen  wird,  dass  es  aach 
jraUel-Kreise,  folglich  krumme  Parallelen  giebt^  so  wird  man 
m  das  logische  Gesetz  zugeben  müssen,  dass  die  DeGnitioD 
toHt  Ofif  Parallellinien  nberhanpt,  als  das  genus,  sich  bezie- 
B.  und  dann  erst  die  differeotia  speciäca  für  gerade  Parallel- 
|iH)  angeben  solle.  Für  das  genus  ist  aber  schiverlich  ein  an- 
te« Merkmal  aufitufinden ,  als  dasjenige,  welches  der  sensna 
pHuanis  überall  mit  dem  Parallelismus  verbiodet,  nämlicb  deo 
rbail  \V.  ^ 


(lurchgänKigen  gleichen  Abstand,  dessen  Beneis  bei  liN 
ParalUI -Kreisen  ~  in  einer  Ebene  keine  Schwierigkeit  haben  ksu, 
wei)  bei  conccn  tri  sehen  in  einer  Ebene  liegenden  Kreisen  ^^ 
Differenzen  aller  müglicbea  Radien  zwischen  jenen  Kreisen  m 
wendig  einander  gleich  sein  müssen.  Auch  leuchtet  es  von  sei 
itin,  das«  Linien  überhaupt,  welche  durchgängig  gleichen  Abitiiri 
haben,  einander  niemals  schneiden  küniien,  keineswegs  aber,  dut 
gerade  Linien  in  einer  Ebene,  welche  anendlich  verlängert  tid 
nach  Iceiner  Seite  schneiden,  deswegen  gleichen  Abstand  batt) 
müssen.     Falls  nämlich  ihre  Annäherung  in  gleichen  AlistäadniM 

beiden  Seiten  etwa  in  dem  Verhältnisse  wie  j.  rr  •  jg  ihres  H' 
heren  Abstandes  fortechritte ,  so  tvürden  sie  sich  unaufhürlicb  it 
hern,  ohne  sich  jemals  zu  schneiden;  und  dieses  ivürde  nochttd 
weniger  geschehen,  weun  sie  in  solchem  Verhältnisse  sich  entla- 
den Seiton  von  einander  eDtlerNten.  Dass  aber  ein  solches  V|^ 
hültoiss  bei  geraden  Linien  nicht  Statt  finden  kann,  versteht  A 
nicht  von  selbst,  muss  also  erst  bewiesen  werden. 

Dagegen  scheint  aber  auch  der  Beweis,  dass  zwei  Htrasi 
Linien  in  einer  Ebene,  weun  sie  in  zwei  Punkten  eleicheu  A^ 
stand  haben,  den  uämlicheu  auch  in  allen  übrieeo  haben  mÜMicii, 
ganz  unmöglich  zu  sein,  wenn  die  Summe  der  Dreieckswinkd 
nicht  schon  vorher,  und  unabhängig  von  der  Theorie  der  PBlt)l^ 
len  gefunden  ist.  Gerade  darin  aber  dürfte  der  Grund  lieg«, 
dass  alle  Versuche,  den  gleichen  Abstand  zu  beneisen,  ebeam 
wohl  scheitern  musstea,  als  die  Bemühungen,  das  UnbefrieA- 
gende  der  euklidischen  Beweisart  zu  beseitigen. 

Wenn  man  nämlich  auf  einer  geraden  Linie  zwei  gl^cit 
Verticalen  erhebt,  und  durch  ihre  Endpunkte  eine  Gerade  zleÜti 
so  lässt  sich,  bevor  die  Summe  der  Dreiecks ivinkel  gefundes  ist 
nimmer  durch  Gleichheit  der  Dreiecke  beweisen,  dass  die  zneilc 
Gerade  in  allen  übrigen  Punkten  gleichen  Abstand  von  der  erstei 
habe,  d.  h.  alle  äorigeu  Verticalen  jenen  beiden  gleich  ij . 
müssen.  Errichtet  man  hingegen  drei  gleiche  Verticalen ,  m  lu- 
een  sich  immer  nur  zwei  Endpunkte  derselben  durch  eine  Gfliaji 
verbinden,  und  dann  Itann  man  eben  so  wenig  beweisen,  dassdll 
beiden  dadurch  entstandenen  an  einander  stossenden  Linien  CJH 
einzige  Gerade  bilden. 

Vermehrt  wird  die  Schwierigfteit  der  Sache  aber  auch  turf 
durch  den  unbestimmten  Begriff  der  geraden  Linie,  weil 
derselbe,  wie  gewühnlicb  so  abgefasst  ist:  sie  sei  diejenlgs  UÜn 
deren  Elemente  oder  Punkte  sämmtlich  in  einerlei  RlcbtVlf 
liegen.  Denn,  was  ist  einerlei  Iljcbtung?  Beide  Wilrler  '  "  " 
gleich  sehr  au  Dunkelheit,  nnd  man  wird  auf  ihren  Ursprung  l^ 
rück  gehen  müssen,  wenn  man  sie  deutlich  machen  wHI.  Ott 
Wort  Richtung  ist  nämlich  von  der  Bewegung  des  Augm  fitn 
genommen,  und  beaeichnet  diejenige  Stellung  desselben,  in  wit 
eher  es  den  kleinsten  Gegenstand  am  deutlichsten  sieht.  KW 
nun  eine  Linie,  (d.  h.  dieGrünze  einer  Fläche,  sn  wie  die  Pllttl 
die  Gränze  des  eingeschlosseneu  Raums  ist}    entweder  dorch  ikn  ^ 
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oder  dcB  Aagea  Be;veguns  id  eine  solche  Sfetlan^  kom 
dass  in  der  Richtung  demselben  alle  Elemente  der  Linie  ii; 
Punkt  zusammen 2 u fallen   scheinen,    oder  gich   decken 


it  sie  In  allen  ihren  Elementen  die  nämliche  Richtung  wie  die 
Icbtune  des  Aa^es,  also  einerlei  Richtung.  Dies  erhellet 
lefa  scnnn  aus  der  Art,  wie  die  gerade  Linie  praktisch  geprull 
Ird.  Die  DelinitWin  derselben  dürfte  also  richtiger  folgeoder- 
uisen  lauten:  Die  gerade  Linie  ist  diejenige,  welche  id  eine 
itcfae  Stellung  ^<?^eii  die  Richtune  des  Auges  kommen  kann, 
ÜB  alle  ihre  Elemente  in  einem  Punkte  sosammen  zu  fallen  sehei- 
in,  öder  einander  decken;  diejenige  aber,  bei  welcher  dieses 
imOglicb  ist,  heifi&t  eine  krumme. 

Daraus  folgt  denn  freilich,  dass  die  Elemente  einer  geraden 
hie  in  einerlei  Richtung  [iegeii  müssen,  d.  h.  mit  der  Kich- 
1^  des  Auges  zunammen  fallen  können;  desgleichen,  dassznei 
■  akte  die  Richtung  einer  geraden  Linie  rollkommeD  bestlra- 
en;  ferner,  dasti  die  Ebene  diejenige  Fläche  ist,  mit  weichet 
mde  Linien  von  jeder  Richtung  in  allen  Punkten  zusammen- 
llen,  sobald  dieses  in  zwei  Punkten  geschiebt. 

Zwar  wird  nun  die  Schärfe  der  Grundbegriffe  nnd  der  Beweise 
m  denen  gering  geschätzt,  denen  es  nur  um  Resultate  der  tieo- 
etrie  \'ür  die  pnktiscbe  Anwendung  zu  thun  ist,  daher  diese 
fW  Menge  von  Setzen  der  Elementar  -  Geometrie  als  Axinme  dar- 
et!en.  Das  ist  jedoch  nicht  im  Sinne  Euklids  gehandelt.  Den 
iriecben  war  es  nicht  so  sehr  nm  die  Resultate  der  Geometrie, 
um  »itrenge  logische  Form  der  Beweise  zu  thun;  ihnen  war 
hanptsächlich  eine  Propädeutik  der  Philosophie.  Uns  sind 
iin  freilich  jene  Resultate  weit  wichtiger  für  die  Naturkunde  und 
Wlinik  geworden,  als  sie  ihnen  waren;  aber  deswegen  bleibt 
[Wh  aoch  för  uns  die  Bildung  zu  einem  strenglogi scheu  Denken 
[cht  weniger  wichtig.  Unbestimmte  vieldeutige  Grundbegriffe 
«bten  in  allen  Wissenschalten,  besonders  in  den  discursiven  und 
peculativen,  unsägliches  Unheil  an,  nnd  haltlose  Schlüsse  aus 
'schtichenen  oder  halbwahren  Prämissen  versperrten  oft  für  Jahr- 
mderte  den  Weg  zur  Wahrheit  Des  Aristoteles  Fehlschluss 
r  eine  verschiedene  Fallgeschwindigkeit  der  Kürper  hielt  über 
n  Jahrtausend  alle  Köpfe  gefangen,  und  die  schlagendsten  eng- 
ichen  Beobachtungen  nahen  noch  nicht  die  Reihe  von  Fchl- 
ihlflssen  über  Flutfa  und  Ebbe  verdrängen  können,  zu  welchen 
Bn  bloss  dadurch  verleitet  ward,  dass  man  vergass,  die  Erde 
kein  solcher  Körper  als  die  Theorie  sie  nothwcndig  denken 
ste,  um  die  Wirkung  itkr  A'ltraction  klar  zu  machen.  Wenn 
ler  solches  sogar  in  der  Physik  geschehen  konnte,  wie  vielgrös- 
ir  ist  die  Gefahr  für  diejenigen  Wissenschaften,  welche  von 
eobachtungen  und  Erfahrungen  wenig  oder  gar  nicht  unterstützt 
»rdeal 

Jedenfalls  schickt  es  sich  am  wenigsten  für  die  reine  Geome- 
_  ,  welche  vor  allen  andern  Wissen scfiaften  auf  itnumstössliche 
'■brheit  ihrer  Lehrsätze  Anspruch  macht,  wenn  auch  sie  steh 
ichuldigen  lassen  mnss,  für  manche  ihrer  Grundbegriffe  nnr 
Ebire  Worte,    und  für  einen  ihrer  wichtigsten  und  l'olgeDTeich- 


I 


r. 
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sten  LehnStse  nur   einen  mangelhaften  anbefriedigenden  Benrdi 
SU  haben. 

Es  fehlt  also  nicht  an  triftigen  RechtfertigongsgrfindeD  flir  iu 
Bestreben  derjenigen ^  welche  immer  neue  Versuche  gemacht  luf 
ben,  jenen  Vorivurf  von  der  Geometrie  abzuwenden.  Auch  der 
Verfasser  dieses  Aufsatzes,  der  in  verschiedenen  VerhäitnisMn 
seines  langen  Lebens  zum  wiederholten  Vortrage  der  Wissen- 
schaft genothigt  war,  konnte  sich  solcher  Versuche  nicht  «ntschla- 
fen,  sah  sie  jedoch  stets  vereitelt,  bis  schon  vor  vielen  Müpa 
ie  Ansicht  von  Thibauts  Geometrie  durch  die  Art,  wiederseibt 
unabhängig  von  der  Theorie  der  Parallelen  den  Bewein  filr  den 
Satz  von  der  Summe  der  Dreieckswinkel  fahrt,  ihm  den  Weg[  n 
offnen  schien.  Doch  ward  er  damals  durch  dringendere  Arbeiten 
verhindert  denselben  weiter  zu  verfolgen.  Wider  seine  Vennur 
thung  hat  er  aber  auch  nicbt  erfabren,  dass  jener  Beweis  bei  dm 
späteren  Versuchen  so  benutzt  wäre,  wie  er  es  xn  verdisMi 
scheint,  vielleicht  weil  der  Urheber  denselben  mehr  andeutete  all 
vollständig  ausführte.  Daher  benutzte  er,  bei  einer  neuen  Veran- 
lassung, die  Sache  wieder  aufzunehmen,  die  unfreiwillige  Massen 
welche  ihm  durch  die  nun  schon  mehr  als  zweijährige  dänische 
Vertreibung  aus  seinem  Amte  geworden  ist,  die  Wichtigkeit, 
welche  er  einer  richtigen  Auffassung  jenes  Beweises 
für  die  gesammte  Elementar-Geometrie  undbeeonder« 
für  die  Theorie  der  Parallelen  zuschreiben  sn  mflssei 
elaubt,  der  Öffentlichen  Prüfung  vorzulegen ,  indem  er  zugleich  Am 
Herrn  Dr.  Vechtmann  in  Meldorf  fiir  die  sachkundige  SorgfiJt, 
mit  welcher  derselbe  sich  zuerst  derselben  unterzog,  so  wie  aacii 
dem  Herrn  Professor  Hörn   in  Giückstadt  seinen  Dank  abstattet 

Um  aber  den  Raum  und  die  unnüthigen  Kosten  vieler  Figureu 
zu  ersparen ;  sind  im  Folgenden  alle  von  der  Summe  der  Dreiecks- 
winke!  unabhängigen  Beweise  nur  kurz  angedeutet,  diejeniseD 
Sätze  aber  ganz  weggelassen,  welche  mit  dem  Hauptziele  in  kei- 
ner nothwendigen  \erbindung  stehen. 


Will  man  jedoch  den  von  Professor  T  h  i  b  a  u  t  angebahnten 
Weg  verfolgen,  so  muss  man  nach  seinem  Vorgänge  von  einer 
andern  Definition  des  Winkels  ausgehen,  als  die  gewuhn- 
liche  ist,  welche  durch  den  Ausdruck  —  „der  Winkel  sei  die 
Neigung  zweier  Linien,  welche  in  einem  Punkte  zusammenstos- 
sen"  —  wiederum  den  dunkeln  Begriff  der  Neigung  in  die  De- 
fmition  mischt.  Denn  dieser  liegriflf  kann  nur  durch  den  Gegen- 
satz, nämlich  als  Abweichung  vom  Parullelismus,  deutlich  wer- 
den; von  diesem  darf  aber  vor  der  Theorie  der  Parallelen  nicht 
die  Rede  sein. 

Um  diesen  Uebelstand  zu  vermeiden,  muss  man  von  dem  Be- 
griff der  Kreislinie  ausgehen,  indem  man  diese  als  das  Bild 
des  Weges  betrachtet,  welchen  der  eine  Endpunkt  einer  geraden 
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^ie  beschreibt,  nenn  sie  eicli  mit  dem  aadeni  Endpunkte  um 
inen  Punkt  vullätaiidi^  Fiernmdrelit,  d.  b.  so  lange,  bis  sie  gans 
^'-  die  nrsprüriglitbe  l>age  zurückgekehrt  ist,  mitbin  eine  volle 
nidrehung  gumacbt  hat. 

Die  nnigedrehte  gerade  Linie  beis^t  bekanntlich  der  Radius 
der  Halbmesser  des  Kreises;  das  Bild  des  Weges  aber,  tvel- 
ben  der  eine  Endpunkt  des  Radius  hei  einer  vollea  Umdrehung 
im  den  andern  Endpunltt  gemacht  hat,  heisst  die  Peripherie 
ider  der  Umkreis  der  von  derselben  hegränzten  Kreisriäche. 
ÜQ  Theil  der  Peripherie  des  Kreises  wird  ein  Kreisbogen  ge- 
laont,  und  die  GrOsse  desselben  durch  das  Verhältn'iss  des 
rheils  der  Umdrehung,  der  er  seine  Entstehun^j  verdankt,  zu  der 
ollen  Umdrehung  bestimmt.  Der  ganze  Kreis  ist  daher  als  Bild 
er  vollen  Umdrehung  auch  zugleich  das  Maaes  derselben, 
'  Halbkreis  das  Maass  einer  halben ,  und  der  Kreisbogen  als 
liell  des  Kreises  das  Maass  des  seiner  Grösse  entsprechenden 
rheils  der  vollen  Umdrehung.  Dass  es  aber  bei  diesem  Maasse 
licht  auf  die  Grösse  der  Radien  ankomme,  erhellet  daraus,  dass 
jcht  die  Länge  des  Bogens  an  sich ,  sondern  nur  sein  VerhSttniss 
lam  ganzen  Kreise  die  Grüsse  des  Theils  der  Umdrebung 
estimmt. 

Ein  Winkel  ist  also  nichts  anders  als  das  Bild  eines  sol- 
hen  Theils  einer  vollen  Umdrehung;  die  Radien,  durch  deren 
^^rehung  er  enli^tandcn  ist,  und  welche  nun  denselben  begrSnzen, 
eisten  die  Schenkel,  und  der  Mitlelpunkt,  um  welchen  der 
'bell  der  Umdrehung  erfolgt  ist,  dieSpitze  oder  der  Scheitel- 
unkt  des  Winkels. 

Ist  nun  ein  Winkel  das  Bild  des  vierten  Theils   einer  vollen 

^mdrehung,  hat  er  folglich  den  vierten  Theil  eines  Kreises  zu 
einem  Maasse,  so  heisst  er  ein  rechter;  ist  er  kleiner,  so  wird 
r  ein  spitzer,  und  ist  er  grösser,  ein  stumpfer  genannt.  Ver' 
rSssert  er  sich  aber  so  sehr,  dass  seine  Schenkel  gerade  in  ent- 
egengesetster  Kichtung  stehen,  also  einer  derselben  auf  derrück- 
riüts  gezogenen  Verlängerung  des  andern  Schenkels  zu  liegen 
Dinmt.  mithin  beide  eme  gerade  Linie  bilden,  daher  man  ihn 
ma  auch  einen  gestreckten  Winkel  nennt;  so  ist  er  das  Bild 
B«r  halben  Umdrehung,  und  hat  folglich/  den  Halbkreis  zu  sei- 
»m  Maasse.  Ua  nun  der  Durchmesser  des  Kreises  nichts 
i^ers  ist,  als  zwei  Radien  desselben,  welche  eine  gerade  Linie, 
ier  jenen  gestreckten  Winkel  bilden,  so  folgt  von  selbst,  dass 
der  Durchmesser  die  Peripherie  in  zwei  gleiche  Thelle  theilt. 

.  Wird  also  ein  Kreis  von  heliel)iger  Grösse  in  eine  Zahl  glei- 
jer  Theile    setheilt,    und    der  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die 

Kitze  eines  Winkels  gelegt,    so   ISsst  sich  durch  die  Zahl  jener 
eile,  welche  zwischen  dessen  Schenkel  fallen,    das  Maass  des 

Vinkels,  d.  h.  sein  Verhältniss  zur  vollen  Umdrehuns,  bestim- 
BD.  Die  Zahl  jener  gleichen  Theile  ist  willkührlich;  bekanntlich 
jt  aber,  von  den  ältesten  Zeiten  an,  die  Eintheilung  in3fiOTheile 
der  Grade  den  Vorzug  behauptet,  weil  dieselbe  durch  viele  Zah- 


I 
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len  (lividirl   werden  kanii,    ohne   in   die  Quotienten    unlieauciu 
Briiclw  xu  bringen.    So  enthält  deninucb  der  recbte  Wiiibel  odti 

j  Umdrehung  90";     ^  derselben  ist  =72":    ^  =  'H»";     J  =  '5"; 


Aus  d«B  jetzt  Torangcsthickte»  t^rläiiterangen  ergeben  wdi 
min  DachBl«hend«  Fotgerungen: 

6.  I.  Jede  volle  Umdrehung  einer  geraden  Linie  uro  eioM 
Punkt  in  «biec  Ebene  ist  =iR. 

$.  2.    In    einer  Ebene  ist  die  Summe    Aller  Winkel    tun  Ait 
.  femeiuechartliche  Spitze  =iR. 

Denn  die  gemeiiischafHiche  Spitze  ist  der  Mlttclptnlil 
eines  Kreises,  »Iso  des  Maasses  einer  vollen  Umdrebong, 

!|.  3.     Alle  Winkel  über  einer  geraden  Linie  m'it  einer  semnif 
tlichen  Spitze  (Nebenivinkel)  sind  zusammen  =3ß. 

Denn  sie  haben  zn  ihrem  gemeiiischaltlicheu  MaassedCD 
Halbkreis,  folglich  ^^=1R.  \ 

§.  4.  Sind  also  zwei  Winkel  (a  und  ß)  einander  gleich:  so 
sind  es  auch  ihre  Supplements»  inkel,  d.  h.  ffiejenigen, 
welche  mit  ihnen  über  einer  geraden  Linie  einen  Schenkel  und 
eine  Spitze  gemeinschaftlich  haben. 

Denn  jeder  der  Supnlementswinkel  ist  ^'■llt  — ^«oder 

— ^p.    ist  also  ^a^^jL^,  so  müssen  auch  die  Rest«  gleicfc 

sein. 

S.  5.  Das  Nämliche  gilt  Rlr  zwei  spitze  Winkel  in  Ansebtu^ 
ihrer  Complementswinkel,  d.  h.  aerjenigen,  die  mit  ihnra 
zusammen  :=lfi  sind. 

f.  6.    Wenn   zwei  gerade   Linien   in   einer    Ebene    einander 
schneiden,    so  sind  von  den    vier  dadurch   entstehenden  Winkeb 
die  gegenüberstehenden  (die  Vertical-Winkel)  einander  gl eicli. 
Der  Beweis  aus  §.  3.  ist  bekannt. 

^.  7.  Zwischen  zwei  Punkten  ist  nur  eine  gerade  Linie 
müghch. 

Denn  sollte  noch  eine  andere  Linie  zwischen  zwei  Punk- 
ten eine  gerade  Linie  sein,  so  müssten  alle  Elemente  Am- 
selben  n^Gt  jenen  zwei  Punkten  für  das  Auge  in  einen  PuaU 
zusammen  fallen  kSnnen.  Dann  wäre  sie  aber  keine  sweite. 
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von  der  ersten  verschiedene^  sondern  die  nämliche  Linie.  Fal- 
len aber  nicht  alle  ihre  Elemente  nebst  jenen  zwei  Punkten 
in  einen  einzigen  Punkt  zusammen^  so  ist  sie  zwar  eine  ver- 
schiedene, aber  keine  gerade.  (Vergl.  die  Erklärungen 
oben). 

9*  8.  Folglich  können  zwei  verschiedene  gerade  Liniefi  nur 
D  einem  einzigen  Punkte  zusammenfallen  oder  sich  schneiden. 

Denn,  hätten  sie  zwei  Punkte  gemeinschaftlich ,  so  wären 
sie  nach  $.  7.  entweder  keine  zwei  verschiedene,  oder  keine 
gerade  Linien. 

$.  9.  Zwei  gerade  Linien  kSnnen  keine  Figur,  d.  h.  keine 
überall  begränzte  Fläche,  bilden. 

Denn :  lieeen  beide  gerade  Linien  auf  einander,  so  bilden 
sie  nur  eine  emzige  gerade  Linie,  also  keine  Figur.  Dreht 
dagegen  die  eine  sich  um  die  gemeinschaftliche  Spitze  von 
der  andern  ab ,  so  können  beide  nach  $.  8.  keine  neue  Ver- 
bindung haben,  also  nicht  eine  Fläche  einschliessen.  DerBo- 
fep  aber,  den  diese  beschreibt,  ist  bloss  das  Maass  des 
Kinkels,  aber  keine  Seite  desselben*,  jedenfalls  wäre  er  eine 
dritte  Linie,  und  noch  dazu  keine  gerade. 

6.  10.  Eine  geradlinige  Figur  muss  also  wenigstens  drei  Sei- 
in  haben,  oder  wenigstens  ein  Drejeck  sein. 

§.  11.  Zwei  Kreise  in  einer  Ebene  schneiden  sich  über  und 
Dter  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte,  wenn  diese  Verbin- 
angslinie  1)  kleiner  ist  als  die  Summe  ihrer  Radien, 
ber  zugleich  2)  grösser  als  die  Differenz  derselben. 

Obgleich  der  vollständige  Beweis  dieses  Satzes  keines- 
weges  zu  den  leichteren  in  der  Elementar-Geometrie  gebort, 
so  darf  ich  doch  ihn  hier  übergehen,  weil  er  die  Summe  der 
Dreieckswinkel  durchaus  nicht  voraussetzt  und  schon  von 
Andern  geführt  ist.  Auch  würde  er,  um  ganz  deutlich  zu 
werden,  zu  viel  Raum  und  mehrere  Figuren  erfordern.  Nur 
die  Bemerkung  erlaube  ich  mir,  dass  die  zweite  Bedingung 
bei  Kreisen  von  gleichen  Radien  von  selbst  wegföUt,  weil  die 
Differenz  derselben  =0  ist,  folglich  nur  bei  Kreisen  von  un- 
gleichen Radien  in  Betracht  kommt. 

§.  12.  Aus  drei  ungleichen  geraden  Linien  kann  also  kein 
teieck  entstehen,  wenn  nicht  die  Summe  von  je  zwei  Sei- 
3n  grösser  ist  als  die  dritte. 

Es  sei  näiuiich  von  drei  geraden  Linien  die  eine  ab^=i, 
die  andere  c<Z=:2  und  die  dritte  ef^=i;  so  ist  es  unmöglich 
daraus  ein  Dreieck  zu  bilden.  Denn,  nimmt  man  a6=::4  zur 
Grundlinie,  so  können  cd  und  ef  einander  nicht  einmal  errei- 
chen, also  viel  weniger  schneiden,  weil  die  Summe  der  Ra- 
dien ;=z2-f  1  kleiner  ist  als  die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte ihrer  Kreise,  nämlichdieLiniea6=4.  Will  man  |abercc^=2 
ur  Gfundlinie  nehmen,   so  ist  zwar  ab  +  ef,    nämlich  i  +  h 
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gtüsser  als  die  Verbindungslinie  dc=^;  aber  de  tet  auch 
,'  erüsser  als  die  Differenz  von  ab  —  ef=^\,  folglich  kann  eben- 
»IIa  kein  Ourcbschnittapunkt  entstehen,  weil  der  Krei«  tob 
ab  Jen  Kreis  von  ef  timgiebt  ohne  ihn  zu  schneiden.  Mithin 
kann  auch  in  dieaent  Falle  kein  Zusanimenstossen  der  beideo 
Linien  in  einem  gera  einschalt  liehen  Punkte  stattfinden,  also 
auch  die  Figur  nicht  geschlossen  werden. 

{.  13.  Daraas  folgt  ron  selbst,  dass  in  jedem  geradlinigen 
Dreiecke  die  Summe  von  je  znei  Seiten  grösser  ist  als 
die  dritte. 


Puufet 


14.     Die  gerade  Linie  ist  die  kiirzeste  siviscbe 


Denn ,  zieht  man  zwischen  zwei  Punkten    a  uud   b  eine 

ferade  und  eine  krumme  Linie;  so  können  die  Elemente  der 
rummen  Linie  nicht  in  allen  übrigen  Punkten  mit  der  gera- 
den Linie  zusammenfallen,  denu  snnst  wäre  auch  sie  eine 
gerade  Linie.  Es  müssen  folglich  in  ihr  sich  Punkte  finden, 
welche  ausserhalb  der  geraden  Linie  liegen.  Werden  nun 
diese  durch  gerade  Linien  mit  deu  Punkten  a  und  b  verbun- 
den, so  ist  ihre  Summe  nach  5.  13,  allemal  grüsser  als  ili* 
gerade  Linie,  welche  die  Grundimie  dieser  Dreiecke  bilde!, 


$.  15.  Schon  jetzt  lässt  sich  nach  Professor  Thibaut'a  Vor- 
gänge der  Satz  streng  beweisen,  dass  die  Summe  aller  Win- 
kel eines  jeden  eeradlinisen  Dreiecks  =  2R  ist. 
(Tal.  XI.  rig.  'l.) 

Beweis  I.  Man  verlängere  die  drei  Seiten  des  Drei- 
ecks abc ,  und  lege  auf  die  verlängerte  Grundlinie  ab  eine 
andere  ihr  gleiche  gerade  Linie,  welche  hier  als  ein  Pfeil 
dargestellt  ist,  um  die  beiden  Endpunkte  derselben  zur  Erken- 
nung der  vollen  Umdrehung  unterscheiden  zu  können. ,  Schiebt 
man  nun  diesen  Pfeil  auf  der  verlängerten  Grundlinie  ad  so 
weil  fort,  bis  das  hintere  Ende  desselben  auf  b  liegt,  so  bat 
er  bei  dieser  Bewegung  unstreitig  keinerlei  Drehung  erlitten, 
denn  er  deckt  nach  ivie  vor  die  nämliche  in  gerader  Richtung 
verlängerte  Gmndlinie.  Wird  nun  der  Pfeil  um  den  Punkt  o 
so  weit  gedreht,  dass  er  auf  der  Seite  bc  Ue^t,  so  ist  der 
Winkel  8  die  erste  Drehung  desselben.  Wirrt  er  alsdann 
auf  der  verlängerten  geraden  Linie  be  fortgeschoben,  bis  sein 
hinteres  Ende  auf  dem  Punkte  c  liegt,  so  hat  er  durch  diese 
Bewegung  ebenfalls  keine  Drehung  erfahren.  Diese  zweite 
Drehung  erfolgt  vielmehr  erst,  wenn  er  sich  Jetzt  um  den 
Punkt  c  so  weit  herumbewegt,  dass  er  auf  der  Dreiecksseite 
ac  li^tj  nachdem  er  den  zweiten  Drehungswinkel  s  gebildet 
hat.  Endlich  rückt  er  auch  auf  der  verlängerten  geraden  Ltnia 
af  fort,  bis  sein  hinteres  Ende  auf  dem  Punkte  a  angekom- 
men  ist,  und  wird  imp  durch  die  dritte  Drebun^  um  den 
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Winkel  {;  wieder  völlig  in  seine  vorige  Lage  gebracht «  welches 
beweist^  dass  er  eine  ganze  oder  volle  Umdrehung  gemacht 
hat.  Da  diese  nun  einzig  und  allein  dnrch  die  Drehung  in 
den  Winkeln  8,  8  und  {;  bewirkt  worden  ist»  so  musis  die 
Summe  ihrer  Drehungen  einer  vollen  Umdrehung  gleich  sein. 
Also  ist  die  Summe  von  ^ö  +  j^B  +  ^i=:iR. 

Wollte  jedoch  Jemand  dagegen  einwenden,  die  Umdre- 
hung sei  keine  volle,  weil  si^  nicht  durchgängig  in  dem  näm- 
lichen Punkte  der  Ebene  vorgegangen  ist,  obgleich  es  doch 
b^  dem  Anfangs*  und  Endpunkte  der  Drehung  wirklich  ge- 
schah, so  muss  dieser  auch  noch  weit  mehr  alte  Rotation  der 
Himmelskprper  leugnen ;  denn  Keiner  derselben  vollendet  seine 
Rotation  an  dem  nämlichen  Punkte  des  Raumes,  sondern 
während  einer  Bewegung  von  vielen  tausend  Meilen ,  und.  die 
Trabanten  sogar  während  einer  zwiefachen  Bewegung. 

IL    Nun  ist  aber  (nach  §.  3.) 

Also 

Da  nun  nach  I .Zd-f^  +  ^=4/2 


So  Ist  Z>ß+^Y+J^  =  2B. 

$.  16«    Daraus  ergeben   sich    unmittelbar  folgende  Sätze  für 
Jedes  ger^linige  Dreieck: 

a)  Der  rechte  Winkel  ist  grosser   als  jeder  der 
'  beiden  andern. 

b)  Es  ist  nur  ein  rechter  oder  stumpfer  Winkel 
darin  mögtich.  ' 

c)  Zwei  gerade  Linien,  welche  senkrecht  auf  einer  drit- 
ten stehen,  können  sich  niemals  schneiden. 

Denn,  konnten  sie  sich  schneiden,  so  würden  sie  ein 
Dreieck  bilden.  Dann  enthielte  aber  die  Summe  der  Winkel 
dieses  Dreiecks  mehr  als  2i2,   im  Widerspruch  gegen  §.  15. 

Anmerkuns.  Hier  ist  also  schon  der  Beweis  für  die 
euklidische  Definition  der  Parallelen  geführt,  aber  frei- 
lich nicht  für  den  gleichen  Abstand. 

d)  Wenn  eine  Seite  verlängert  wird,  so  ist  der  da- 
durch entstehende  äussere  WiuKel  gleich  der  Summe 
der  beiden  gegenüberstehenden. 

Denn,  ist  der  äussere  Winkel  =a,  sein  Nebenwinkel  im 
Dreieck  =ß,  die  beiden  gegenüberstehenden  =y  und  9;  seist 
^  a-\^ß=2R  (§.  3.)  und  j;^ß+y  +  ö=22R  (§.  15.);  also  ist 
^a  +  ß=^ß  +  y  +  6;  folglich  ^«=y+d. 


«*- 

i.  17.  Die  folgetiden  Slitze  von  der  ConerueDX  der  Drei- ' 
ecke  nnd  «iiiige  ander«  sind  ffeilich  uiientbenrlich ;  aber  sie  be^ 
dürfen  hier  kein«  Beweise,  weil  diese  eämmllich  von  der  Suiiiiiw 
der  Dreiecks«  initel  nnahhüiifrig  und  bekannt  genug  sind.  Es  siiul 
folgende: 

a)  Wenn  alle  drei  Seiten  des  einen  Dreiecks  deo^ 
., .  drei  Seiten   eines  andereu  eleich  sind,    so  decken   sie  einaDt> 

,    der,  lolgticb  auch  die  Winkel,  welche  gleichen  Seitea  gegen-., 
f  ,  Qbersteben. 

b)  Wenn  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossena 
'''  Winkel  in  einem  Dreiecke  den  nämlicben  Stücken  in  einem 
''  anderen  gleich  sind;  woraus  folgt,  dasa  gleicheBogen  gleiche 

'     Sehnen  haben. 

c)  Auch,  nenn  zwei  Seiten  und  ein  anlleeeDder 
Winkel  den  nSmlichen  Stocken  in  einem  anderen  Dreiecke 
gleich  sind;  aber  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die 
jenem  Winkel  gegenüberstehende  Seite  grösser  ist  als  die.,' 
anliegende. 

d)  Wenn  eine  Seite  und  die  beiden  anliegeQ- 
den  Winkel  in  zwei  Dreiecken  gleich  sind. 

e)  Alse  auch,  wenn  in  zwei  rechtwinkligen  Dreiecken 
eine  Cathete  und  der  anliegende  spitze  Winkel  gleicli 
sind;  denn  dann  ist  der  rechte  Winkel  der  zweite  aaliegende.' 

f)  In  einem  gleichschenkligen  Dreiecke  sind  die  Win- 
kel an  der  Grundlinie  einaocler  gleich;  nnd,  eine  aas 
der  Spitze  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  gelallte  Ver- 
ticale  halbirt  die  Grundlinie  desselben. 

g)  Sind  in  einem  Dreiecke  zwei  Winkel  einander  gleich, 
I      ao  ist  es  gleichschenklich,   d.  b.  die  gegenüberstehen- 
den Seiten  sind  einander  gleich. 

{.  18.  In  jedem  geradlinigen  Dreieck  steht  I.  der  grösse- 
ren Seite  der  grüssere  Winkel,  und  umgekehrt  II.  dem 
grüeseren  Winkel  die  grössere  Seite  gegenüber.  (Taf. XI. 

hg.  2.) 

Be»«is  TOB  I. 

.  ab'^ic  (ex  hyp-)>  folgUcb  kann  bc:^bd   VW   t^'jfbgfi- 
noinmeD  werden.  Zient  maii  uun  cd,  so  ist  .^a=:.<^,iCS.'17.l)) 
■  Aber  jiLairz^ri^S  (§,16.d));.  aU»  iat  aaeh,  i^=j^y  +  S: 
folglich  jilß-t-ö=Z.y  +  2S,   aitbin  Z^-f  J  oim\eiacb  grös- 
ser als  ^f. 

Beweis  von  H. 
^Acb^Ji-f  (eichyp.).  also  kann  der  ^9=^'^  wom  j^tuA 
abgenommen  werden.   Sann  ist  aber  ad=cd  (§,  17. 9));  also 
aa^di^cd+db.    Da  nun  cd-t-db  in^sser  als  cb  (§.  13.};  so 
tat  auch  ad+db  oder  ab  grSsser  als  cb. 

$.  19.  In  jedem  rechtwinkligen  Dreieeko  ist  die  Hypote- 
nase  gtlisser  als  jed«  d«r  Catheteii. 
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Denn  der  rechte  Winkel  ist  grösser  als  jeder  der  fibri- 
gen  (9.  16.  a))^  also  die  gegenüberstehende  Seite,  die  Hy- 
|M>tenuse,  grösser  als  jede  andere  (j.  18«  1.). 

^.  20.    Zwei  rechtwinklige   Dreiecke    sind  congment,   wenn 
die  Hypotenuse  und  ein  spitzer  Winkel,   dessgleichen 
.    die  Hypotenuse  and  eine  Cathete  in  dem  einen  Drei- 
;ke  den  nämlichen  Stücken  in  dem  andern  gleich  sind« 

Denn  in  dem  ersten  Falle  sind  auch  die  beiden  anderen 
eis  Covplementswifikel  zu  Afim  zweiten  rechten  Winkel  des 
Dreiecks  einander  gleich  (^^  15.  und  i.Su),  felglich  gilt  j*17.d). 

Im  zweiten  Falle  aber  ist  die  Hypotenuse  grösser  als 
jede  Cathete  (j.  Id.),  folglich  sind  die  Dreiecke  congruent 
nach  §.  17.  c). 

§,  21.  Die  Verticale  ist  die  kürzeste  aller  Linien  zwi- 
:hen  einem  Punkte  und  einer  geraden  Linie,  fol^ichdas  Maass 
3ines  Abstands  von  derselben. 

Denn  alle  übrigen  sind  Hypotenusen,  folglich  länger  als 
die  verticale  Cathete  (§,  19.). 

§.  22.  In  jeden^  geradlinigen  Vierecke  ist  die  Summe 
Her  Winkel  =4/2. 

Denn,  zieht  man  eine  Diagonale,  so  erhält  man  zwei 
Dreiecke.  ^  Nun  ist  in  jedem  die  Summe  der  Winkel  =2/2, 
also  in  beiden  zusammen  =4/2. 

§.  23.  Ist  also  in  einem  geradlinigen  Vierecke  die  Summe 
veier  Winkel  =2/2,  so  ist  dte  Summe  der  beiden  anderen 
lenfalls  =2^,  und,  sind  diese  beiden  dnander  gleich,  so  ist 
»der  derselben  =1/2. 


Jetzt  sind  alle  Vorbedingungen  vorhanden,  deren.es  bedarf, 
n  zum  Endziele  zu  gelangen,  d.  h.  den  überall  gleichen  Ab- 
fand der  geraden  Parallelen,  und  die  Gleichheit  ihrer 
^«efaselswinkel  nach  der  euklidischen  Methode  durch  die 
leichheit  der  Dreiecke  zu  beweisen. 

^  24.  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  gerade  Verticalen  auf  einer 
itten  geraden  Linie  stehen,  so  stndsie  parallel,  d.  h.  sie 
E^ben  überall  gleichen  Abstand.    (Tat.  Xf.  Fig.3.) 

Uypotbesis :    ^  box = ^  aby=iR 
Thesis:    ax'^by. 


»i 


Hie   in   beliebiger  Eritferoung   von   S't 
Linie  ac=.bd ,    und   ziebe  cd   nebst  den  Diaguoalen  ad  und 
,     Ac,   Bo  ist: 

I,  ai^ab;  ^bae.=^^abd=^R{erL  hyp.) ;  be^ad{ticoaait.). 

Also    Aait-QgAoÄrf  (§■  17-  lj)); 

:    folglicb  bc^ad;    /^ß=a;  ^e  =  S;    nnd  ^y^d  als  Comple- 
ments Winkel  (§.  5.). 

'  [I,     cd^cdi  ac.^T^bd  (es  constr.)  ad=bc  (I.) 


Also    Ac(/a^Acrf6  (§.  17.  a)); 
folgUcb  jC»=^v;  oad  da  ^£=:::t  (!.};    sn  ist 

Da  nun 

^bax  =  ^abi/=R  (ex  byp.) 
so  ist 

2fi 

^fl+f=Zi;  +  e-^=iK(g.  23.) 


* 


"* Also     ^bda^^bdc  (S-  20.  IL);  t^'''  '    , 

folglich  cd  =  ofr;  und  da  ^abd=R  (es  byp.)  und  ^bdc=Jl 
nach  IL,  so  ist  der  Abstand  cd  =  Abstand  oA  (j.  '2].). 

IV.  Da  endlich  ac,  bd  beliebige  Eatrernungen  sind,  so 
gilt  das  Bewiesene  für  jede  Entfernung  von  ab;    also  ist 

'     aa:#6y. 

$.  24.  Wenn  von  zn-ei  geraden  Linien  in  einer  Ebene  jede 
von  einer  dritten  geraden  Linie  verlical  gtschnftten 
werden,  so  sind  sie  parallel. 

Dean,  verlängert  man  in  der  vorigen  Figur  die  Linien  ox, 
by  unterhalb  der  Linie  vvit  so  wira  diese  die  schneidendfl 
Linie,  and  da  unterhalb  derselben  eben  sowohl  rechte  Winkel 
sind  als  oberhalb  nach  S.  3.,  so  muss  hier  das  KSmUche 
gelten,  nas  oberhalb  bemesea  ist 
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§•  25.;  Wenn  von  zwei  geraden  Parallelen  die  ein-e  durch 
tue  dritte  1  gerade  Linie  ▼eftieal-;ee«chnitteo  wird,  eo  ge- 
chieht  da«  Nämliche  au^  bei  der  ändern.  (Ta£XLFIg.4.) 

Hypoth«  1)    uv^wx^ 

2)    jdbay—B. 

Thes.    ^dcazzzB. 

Bieweie. 

Man  errichte  In   beliebiger  Entfernung ,  z.  B.  in  b,  die 
Verticale  bd,  so  ist  sie  als  Anstandsiinle  =ae  (§.  23.).  Also: 

1.  ab=ab;  ac=^bd;  ^bac=:j^abd=Ic  (ex  hyp.  et  coiistr.) 

Also  A  abc^  A  abd  (§.  17.  b)) ; 
folglich  6c=«rf   und  ^y^^i*     : 

IL    cdt=:cd;  ae=26cl  (I;);  ad?=:bc  (I.) 


Also    ^cda^^cdb  (§.  17.  a)); 
folglich  ^'^=iy. 

III.    Da  nun  auch  ^di=y  (I);  so  ist 

oder  ^dca=:R. 

§.  26.  Wenn  zwei  gerade  Parallelen  in  einer  Ebebe 
)u  einer  dritten  geraden  Xiinie  durchschnitten  werden,  so  sind 
ie  Wechselswinkel  einander  gleich.     (Taf.  XL  Fig.  5.). 

Hypoth.    uv^wx 

Thes.  ji^az=i^ß. 

Beweis.   • 

Man  falle  aus  u  und  d  Verticalen  auf  die  gegenüberste- 
hende Parailel-Linle,  so  ist: 

ad^=ad;  ac=db  (ex  hyp.  und  9*^*)»  j^S:!=:^y=iR (exconstt.) 
Also    ^adc^/^aM  (§.  20.  IL); 

folglich  ^a=^/?. 


§.  27,  W«nTi  bei  awel  In  einer  Bbene  liegendcD 
Linien,  welche  voa  cmer  dritten  geraden  Linie  durch 
iverdsn,  die  WechaelBvrioIcel  gleich  sind,  so  siod 
nien   parallel. 

Hypotb.   ^a=ß;    ThesiB  i»o#w*. 


Let  Fit;UT  und  Construction  eben  fvie  oben,  so  ist: 
I.  ad=ad;  ^a=^ß  (ex  hyp.);  ^y=j^6  (ex  constr.) 
Also    Aatlb^^itdc  (§.  20.  L); 
Mgltch  bd:=ae  ond  ^{;=e. 
11.    .^c<=ß  (M  hyp.)(  nnd  ^»=t  (I.).  folgllcfc 

^n-t^^t  =  ^ß+^~  =  lR  ($.  22.  u.  5.23.), 
also  Verticale  ac  =  Veiticale  bd;   mitbin  av^wx  (jj.  24.)- 

{.  28.  Die  übrigen  SStze,  nSmIich,  dass  bei  geraden  Paral- 
lelen, die  von  einer  geraden  Linie  <Iurcbschnitlen  nerden,  der 
innere  Winkel  dem  an  der  nämlichen  Seite  gegenSbei- 
stehenden  gleich  ist,  und  das»  die  äumine  -aer  beiden 
inneren  Winkel  180"  beträgt,  nebst  deren  Gegensätzen,  sind 
nun,  durch  Hölle  der  Vertical-  und  Neben  -  Winkel ,  auf  die  ge- 
wiihnliche  Weise  so  leicht  zu  beiveisen,  dass  eine  nähere  Enl- 
ffickelung  dieser  Betveise  Tüilig  überflüssig  scheint 
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lieber  die  ffeometriselie  Honstmklioii 
der  ImanrinftifCiii  liVurzeln  einer 

Gleicliunff. 

r 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

Ban  *  Condurt«ur   bei  den   Herzogl.  BraunschweigUchen  Eisenbahnen  zu 

Braunschweig. 


Das  gewöhnliche  Verbbreo  der  Aafsachune  der  Wuraeln  einer 
namerischen  Gleichung  mittelst  geometrischer  iLonstruktion»  wo» 
hei  man  die  Uebekannte  a  wie  eine  veränderliche  Abssisse  und 
de»  Werth  der  gegebenen  Funktion  fär  jedes  sugehOrige  o?  wie 
eine  korrespondireode  rechtwinklige  Ordinate  behandelt ,  und  die 
Abszissen  sucht,  fär  welche  die  aurch  die  Endpunkte  der  Ordina- 
ten  gelegte  Kurve  die  Abszisseniinie  durchschneidet,  ist  nur 
brauchbar,  um  die  reellen  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  zu 
finden. 

Wenn  aber  die  Gleichung 

^(^)=0 (1) 

anch  imaginäre  Wurzeln  von  der  Form 

u:z=zre9^^^--^  =  r  (cosqp  +  sinyV^— 1),  (2) 

welches  überhaupt  die  allgemeinere  Zahlform  ist ,  in  der  auch  die 
reellen  Wertbe  enthalten  sind,  besitzt;  so  geht  dieselbe  durch 
Substitution  des  vorstehenden  Ausdrucks  für  a:  über  in 

F(re9V^^)  =  F[r(cos9)  +  sin9\rri)]=:0 (3) 


Hierdurch  erhält  man  eine  Gleichuoe  znischeo  iivei  tod  einaii' 
der  ganz  i]Dabhänj;i(;en  Grllssen  r  uou  ip.  Die  Letzteren  sind  aber 
wegea  Gleichung  (2)  an  die  Bedint^ung  geknüpft,  dass  r  stall 
einen  abeoluten  nder  positiv  reellen  und  tp  irgend  einen  po- 
Bitiven  oder  negativen,  aber  ebenfalls  durchaus  reellen  Werft 
habe.  Man  ist  also  jetzt  in  den  Stand  gesetzt,  die  ÜntersBchung 
blase  auf  reelle  GrOesen  zu  beschränken,  welche  der  Glcidinng 
(3)  ein  Genüge  leisten.  Ohne  die  genannte  Bedingung  ivSrde  dia 
Gleichung  (3)  den  Charakter  der  Unbestimmtheit  annehmen;  man 
.  könnte  dann  z.  B.  für  a  jeden  bcliebigenWerth  setzen,  um  durch 
Auilüsung  für  r  einen  dazu  gehSrigen  Werth  der  letzteren  GrSsse 
XQ  finden.  Dies  irürde  dem  Falle  entsprechen,  dass  man  in  Glei- 
chung (1)  für  a;  einen  Ausdruck  von  der  Form 

mbetituirt  hätte,  der  aus  ztrei  Faktoren  von  allgemeiner  Fona 
bestände,  und  wovon  der  erste  joe"^'"'  den  obigen  Faktor  r  usd 
der  zweite  oeJ^'^^  den  obigen  Faktor  e»V=i  in  Gleichung  fi) 
verträte.  Abgesehen  davon,  dass  hierdurch  das  Problem  nicht 
vereinfacht  wäre,  indem  man  dnrch  die  Einführung  beliebiger 
reeller  oder  imaginärer  Werthe   liQr  <p  in  Gleichung  (3),    wodurch 

cosgi+  sinqpV^— l=elfV-i 

die  Form  ^e^V— i  annähme,  immer  wieder  auf  eine  Gleichung 
kommen  würde,  die  im  Allgemeinen  für  r  imaginäre  Wurzeln  von 
der  Form  ne'''V~>  enthielte;  so  ist  doch  zu  bemerken,  dass  die 
unter  solcnen  Umständen  esistirende  Unbestimmtheit  der  Glei- 
chnng  (S)  sich  nur  auf  die  Werthe  von  gi  und  r,  nicht  aber  auf 
die  daraus  zusammengesetzten  Werthe  von  x^reffV— J,  also  aucb 
nicht  auf  die  Anlliisungen  der  gegebenen  Gleichung  (1)  nbertrSgt. 
Dean  wenn  irgend  ein  Werth  non  9  die  Grösse 

cosijo  i-  sinipV^ — l=:e5V^ 

in  die  Form  ^eß^-^'  übeTfÜbrt,  nnd  r  =  pe=V^  ein  Werth  ist, 
welcher  sich  lur  jenes  9  aus  Gleichung  (3)  ergibt,   so  hat  man 

=  (|>9)[cos(«+p)  +  8in(«  +  ß).V^i], 

worin  nun  (pq)  nnd  (a-|-5)  reelle  Grössen  sind.  Beschränkt  man 
sich  also  auf  die  obige  Bedingung,  dass  In  Gleichung  (31  r  und 
ip  nnr  reelle  Werthe  haben  sollen ;  so  wflrde  man  eben  dieaelh« 
vorstehende  Anflüsung  für  :;  erbalten  müMeo,  wenn  man  in  Glei- 
chung  (3)  tp  =  {a  +  ß)  gesetzt  hätte,  waa  dann  für  r  den  Wertb 
(pq)  geben  milMte. 
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Scheinbar  bleibt  aber  selbst  anter  Beobachtung;  der  (genannten 
Bedmgung,  welche  ja  die  Werthe  Ton  «pund  r  nur  in  die  weiten 
Kränzen  unendlicher  Zahlenreihen  einschliesst,  für  die  Gleichung 
[3)  noch  ein  grosser  Spieli:aani  der  ünbestiniiutheit.  Dass  dies 
jedoch  nur  scheinbar  ist«  leuchtet  ein«  wenn  man  die  Funktion 
F  in  jener  Gleichung  so  entwickelt«  dass  das  Reelle  von  dem 
rein  Imaginären  sich  sondert.    Angenommen  dies  gebe 

F'(r,9))  +  F'(r,9)) .  V^=0 (4) 

Da  diese  Gleichung  nur  realisirt  werden  kann,  wenn  der  reelle 
«nd  der  imaginäre  x heil  für  sich  gleich  Null  wird;  so  zerföllt  die- 
selbe in  folgende  zwei  Gleichungen: 

F'(r,9))=0.......(5) 

F^(r,9))=0 (6) 

Jetzt  hat  man  zwischen  den  beiden  Unbekannten  r  und  q>  zwei 
Gleichungen;  die  Cnbestimmtfaeit  ist  also  verschwunden,  oder 
bezieht  sich  vielmehr  nur  noch  auf  die  Vielheit  der  Wurzeln, 
welche  einem  jeden  Systeme  von  zwei  höheren  Gleichungen  mit 
iwei  Unbekannten  nach  dem  besonderen  Charakter  jener  Gleichun- 
gea  eigen  ist. 

-  Wollte  man  behufs  geometrischer  Konstruktion  der  Wurzeln 
dieser  Gleichungen  sich  in  der  gewöhnlichen  Weise  eines  recht- 
winkligen Koordinatensystems  bedienen;  so  könnte  man  folgen - 
dermaassen  verfahren. 

Man  substituirte   sowohl  in  (5),  wie  in  (0),  für  «p   einen  be- 
•tnnmten   Zahlwerth  q>i   und  behandelte  bloss  r  als  einzige  Ver- 
Widerliche,  welche  unter  den  absoluten  oder  positiven  Zahlen  von 
0  bis  -f- OD  zu  variiren  wäre.    Diese  Werthe  von  r  trüge  man  von 
demselben  Mittelpunkte   aus   auf  Ein   und  derselben  Axe  uls  Ab- 
szissen auf.    Die  entsprechenden  Werthe  von  F'{r,q>i)f  als  recht- 
winklige  Ordinaten  behandelt,   ergäben  alsdann  £ine  Kurve  und 
die  von  F"{r,q)i)  eine  zweite  Kurve  über  derselben  Axe.     Ange- 
QomBien,    diese    beiden    Kurven    durchsehneiden    sich    in    einem 
I^unkte  Aj.    Für  einen  möglichst  benachbarten  Werth  von  9,  der 
9>s  beisse,  würde  sich  dann  durch  F'(r,q>^)  und  F"(r,(p^  über  der- 
selben Axe   ein  zweites  System   von  zwei  Kurven  ergeben,    wel- 
<^hes  sich   in  dem  Punkte  A^  schneiden  möge.    Auf  diese  Weise 
liesse  man  9  in  der  Reihe  von  0  bis  -f-<3D  und  von  0  bis  — oc  va- 
Hiren.     Die   genannten  Durchschnittspunkte  Ai,  A^...    der  aus  je 
Zwei  Kurven  bestehenden  Systeme   würden  sich  dann  durch  eine 
Deue  Kurve    verbinden    lassen.      Der   Durchschnittspunkt    dieser 
bleuen  Kurve  mit  der  Abszissenaxe  lieferte  alsdann  eme  Abszisse, 
Welche  für  r  genommen,   den  fraglichen  Gleichungen  ein  Genüge 
leistete. 

Dieses  Verfahren  ist  nicht  allein  wegen  der  erforderru^ien 
Zerlegung  der  gegebenen  Gleichung  (3)  in  zwei  Thevl«  P  \xwvV  V^* 

Theil  XV.  *1V\ 
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Diid  der  Berechoung  der  eenaDoten  Doppelkurven  sehr  umständ- 
licb,  sondern  auch  deshalb  unvoilkommeu,  weil  eich  vennUtelil 
desselben  nur  der  Werth  von  r,  nicht  aber  der  des  dazu  gehü- 
rlgen  WioLels  qt  und  überhaupt  nicht  unmittelbar  die  gemcht« 
GrÜHse  X  graphisch  darstellt,  wie  es  von  der  geometrischen  Dar- 
stellung des  in  der  gegebenen  Gleichung  liegenden  Gesetzes  ge- 
fordert ivefden  muss. 

Besser  im  Geiste  der  geometrischen  Konstruktion  liegt  fol- 
gende Methode.  Nachdem  man  einen  Nullpunkt  und  eioe  reelle 
Axe  festgelegt  hat,  stellt  man  sofort  den  Werlh  von  F(*)  au* 
Gleichaa^  (1)  für  irgend  ein  x  dar,  indem  man  als  :r  eine  Lisi« 
von  bestiromter  Länge  r  wählt,  die  sich  unter  irgend  einem  W«- 
kel  <p  gegen  den  positiven  Theil  der  reellen  Axe  neigt,  also  rine 
Linie  von  der  Form 

:c=i-e?V— i^rcosy  +  rsinflj-V^ — 1-  ^ 

Die  positiven  VVerlhe  von  ^  werden  links  um  den  NuUpnnkt,  die 
'negativen    rechts    herum   gerechnet^     Bei   dieser  Darstellung  vod 
F(x)  fährt  man  schrittweise  die  darin  vorkummenden  Operationen  g 
aus,  indem  man  mit   müglicbster   Vermeidung  der    Kecb-J 
nung   uamentlich    die  Neigungen   der  einzelnen    Theile  dieser 
Funktion    und    die  Zusammensetzung  derselben  unmittelbar  durch 
Zeichnung  darstellt.     Es  (»leiben  dann  in  der  Regel,    wenn  die  ^ 
Funktion  f' nicht  zu  komplizlrt  ist,  nur  die  abealuteo  Läng«a^ 
der  einzelnen  Strahlen  zu  berechnen.  Diese  Längen  sind  nieLsteo»  m 
unabhängig    von   dem   Winkel  ?,    und  dies  gewnhrt  den  Vortfaeil,  1 
dass   wenn  man  einmal  für  eine  Reihe  benachbarter  Werthe  vour,    ,' 
die  in  der  Zahlenreihe  von  0  bis  +  oo  liegen,  jene  Längen  berech-  | 
net  hat,    man    dieselben    Längen  für  jeden    beliebigen  aadereD  J 
Werth  des  Winkels  <f  gebrauchen   kann.  1 

Die  Grundregeln  bei  dieser  Konstruktiou  sind:  ■ 

a)  fQr  die  Addition,  dass  an  den  Endpunkt  des  Einen 
Strahls  der  hinzu  zu  addireude  in  der  ihm  zakommenden 
Richtung  gelegt  werde; 

li)  für  die  Subtraktion,  dass  an  den  Endpunkt  des  Mi- 
nuend der  Subtrahend  in  der  Ihm  direkt  eiitgegenge«eli- 
ten  Richtung  getragen  werde; 

c)  Fär  die  Multiplikation,  dass  die  absolute  Quantität  des 
Produktes  durch  Alultiplikation  der  absoluten  Quantitäten 
der  Paktoren,  die  Neigung  des  Produktes  jedoch  durch 
Vnrwärtsdrehung  aus  der  Richtung  des  Einen  Faktors 
um  den  Drehungswinkel  des  andern  Fiiktors  erhalten 
werde ; 

d)  für  die  Division,  dass  die  absolute  Quantität  des  Quo- 
tienten durch  Division  der  absoluten  Quantitäten  des  Di- 
vidend» und  Divisors,  die  Neigung  des  Quotienten  Jedocb 
durch  Rückwärtsdrehung  aus  der  Richlung  des  Divideuds 

\  um  den  DrehungsnlDkel  des  Divisors  entetehe; 
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e)  für  die  Potenzirung  zu  eiDem ^positiven  «mzen  ExpcH 
nenten  n,  dass  die  absolate  Quantität  der  Potenz  gleich 
derselben  Potenz  von  der  absoluten  Quantität  des  Grund- 
Faktors ,  dagegen  der  Drehungswinkel  jener  Potenz  gleich 
dem  »fachen  des  Drehungswmkels  des  Gnindfaktors  sei; 

f)  (är  die  Wurzelausziehung  zu  ein6m  positiven  ganzen 
Exponenten  n,  dass  die  Quantität  der  Wurzel  gleich  der 
nten  Wurzel  aus  der  Quantität  der  gegebenen  Grösse, 
dagegen  der  Drehungswiokel  gleich  dem  nten  Theile  des 
Drehungswinkels  diesser  Grösse  sei. 

Mach  der  Regel  (c)  Ist  auch  Multiplikation  einer  Grösse  mit 
M  Faktoren 

ider  mit 

Siffhbedeutend   mit    einer   Vorwärtsdrehung   respect.   um   IbO^, 

>  ffierdorch   ergibt   sieh  durch  die  obige  Konstruktion  ein  Po- 

ten,  welches  vom  Nullpunkte  ausläuft  ^  und  welches  mit  dem 
ea  Endpunkte  wieder  in  diesen  Nullpunkt  einfallen  muss, 
Irem  der  angenommene  Werth  von  x  eine  Auflösung  der  Glei- 
thiDg  (1)  seiD  soll. 

Damit  man  dieses  Verfahren  ausfahren  könne,  muss  die  Funk- 
OB  F*  in  solche  Theile  zerlegt  sein,  auf  welche  sich  die  Regeln 
i)  bis  (f)  zur  Erzeugung  ^er  auf  einander  folgenden  Seiten  des 
Igllchen  Polygons  unmittelbar  in  Anwendung  bringen  lassen, 
itte  man  z.  6. 

FXa:) = Ja?»— VcS + log;r  =  0, 

Drin   der  Koeffizient  A  irgend  eine  geneigte  Linie  von  der  all- 
{meinen  Form 

^V— 1  --  neos«  +  osina .  V^— 1 , 
Lgegen  e  nur  eine  absolute  Zahl  darstellen  möge,   also 

F(ar) =ae«V=^iar»— V^ci  +  logar=0, 

>  mfisste,  wenn  man  nun  für  x  den  allgemeinen  Werth 

ar=rey'^^'^^  =  rcosy  +r8iny  .  V^ — 1 
nföhren  wollte,  das  Glied 

logo; = log  [r(cos9  +  sin  9.  V"— 1>] 


Wenn  man  in  allen  Gliedern,  von  denen  jedes  eine  Si^ 
Polygons  ergibt,  die  Richtungslcoeriizienten  deutlicher  als] 
zen  von  e  markiren  ond  auäeerdem  die  Funktion  auf  der 
Seite  80  darstellen  nill,  dasa  die  einzelnen  Theite  ätwn 
'umnianden  erscheinen;  so  kann  man  auch  schreiben 

Die  absoluten  Längen  ar^,  STci-,  \ogr  der  ersten  dreiO 
^  iind  unabhängig  von  jedem  Wertbe,  don  mau  für  f  «icif 
möge;  nur  der  des  letzten  Gliedes  ändert  sich  mit  7.  Noc 
also  die  ersteren  drei  für  irgend  eine  Heibe  von  Wertbeu  1 
berechnet  sind,  kann  man  sich  derselben  für  jeden 
Wcrth    von    9   budloneii.  J 

Ferner  erhellet,  dass  die  Richtungen  der  sieb  durch  M 
Gleichung  ergebenden  vier  Polygonal  seilen  unabhängig  sind  ■ 
der  Länge  r  der  l'ür  x  angenommenen  Linie,  dass  also,  n 
man  das  IVagliche  Polygon  erst  einiiml  für  einen  bestimmten VM 
von  r  und  qi  entivorfeti  hat,  die  Seiten  aller  Polygone,  fiirwil^ 
man  bloss  r  in  der  gedachten  Zahlenreihe  varüren  ISssl  nwl' 
konstant  erhält,  den  Seiten  des  ersten  Polygons  parallelsj 
(Verden.  < 

Gibt  man  nun  in  F(ß:)  der  Grösse  x  irgend  einen  bestiminU 
Neigungswinkel  ipi  und  lusst  dann  deren  ausnlute  Län 
bis  -f  00  variireu;  su  bcäcbreilit  der  zweite  Endpunkt 
eben  Polygons  eine  Kurve,  welche  durch  den  Nullpunkt  gl 
muss,  wenn  es  für  i/n  ein  zugehüriges  r^  geben  solt,  welcU 
der  Formi'jefi^'^"'^^!  der  gozebenen  Gleichung  ein  Genfig«] 
stet.  Gibt  man  jetzt  dem  \Vinkel  f  einen  zweiten  Werth  f,  ■ 
lässt  die  Länge  r  durch  eben  dieselbe  frühere  Zahlenreihe  fv 
ren :  so  beschreibt  der  lelzle  Endpunkt  des  Polygons  eine  E"<4 
Kurve.  913,  v^,  ^n-..  ergibt  eine  dritte,  vierte,  fünfte  ....  Kbi* 
Diese  Wertbe  von  91  müssen  nun  allmiiblig  sowohl  die  Reihe  Ji 
|iositiveD,  wie  der  negativen  Zahlen,  also  die  Reihe  ^ 

I 
-« 0 \».  I 
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rchlaufeD,  um  alle  mÖglicheD  Kurven  zu  ergeben^  welche  der 
gliche  Endpunkt  des  Polygons  beschreiben  kann. 

Statt  dass  man  9  in  dieser  Weise  über  jede  Gränse  hinaus 
ichsen  iSsst«  kann  man  auch ,  indem  man  in  die  ^gebene  Glei- 
nmg  statt  9  den  Ausdruck  2ibK-f9  schreibt,  wenn  k  eine  wili- 
IhrKche,  aber  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet, 
rst  tiberall  A;=(l  setzen  und  nun  erst  9  von  0  bis  23S  variiren 
issen,  dann  k=l  setzen  und  hierauf  9  ebenfalls  nur  von  0  bis 
%  variiren  lassen  u.  s.  f. 

Ob  es  nuthig  sei,  dass  man  den  Winkel  9 .in  vorstehender 
Kfme  ins  UDendliche  wachsen  lasse,  um  alle  denkbaren  Kurven 
kt  genannten  Art  zu  erhalten ,  oder  ob  sich  für  gewisse  Perioden 
\Verthe  von  9  immer  wieder  dieselben  früheren  Kurven  wie- 
len  müssen,  in  welchem  Falle  man  dann  den  Winkel  9  nur 
len  den  Gränzen  Einer  solchen  Periode  zu  variiren  brauchte, 
von  der  Beschaffenheit  der  Funktion  F  ab. 

Man  erkennt,  dass  in  dem  obigen  för  F(x)  gewählten  Bei- 
|>iele  das  erste  Glied 

line  Fandamentalwerthe  regelmässig  wiederholt,  sobald  man  9 
Kl  0  bis  Stt  hat  wachsen  lassen  und  nun  über  23S  hinausgeht, 
[dem  e^'^^^^^^))^-'^  denselben  Neigungswinkel  darstellt,    wie 

^^*9)^^^K  Ferner  erkennt  man,  dass  in  dieser  Periode  auch 
le  diejenigen  Werthe  vorkommen,    welche  Ajc^   für   irgend  ein 

Sgaiives  9  annehmen  kann,  indem  «(«-8(2*»+»^])^^  den. 
ilben  Neigungswinkel  darstellt,  wie  e(«+8<a^-5P))^-i.  Dieses 
Men  Gliedes  wegen  brauchte  man  man  also  9  nur  von  0  bis  2n 
iehien  za  lassen. 

Die  Werthe  des  zweiten  Gliedes 

Vcr  .  cC^^+f^^^^— Vcjc 

ihren  jedoch  erst  dann  regelmässig  wieder,  wenn  9  von  0  bis 
p^  gewachsen  ist.  Alsdann  sind  aber  auch  alle  diejenigen  Werthe 
ktfrekommen,  welche  sich  für  negative  9  einstellen  würden. 
Tegen  dieses  zweiten  Gliedes  ist  also  eine  Variation  von  9  zwi- 
&hen  den  Gränzen  0  und  in  erforderlich. 

■  >  ■ 

-  Das  Crlied  logr  ist  fiir  alle  Werthe  von  9  dasselbe  und  erfor- 
«it  demnach  gar  keine  Variation  dieses  Winkels. 


Das  letzte  Glied 


9  .  e 
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jindert  seinen  Wert h  mit  jeder  Variation  von  f),  iat  auch  ein 
reg  für  —91,    als   l'ilr  -fv-     1^^  dasselbe  jedoch   einen  booattatM  i 
Ricbtuugskoeßizienten ,    nbo    eine    konstante  Neigung    gegen  " 
reelle  Axe  besitzt,    aDd  ausgerdera  mit  9    gleichlurniiß    ttid 
so  wird  man  eebr  bald  erkennen,  ob  und  wie  weit  es  eifoi 
ist,    dieses  letzteren  Gliedes  wegen  die  Variationen  von  9 
dehnen,  indem  uiaii  immer  vor  Äugen  hat,    daas  die  zu  kansM 
rendcn  Kurvon   dem  Nullpunkte  sich   Däh«rn  und  nicht  denselbc 
fliehen  sollen. 

Nach    diesen    Vorbetracbtungeu    schlagt  man    nun    folgend« 
syatematiscbe  Vtrfabren  ein. 


OX  etat.  XL  Fig.  6.)  festgelegt  hat,  gibt  man  in  Gleichungfi 
dem  Winkel  q»  irgend  einen  bestimmten  Wert h  7^ ,  nomit  maiufi 
Variationen  von  ^    beginnen  will,    und  zieht  durch    O  di«  MN 


ODi,  welche  sich  unter  diesem  Winkel  I\OX^^y  gegen  iu 
Axe  OX  neigt.  Indem  man  nun  vorläufig  v  =  7i  konstant  erbilt 
iässt  man  die  absolute  LSnge  r  der  Unbekannten  x  von  0  g^H 
+  05  variiren.  Für  irgend  einen  solchen  Werth  i'i  von  f  snjl 
nun  die  Konstruktion  der  Funktion  /'(r',?«"^'-*)  das  im  Nid 
»unkte  O  anhebeude  Polygon  OA'iB\Cy  ergeben,  dessen leIxMr' 
Endpunkt  d  sei.  Jetzt  ziehe  man  noch  durch  den  Punkt  Cj  nit 
Oö,  parallel  die  Linie  C^D\    und  mache  deren  Länge  =1^1. 

Fvtr  einen  zweiten  Werth  r"i  von  r  sei  bei  demselben  Werfte  | 
von  7  das  durch  F(r"ie»"^'^')  sich  ergebende  Polygon  dargestclll'  ' 
durch  OA"iB'\C\,  und  es  sei  «ieder  CJ}'\  parallel  geno» 
men  zu   derselben  Linie    ODi  und  an  Länge  gleich   t"i  gemachd 

In  ähnlicher  Weise  mögen  als  Endpunkte  der  Polygone  lüi 
den  konstanten  Winkel  ^j  resp.  für  r=r'i,  r"i ,  r'"] ....  die  Punkt* 

C|,    C"'i,    C"'i und    in   paralleler    Hinausrückuag    über  diM 

Punkte  die  Punkte  Ö-lÖ",,  Z)"",....  entstehen,  wobei  die  Linifli 

fiO',,  fy^D'\,  C'tir,...  resp.  =r',,  r", .  r",.... 

und  sämnitlich  parallel  zu  0/)|  sind. 

Die  Varialiiineu  von  r  fOr  den  Werth  9=^ipt  dehnt  man  aber 
bloss  so  weit  aus,  dass  einige  der  Punkte  Ci,  fi,  C"i-. 
diesseit  und  einige  derselben  jenseit  der  Linie  OÜg  zu  Be- 
gen  kommen. 

Hierauf  verbindet  man  sowohl  die  Punkte  C*[,  C\,  O",.-. 
wie  auch  die  Punkte  Wj  .  D"i,  Ji"'i  ■■■■  durch  Kurven,  von  de- 
nen die  erstere  die  Linie  OD^  in  dein  Punkte  Ci  und  die  letz- 
tere  diese  Linie  ODi    in  dem  Punkte  />,    durchschneiden  müge. 

Jetzt  r'ctzt  man  fiir  7  einen  zweiten  Werth  ipa  und  legt  die  1 
Linie  OD^  unter  dem  Neigungswinkel  if,^  gegen  die  Axe  OX-  ^ 
Ebenso,    wie  vorbin  für  <f=-ifi  die  beiden  Punkte  Ci  und  Bi  in' 
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IT  Linie  ODi  gefandeD  sind,  werden  nun  fiir  tpsstp^  die  beiden 
inkte  C^  mid  D^  in  der  Linie  OD^  ermittelt. 

Für  einen  dritten ,  vierten,  fünften  Werth  g>^,  q>M,  9^  für  9 
lialte  man  dann  in  den  Linien,  welche  sich  unter  diesen  Win- 
ibjeegen  OJC  neigen,  oder  in  deren  Verlängerungen  (wie  z.  B. 
»  öd,  welche,  indem  Winkel  dOX=q>^  ist,  rückwärts  nach 
5  and  1>5  Yeriängert  ist)  die  Punkte  C^  und  /^,  C4  und  D^ 
'«  and  />5.  Dass  ein  Punkt,  wie  D^,  in  der  rückwärts  gerich- 
ten  Verlängerung  der  betreffenden  Linie  Od  liege,  cfaarakteri- 
rt  sich  dadurch,  dass  derselbe  zwischen  O  und  den  Endpunkt 
V  des  zugehörigen  Polygons  föllt  Allgemein  ist  aber  die  wahre 
Schtung  &:r  hier  in  Frage  kommenden  Linien  ODi ,  OD2,  OD^.„ 
irch  diejenige  Linie  dargestellt,  welche  sich  von  dem  betreffen- 
m  Punkte  C  nach  dem  zugehörigen  D  hin  erstreckt,  und  nicht 
ag<ekehrt  von  D  nach  C. 

Diese  Variation  des  Winkels  q>  setzt  man,  wenn  man  nur 
line ^Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  sucht,  nur  so  weit  fort, 
Is  sich  in  den  Linien  OQD|,  OC^D^*.:  die  Lage  der  beiden 
unkte  (\  und  1>|,  C^  und  D^,,..  in  Beziehung  zum  Nullpunkte 
^  umkehrt,  wie  bei  OD^C^,  oder  auch  nur  so  weit,  bis  der 
oUpunkt  O  zwischen  jene  beiden  Punkte  fällt,  wie  bei  C^OD^, 
so  Co  in  die  rückwärts  gerichtete  Verlängerung  der  die  Richtung 
>o  a  darstellenden  Linie  Od  zu  liegen  kommt. 

Jetzt  verbindet  man  die  Punkte  C|,  (^.....    durch  die  Kurve 

i^^CxC^    und  ^ie    Punkte    Di,    />« durch    die  Kurve 

iM\ßzD^b^'  Die  erstere  Kurve,  welche  die  Endpunkte  von 
»lygonen  enthält,  wird  durch  den  Mullpunkt  O  gehen,  also  eine 
müsung  der  gegebenen  Gleichung  erkennen  lassen. 

Es  ist  aber  klar,  dass,  wenn  der  Punkt  Q  mit  O  zusammen- 
It^  also  die  Sehne  OC^  der  Kurve  CiC^CmOC^C^  sich  auf  einen 
ftokt  O  reduzirt,  die  Richtung  dieser  Sehne  mit  der  Tan- 
inte  der  eben  genannten  Kurve  för  den  Nullpunkt  O  zusam- 
»nfkllt  Ausserdem  wird  das  Verbindungsstück  C^D^  zwischen 
Nier  Kurve  und  der  anderen  DiD^D^DD^D^  gleich  der 
üige   OD. 

Zieht  man  also  im  Nullpunkte  O  an  die  Kurve 
iOCäi  die  Tangente  OD  bis  zum  Durchschnitte  D  mit 
3r  Kurve  D^DD^',  so  stellt  OD  sowo_hl  nach  Länge, 
ie  nach  Richtung  den  Strahl  x=^re9'V-'^  dar,  welcher 
er  gegebenen  Gleichung  ein  Genüge  leistet  oder  eine 
Vurzel  dieser  Gleichung  ist. 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  mehrere  imaginäre  Wurzeln 
it;  so  wird  die  Kurve  CiOC^  in  eben  so  viel  Windungen  oder 
weigen  durch  den  Nullpunkt  gehen.  Die  Tangenten  an  die  ver- 
liieidenen  Zweige  von  O  bis  zum  Durchschnitte  mit  dem  be- 
Blenden  Zweige  der  Karve  D^DD^  ergeben  alsdann  die  ver- 
Uedenen  Wurzeln. 


Es  leuchtet  e'tn,  rtaes  die  reellen  WuTzelii  flu rcfa  diese« 
Verfahren  nicht  dargestellt  werden  küimeii,  sobald  die  konataR 
len  Gnlsscn  der  Fuiiblion  F  eömnitlkh  reell  Bind,  weil  alBdonr 
sämnitliche  Polv^nnseiten  upd  demnach  puch  alle  Kunren,  uit 
C,  GC^i  und  D'i/>,iy",  in  die  rcBll*  Ase  fallen,  «eiche  (Sr 
q)=Ö,  n,  27t,  'Sn....  KUgleich  die  Linie  ODf  darstellt,  si 
unter  solchen  UnistHnden  ein  jeder  Punkt  diec^cr  Axe  als  genein- 
achalllicher  Ditrchschnittspunkt  mit  jenen  Kuiven  aiigeeehen  va- 
den  Icüiinte. 

Die  Imaginären  Wurzeln  der  alv<^üraischen  Gleichungen  du 
xweiten  Grades  mit  reellen  Koefßeienten  führen  nach  Vorstebei- 
dem  zu  einer  sehr  gefniligen  Konstruktion.  IVIan  hraurht  nämticb 
bei  diesen  Gleichungen  die  Kurvenbü^en  dCiO"}  und  IfiDflfi 
ßnr  nicht  darzustellen,  um  die  in  dD\  liegenden  Punkte  (\  nna 
/>i  zu  linden,  sondern  kann  die  letzteren  Punkte  und  demaicll 
die  Kurven  C,OCa  und  D,DD^  unniiltelUar  festlegen.  Es  sei  m 
diesem  Ende 


die  gegebene  Qleii^hiing.  Ut  nun  in^Taf  XI.  Fig.  7.  ODj  ilie 
Richtung  irgend  eines  für  a:=re(*V^~'  angenommenen  Strahle*' 
also  Wmkel  AÜJt=9.  unJ  0^,ß,C,  das  für  r  =  r,  sich 
tieiide  Polygon,    indem 

iOAi)  =  a,     (AiB,)  =  f,j:  =  breV^-K 

so  ist  Winkel  ß,^,^=m,  also  Ajßi  parallel  zu  OO,,  feinn 
der  TS eigungs winket  von  B.C,  gegen  OÄ  gleich  'Jos;  mithin  ^^'"'■ 
kel  AiBiCx=OA,/ii-  Soll  nun  der  Punkt  C,  in  die  Linie 
fallen;  so  n.uss  auch  Winkel  OCiBi^CiOAi  und  die  LSnge 
der  Linie  B,Ci  =  OAi,   d.  i,  cr,«  =  a  sein. 

Hiernach  crh;ilt  also  die  dritte  Seite  J^iCi  des  frai;Iicheii 
Polygons  eine  konstante  von  dem  besonderem  Wetlbe 
ipi  des  Winkels  ^  oder  von  der  Richtung  der  Lidie 
ODi  ganz  unahhängige  Länge,  welche  gleich  der  LSnge  de» 
bekannten  Gliedes  OAi  =  a  in  der  gegeheoen  Gleicbuni! 
ist.     Die  Länge   des  hierzu  gehurigen  x  wird  also  ebenfalls  kon- 


? 


<!■ 


Man  kann  also  schon  voraus  schliessen,    dass  die  absolute 
Quantität      (der    Mode\')     Aei    «e«,ucbteu    imaginären   WuFttli 


m 

=-^  Y  —  sein  ivird.    Da  die  Länge  der  sHeiten  Seite  AiBi  des 
fraglichen  Polygons  " 


3=  An  =6^1 


'  I 


ist;  so  folgt,  dass  auch  diese  Seite  eine  von  g>  unabhängige  kon- 
stante Länge  bewahren  wird. 

Um  also  für  die  verschiedenen  Wertheyono  oder  für  die  verschie- 
denen Richtungen  ODi  die  Punkte  Ci  und  Di  zu  finden,  macht 
man  auf  der  positiv  reellen  Axe  OX  die  Länge  OAi^a,  be- 
«ebreibt  um  Ai  mit  dem  Halbmedset 

■  ■'■.I*  ■.'■  ■ 

einen  Kreis^  zieht  AiBi  parallel  zu  OD^  bis  an  den  Cinfang  die- 
ses Kreises  und  schneiaet  mit  der  Zirkeluffnung  ci^:=a=OJ| 
z=i  BiCi  von  Bi  in  die  Linie  ODi  so  ein,  dass  Wihkel 
£iC^O=w^iOC  wird.  Dies,  er^bt.  d^n  Punkt  (^.  Macht  man 
darauf  in  ODi  die  Länge 

SO  indet  man  auch  den  Punkt  Z>|.  '» 

Auf  diese  Weise  ist  in  Ta£  XI.  Fig.  1^  fie  Gleichung 

od«" 

2  +  'Ire^^^^^^  +  r«  e'^'^^^^  =0 
konstruirt,  worin  man  a=2,  6=2,  c=l,  also 


= V!=  v^ä-. 


also 


0^1=30=2,    ilil?i=:6ri=2V^, 

i^Ci  =  cri*=a=2,     <iöi=ri  =  V2 

hat  Die  Kurve  CiOc  ist  eine  geschlossene,  weiche  über  und 
upter  der  reellen  Axe  zwei  kongruente  jSchenkel  bei^itzt, 
welche    zweimal   durch' den  Nullpunkt  gehen  und  daselbst   eine 


V  ■ 


ScIlliDge  bilden.  Die  ebenralls  aus  ztrei  kongruenten  SchenbelK 
bestehende  Curve  DiDÖ'  besitzt  in  der  reellen  Axe  links  nfl' 
Nullpunkte  bei  d  eine  widerkehrende  Spitxe.  Die  beiden  \a>h 
ginlren  Wurzeln 


«  =  -I-*"-l=V^2(-i-iv^) 

sind  dargestellt  resp.  durch   die  beiden  Tangenten  OD  und  OD 
an  die  beiden  Schenkel  der  Kurve  C^Oc  ira  NuUpunkte  O. 

Für  den  Werlh  ^=jt.  also  1<f=-i.x  fallen  die  drei  SeiteD  0^„ 
Ai  B, ,  Bi  Ci  des  obigen  Polygons  iii  die  reelle  Ase  der^stal^ 
daaa,  wenn  die  KoefUzienten  a,  b.  c  säninitlich  positiv  sind,  0A\ 
die  positive,  A^Bi  die  negative  und  ^iC,  die  positive  Richtm^ 
anniirunt,  also 


1.1 


,[i\ 


nird.    Wäre  nun  O^^-f  fiiQ  oder  30^i  <^^  oder  2a<6 

d.    1.   4a<— i  so  fcüantedieEiirveC^Oc  deaNonpinkt  Ooichl 

eneichen;  es  gSbe  alsdatm  keine  imaginären  Warzeln. 
In  Tat  XL  Fig.  8.  i«t  die  deichnng 

oder 

2  -  2r«1'*^» +r«e«pV=i  =0 

konatruirt.  Hier,  vrn  das  ssweite  Glied  negativ  ist.  muas  die  zweite 
Seite  Ai  Aj  des  fraglichen  Polygons  eine  der  Linie  OD,  direkt  entge- 
gengesetzte Richtung  erhalten.  Dies  erzeugt  anfänglich  Polygone 
von  der  Gestalt  OAtBx(\.  Im  Uebrigen  ist  das  Verfahren  dem  frS- 
heren  gleich.  Man  findet  auch,  dass  die  Kurve  C^Oc  der  ffir  die 
Gleichung 

2+2«  +  a:*=0 

gcfnndenen  gleich  ist,  dass  aber  jetzt  einem  Winkel  if  der 
zweite  Dorcnschnittspunkt  der  Linie  Od  mit  jener  Kurve  ange- 
hRrt.  Die  Kurve  D,DO  nimmt  eine  von  der  frfiberen  abwei- 
cli«Dde  GeataK  im ,   mdem  dieselbe  «benfälb  Eweimal  durch  dea 


3»7 

Nullpunkt  geht  und  daselbst  eine  Scblioge   bildet     Die  beiden 
imaginären  Wurselo 


und 


ar=l_\rzl=VT(j-|V^=T) 


sind  jetzt  durch  die  beiden  Tangenten  OD  und  OD'  an  die  bei- 
den Schenkel  der  Kurve  Ci  Oc  im  Nullpunkte  O  dargestellt. 

Fdr  den  Werth  ^pssü,  also  29=:0,  fallen  die  drei  Seiten  OA^, 
AiBi,  BiCi  des  fraglichen  Polygons  ebenfalls  in  die  reelle  Axe 
dergestalt 9  dass  wenn  die  Koeffizienten  a  und  c  positiv  sind  und 
b  negativ  ist,  OAi  die  positive,  AiBi  die  negative  und  BiCi  die 

Eositive  Richtung   annimmt.    Die  Kurve   CiOc   vrfirde  also  auch 
ier  den  Nullpunkt  nicht  erreichen  können,   wenn 
. '         '■ 

oder 


2a<6Y|,  d.  I.  4a<j 


wäre.  Es  würde  alsdann  auch  in  einer  solchen  Gleichung  keine 
imaginären  Wurzeln  geben. 

Wenn  in  einer  quadratischen  Gleichung  die  beiden  Koeffizien- 
ten a  und  c  entgegengesetzte.  Zeidien  hätten;  so  würde,  wie 
Taf.  XI.  Fig.  9.  anschaulich  in|^cht;  filr  keine  der  Kombinationen 

a=  -fa  +a  — a  — a, 
b=s:  +6  —6  +6  -6, 
c=  — c      — c      -f  c      +c 

der  Endpunkt  Q  eines  Polygons  OAiBiC*  in  die  direkteRich- 
tong  ODi  des  zugehörigen  Winkels  q>  falfen  können.  Cnter  sol- 
chen Umständen  gibt  es  eine  Kurve  t^  Oe  von  der  bekannten  Be- 
schaffenheit überhaupt  nicht,  und  es  sind  demnach  auch  keine 
imaginären  Wurzeln  vorhanden. 

In  Taf.  XI.  Fie.  10.  ist  die  Konstruktion  der  vier  imaginären 
Wurzeln  der  Gleichung 

4iHr^=0 

oder 


dai^eslellt.    VVeon  OAy 


=a  genommen  wird 


welches  in  d«r  Riclitung  OCi  liefen  soll,  der  Neignngswinb^ 
CiAiX  der  zneiteo  und  letzleu  Polygonalseite 

dit;  =  a:,»=r*e*ll'*''^^  gleich  5vi  =  ^i(\0X). 
Hiernach  kann  man  den  Punkt  C^  in  der  Linie  OQ  URiuittelb« 
fladen.  Lasst  man  9  von  0  bia  j=EgOX  varüren,  so  ergifi 
sich  die  Kurve  CCiOCi,  an  deren  unendlich  langem  Scbenbef 
OCi  die  Linie  £;ü£,   eine  Asymptote  bildet.     Für 

ergibt  sich  die  Kurve  C^OCn  an  deren  oberem  unendliche 
Schenkel  OC3  die  Linie  ^0£>  und  an  deren  unterem  unendlich! 
Schenkel  OC4  die  Linie  E^OE^  eine  Asymptote  bildet    Fiit 

y=:3-  bis    -T'^EjOX 

ergibt  sich  die  Kurve  C^OCg  mit  zwei  unendlichen  Schenkeln  uou 
den  Asymptoten  E^OE^  und  EjOE^.     Für 

^=-j-   bis  n^S'OX 

e^^  sich  die  Kurve  CjOC^C  mitjfßinero  unendlichen  Schenkel 
01%  und  der  dazu  gehurigen  Asythptote  E^OEf.  Wenn  7  über 
n  hinaus  wächst;  so  stellen  sieb  die  genannten  Kurven  der  Reihe 
nach  wieder  ein. 

Da  diese  Kurven  den  Kullpnnkt  Tiennal  und  zwar  dann  pas- 
slren,  wenn 

591  resp.  :=»,  2ir,  .3»,  4n; 


V  reap-   =B  • 


3n 


ist;  so  gibt  es  vier  im aginSre  Wurzeln.  Man  hat  aber  zu  beach- 
ten, dass  die  von  O  ausgehenden  Knrvenbügen  znm  Tfaeil  nicht 
durch  die  Durchschnitte  der  direkten  Richtungen  der  Linien 
OCiund^^C^,  sondern  auch  durch  dieDurcbschnitte  derrückwärta 
gerichteten  VerlSngerungen  gebildet  sind.  Für  die  Durch- 
schnitte der  direkten  Richtungen  hat  man 
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von    =0   bis    j  den  Kurventheil   CCiO  and  demnach  als  Rich- 
tung der  ersten  Wurzel  die  Tangente  OD\ 

von9=j    bis  »  gsir  keinen  Kurventheil; 

n  2t7t 

von9=5-  bis  -j-  den  Kurventheil  C5O  und  demnach  als  Richtung 

der  zweiten  Wurzel  die  Tangenten  OI^^ 
von9  =  -j-    bis  -j-    gar  keinen  Kurventheil; 

von  9=-^  bis  -^  den  Kurventheil  OC4  und  demnach  als  Richtung 

der  dritten  Wurzel  die  Tangente  OD^'y 

von  9=.-^    bis  -j-  gar  keinen  Kurventleil; 

i-        ■ .  .    j 

von  9  =  -^   bis  23C  den  Kurventheil  OC^C  und  demnach  als  Rich- 
tung der  vierten  Wurzel  die  Tangente  OD*". 

Um  die  absolute  Quantität  dieser.  Wurzeln  zu  bestimmen, 
braucht  man  hier  die  bekannte  Kurve  DiD^„.  nicht  zu  entwerfen^ 
da,  wenn  die  Länge  von  AiCi=zRi  gesetzt  wird,  R^zzzti'^,  ^^^^ 

rx=^SrRi     und     für     die     fraglichen     Wurzeln     R^=za,     also 

ri  =Va^  ist 


.iKii'wtl 


XIX. 

Beweis  der  Existenz  von  n  W^nrzelnl 
In  Jeder   Olichnng   des    nten  Grade 
und  ITntersnclinn^en  iilier  die  ] 
einer  solcben  Cüeiclinn^. 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

n  Eilenbahnen 


Im  sechsten  Theile  dieses  Archives,  Nr.  XXXV,,  bat  Ben 
Dr.  Wittslein  die  geometrische  Bedeutung  des  Beweises  tod  Cauchy 
fiber  des  Vorhandensein  von  mindestens  Einer  Wurzel  in  jeder 
algebraischen  Gleichung  näher  nacbgeniesen.  Hierdnrch  ist  die 
Eleganz  Jenes  Beweises  noch  bedeutend  erhübet.  Derselbe  ist 
aber  ein  indirekter  Beweis,  und  ausserdem  wird  dadurch  nicht 
unmittelbar  das  ganze  Faktum,  worauf  es  eigentlich  ankomml, 
nämlich  das?  jede  algebraische  bleichung  Tom  nten 
Graden  Wurzeln  haben  müsse,  dargethan.  Um  diesen  letzte- 
ren Satz  abzuleiten,  bedarf  es  nun  immer  noch  ganz  besonderer 
analytischer  Combinatlonen,  bei  welchen  die  geometrischen  Be- 
ziehungen nicht  so  nahe  liegen  dGrflen,  als  bei  dem  Beweise  des 
ersteren  Satzes.  Die  Wjchtij^keit  des  fraglichen  Satzes  f^r  die 
Algebra,  und  die  Berühmtheit,  welche  derselbe  dadurch  erlangt 
hat,  dass  er  lange  Zeit  ohne  Beweis  geblieben  ist,  werden  es 
daher  rechtfertigen,  dass  ich  noch  einen  anderen  und  zwar  di- 
rekten Beweis  liefere,  welcher  den  in  Rede  stehenden  Satz  so- 
fort in  seiner  grössten  Ailgemdnheit  aufklärt. 

Die  gegebene  Gleichung  vom  nten  Grade,  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  x  geordnet,  aei,  nachdem  durch  den  Eoeffizleateo 
dm  btichaten  Gliedes  diridirt  ist. 


^1 

0      1^  «-1 

Hierin  mögen  die  Koeffizienten  A»  A..  beliebige  reelle  oder  imagi- 
nSre  Werthe  haben,  also  allgemein  von  der  Fonn 

A-^^ae^  ^""  *  =  oco«  a  +  eisin«.  V^ — l 

sein,  worin  a  eine  absolute  Quantitität  bezeichnet,  a  jedoch 
trar  reell  zu  sein  braucht,  sonst  aber  sowohl  positiv,  wie  nega- 
tiv sein  kann.  Die  Glieder  ]eoer  Gleichung  brauchen  nur  durch 
das  Additionszeichen  verbunden  zu  werden,  indem  man  z.  B.  nur 

zu  setzen  braucht. 

Die    allgemeine  Form,    in   welcher    man    sich   irgend    einen 
Werth  fiSr  x  denken  kann,  ist 

x=^re^^^^  :=  r  cos 9} -f  r sin 9> . V^ — 1, 

worin  r  ebenfalls  nur  eine  absolute  QuantitSt  zwischen  0  und 
+  30,  <p  jedoch  jeden  reellen  Werth  zwischen  —  ao  und  +Q0 
darstellt.  Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  fiQr  x  und  für 
die  Koeffizienten  A  in  Gl.  (1)  wird  dieselbe 

ne*         +are'  +m*e*  A- ar^e^  +.... 

Ol  «  8 


(2) 


oder  wenn  man  den  reellen  Theil  vom  imaginären  trennt  und  den 

ersteren   mit  /j  {r,q>)  und    den   letzteren  mit  /i  (r,  g)).  V  — 1  be- 
zeichnet. 


aco8cr+iircos(flf+  9) +ar*  cos  («+2^)+, 


+  n  r»-*co6[  «  +(n — 1)9] +r"cos(nqp) 
ifr— 1  »—1 


-|-{a8ina-|-ar8in  (a+9)  +  ar*sin(a+2g))+.. 


+   a  r»-isin[  a  +(n— l)g)]+r«sin(ng))|V"— l 


=/i(r.9>)+A(»-.9>)-V-l=0 (3) 

Wir  stellen  uns  jetzt  unmittelbar  auf  den  Boden  der  geome- 
trischen Anschauung,  von  welchem  jeder  arithmetische  Gedanke 
doch  nur  eine  Abstraktion  ist,  und  welcher  sich  deshalb  vor- 
füglich  dazu  eignet,  die  Jdeen  zu  fixiren,  wietvohl  man,  wenn  man 


blofia  mit  Kombi  na  tioneTi  reiner  Becriffe  operireo  wollte,  dieseilie. 
Kesultate  auch  ohne  gcometrisclie  V  ersinn lichong,  aber  mit  eioM 
grüGseren  Aufwitnde  von  Furnielo  und  EtlSuteruDgen  erzietfli 
küiinte. 

Es  ist  lilar  und  künnte  leicht  streng  gezeigt  »erden,  daee 
Funktionen  F,  /,,  A  i"  <il-  ^^)  und  (3)  sowohl  für  r,  «ie  für 
wenn  man  die»e  Grössen  als  Voränderlicbe  betrachtet,  sleti 
gind.  Nimmt  man  daher  fi'ir  <p  irgend  einen  bestimmten  Wet 
ifi  an,  bebaudelt  darauf  in  ii\.  (3)  oder  (3)  fi  wie  eine  Konsbu 
und  läset  bloss  r  von  0  l>is  «>  variiren;  so  muss  der  XTveite  Eb 
punkt  des  diirdi  F  darueatetlten  Polygone  (s.  den  früheren  Ai 
satz  Nr.  XVIU.  über  die  Konstruktion  der  imaeinärea  Wuraeln  ein 
Gleichung)  eine  stctigeKurve  ÄCi  (Taf.XU.Fig.l.)  besohreibeii 
Auf  rechtwinklige  Koordinaten  bezogen,  ist  /".aus  Gl.  (3)  die  vis 
Nullpunkte  aus  in  positiver  oder  negativer  Richtung  der  reelleo 
Axe  gemessene  Abszisse,  und  /'s  die  zugehörige  Ordinale  (^ 
irgend  einen  Punkt  dieser  Curve.     Wenn  OÄ  das  bekannte  Glitd 

ae"         =acostt+flsin«.V— I 

der  gegebenen  Gleichung  darstellt;  so  muas  der  AnfangspunU 
jener  Kurve  nothwendig  im  Punkte  A  liegen;  von  diesem  PudUi 
aus  erstreckt  sich  dieselbe  aber  (fdr  r  =  %)  ins  llneadliche,  i 

ßi  sei  ein  Punkt  dieeier  Curve,  för  welche  9>=iPi  und  r^ 
ist.  Behandelt  man  nun  in  der  gegebenen  Gleichung  diesen  Wefli 
ri  für  r  als  Konstante  und  lässt  bloss  den  Winkel  tp  vom  Weidil 
tpi  an  bis  zum  Werthe  2w7c+ipi  wachsen;  so  muss  der  Punkt 
Bi  ebenfalls  eine  stetii^o  Kurve  B,B^  beschreiben.  Da  ftr 
keinen  dieser  endlichen  Werthe  von  tp,  die  Gleichung  (-2)  od« 
(3)  einen  unendlich  langen  Strahl  ergeben  kann;  so  müssen  alle 
Punkte  dieser  Kurve  0,  B^,  insofern  r^  endlich  ist,  in  endllcben 
Abstünden  vom  Punkte  A  liegen.  Da  aber  für  <p:=i^mt-\ 
gegel^ene  Gleichung  durchaus  dieselben  Wertbe  liefert, 
ni:=ipi;  so  muss  der  letzle  Punkt  der  fraglichen  Kurve  nieder  mit 
dem  ersten  fi,  zusammenfallen;  es  muss  also  B^  B,  eine  et- 
schlossene  Kurve  sein  (die  übrigens  mehr  als  Eine  ganze  Üw 
Windung  machen  kann),  welches  auch  derWerth  von  j-j  sein  mii^e. 

Jetzt  sei  .^i,(;,  eine  Kurve,  welche  man  statt  der  AB^Cj  er- 
hält,  wenn  man  dem  Winkel  ip  den  von  ipi  nur  unendlich  wenig 
verschiedenen  Werth  ip'  gibt,  und  r  wiederum  von  0  bis  ac  iracli- 
sen  iässt.  Diese  Kurve  wird  in  iniendlicher  Nähe  von  AB^Ci 
liegen.  Die  kurzen  Verbinduiigsstriche  zwischen  beiden  mögen 
die  stetigen  Wege  andeuten,  welche  bei  dieser  Veränderung  ili« 
Punkte  ß,,  C, ...  der  Kurve  A  ß,  C,  durchlaufen  haben,  um  id 
die  Funkle  bi,  Ci...  der  Kurve  '-I  6,  r,  zu  gelangen  indem  dit 
gleichnamigen  Punkte  in  beiden  stets  Ein  und  demselben  Werthe^ 
von  r  entsprechen. 

Es  leuchtet  nun  ein,  dass ,  wenn  man  sich  alle  Kun 
unendlicher  Zahl  denkt,  welche  bei  einem  stetigen  Wachseo 
des  Winkels  tp  von  (p,  his  qp'  in  vorstehender  Weise  erzeuRl 
werden  und  die  allmäbligen Uehcrgänge  von  AB,  (J,  zu  A  bi 
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bildeB,  jedenfalls  alle  diejenigen  Punkte  der  Koordinatenebe ncr 
von  dieseii  verschiedenen  Kurven  betroffen  werden  müsi^n,  veelche 
iD  den  mit  Strichen  ausgefulTte»  Flächeuräunien  Ap^  pm, 
mBi  CiCi  bi  inzwischen  jenen  beiden  Kurven  liegen.  Unter  diesen  Flä- 
chenräumen  sind  im  Allgemeinen  diejenigen  verstanden,  welche  von  A 
aus  zwischen  zwei  Durchsehnittspunkteu ,  wie  A  und  p,  p  und  m 
der  beiden  Kurven  liegen,  während  der  letzte  Raum  m  C^  c^  an 
der   obersten   Seite   von   dem  Wege   Q  Ci   des    Punktes   6\    be- 

§  ranzt  ist.  Durch  diese  Behauptung  wird  nicht  ausgeschlossen, 
ass  durch  die  fragliche  Variation  auch  noch  andere,  ausser- 
halb der  gedachten  Flächenräume  liegende  Punkte  der  Koordi- 
natenebene  berührt  werden  können,  indem  sich  z.  B.  die  Kurve 
A  Bf  Cx  bei  ihrem  Uebergange  in  A  ör  Ci  im  unteren  Theile 
Am  noch  etwas  weiter  nach  rechts  über  den  betreffenden  Bogen- 
fheil  der  Kurvet  bi  Ci  ausgebaucht  haben  und  dann  erst  durch 
rfickgängige  Bewegung  ihrer  Punkte  in  die  Lage  AitnbiCi  ge- 
kommen sein  kann. 

Ist  nun  fiir  irgend  einen  anderen  Werth  q>2  von  q),  welcher 
vm  eine  endliche  Grösse  von  ^i  verschieden  ist,  in  vorerwähnter 
Weise  die  Kurve  A  B^  C^  erzeugt  und  C^  C^  der  Weg,  welchen 
der  Punkt  6\  beschreiben  würde,  wenn  man  unter  liesthaltung 
des  dazu  gehörigen  Werthes  von  r  nur  den  Winkel  (p  von  (pi  bis 
Qw  hätte  wachsen  lassen;  so  müssen  bei  dem  stetig  gedachten 
Uebergange  der  Kurve  A  Bi  6\  in  A  B^  C^  wenigstens  alle  die- 
jenigen Punkte  der  Koordinatenebene  getroffen  sein,  welche  zwi- 
schen diesen  beiden  und  der  Kurve  Q  C^  liegen.  Dass  man 
nicht  etwa  die  in  dem  Räume  Ci  M  C^  liegenden  Punkte  durch 
die  Annahme  ausscbliessen  kann,  dass  sich  die  Kurve  A  Bi  Ci 
durch  eine  Drehung  von  links  nach  rechts  in  die  Lage  A  M  Bq^C^ 
bewegt  hätte,  (was  bei  der  entworfenen  Figur  1.  auf  Taf.  XlL 
fast  eine  ganze  Umwälzung  um  den  Punkt  li.  erfordern  würde) 
leuchtet  ein,  weil  der  Uebergang  des  Punktes  nach  C^  durch  die 
Karve  C^  C%  ausdrücklich  vorausgesetzt  ist. 

Man  kann  sich  diese  Variationen  der  Kurve  A  Bi  Ci  durch 
die  Idee  der  Bewegung  eines  biegsamen  und  zugleich  elasti- 
schen Fadens,  dessen  Einer  Endpunkt  stets  in  A  festgehalten 
wird,  gut  versinnlichen.  Dieser  Faaen  kann  sich  auch  für  irgend 
einen  Werth  von  q>  in  einer  geraden  Linie  ausstrecken  und 
Q.ucb  in  dieser  Geraden  mehrere  llinundhergänge  bilden, 
was  der  Allgemeinheit  des  vorstehenden  Räsonnements  keinen 
Abbruch  thut^ 

Wenn  gezeigt  wird,  dass  dieser  Faden  bei  der  Variation  von 
9>  zwischen  den  Gränzen  0  und  ^nn  für  n  Werthe  von  a:=rc9>V-» 
Mmal  durch  den  Nullpunkt  O  gehen  muss;  so  ist  damit  bewiesen, 
dass  die  gegebene  Gleichung  jederzeit  h  Wurzeln  hat,  welche 
sich  bei  fortgesetztem  Wacnsthume  des  Winkels  g>  über  die 
Gränze  2n7t  periodisch  wiederholen. 

Bezeichnen  wir  die  goniometrische  Tangente  des  Neigungs- 
winkels für  irgend  ein  E^ment  der  Kurve  Ai  Bx  Ci  oder  mr  die 
Berührun^slinie  dieser  Kurve  in  irgend  einem  Punkte,  dessen 
rechtwinklige  Koordinaten  nach  Gl.  (3)  fi  (r,  9)  und  f^  (r,  q>)  sind, 

Theil  XV.  ^n 


trorin  die  Griisf 
mit  ß;  so  bat  m 


-  verünrlerlicheii  6|iletl, 


l"tBP=, 


'S"" 

Sr 


BS 

G 
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Je  grüsser  r  (vird,  desto  mehr  ölierH-iegt  das  bSchele 
Glied  x"=T"e"9V^-'  in  der  gegebenen  Gleicimng  alle  Qbrigen. 
und  «ird  zuletzt  unendlich  vielmal  jirfisscr,  als  alle  übrigen  ig' 
samnien genommen.  Für  r^x  verschwinden  also  dieae  letateMU 
Glieder  gegen  x"  uud  man  bat  alsdann 

/'(a:)  =  :r"  =  r"e"9V~i=r"cos{n9)+r"5in(«g)>.  V"^ 

fi  {t,  ip)  ^T"cos  («9)  fa(.r,ip)  =  r"  sin  (atp) 


.8(719.) 


=nj-"-'Biii(nqj) 


tangß=- 


nr"— 'cos(n9i) 


..(5) 


Dieses  Resultat  dnlckt  aus,  dasa  jede  Kurve,  nie  A  fi,  C„ 
in  ihrem  oberen  Theüe,  je  iveiter  sich  ihre  Punkte  vom  Nullpunkte 
O  entfernen,  sich  immer  mehr  und  mehr  einer  Richtung  uähert, 
deren  Neigung  ß  gegen    die  positive  reelle  Axe    daa    «fache   des- 

i'iiriigeD  Wertbes  von  ip  ist,  liir  tvelclien  jene  Kurve  enttv 
n    unendlicher   Entrernung    wird    diese  Kurve  aUo   ji 
der  eben  genannten  Richtung. 


allel  I 


„  me(l"'""''^V-,  jgg 


Ausserdem    erhellet,  dass,  wenn   Ax 
niedrigste    auf  das  bekannte  Glied  7t  in  GL  (I)  folgende  Glied 
ist,  dessen  Koeffizient   A  nicht   gleich  null  ist,  dieses  Glied  alle 

höheren  unendlich  überwiegen  wird,  sobald  man  nur  r  kleii 
DUg  anuinimt.     Für  ein  solcbea  unendlich  klei 


1  datier 


F(j:)=A  +  Au:'"~acoscfi-ar"'<:os{a-\-mq>)  ';* 

+ ["/>"^  +  >;j-"  sin  («  +  mv)]  V^. 

A  (>■>  9)=  «Cös  11+  ar"  cos  («  +  mip),  f^ir,  «p)  =  nsina  +  or^siuCo+JBfJ; 


39i) 


also 


^  zzimar^-''^  cu«  (a  •^tnq))p     J^ = mar™- '  siu  («  +  mg)) ; 


•"«^=  mar»-  ico8("+my)=  **"«  t+  '"y>' 


m  m 


/3=a  +  mg) (Ö«) 

Hiernach  rerlässt  also  eine  Kurve  \neABi  Ci  den  gemeinschaft- 
lidien  Anfangspunkt  aller  Kurven  A  in  einer  Rich&ng.,  welche 
sich  gegen  die  positive  reelle  Axe  unter  dem  Winkel  a-fm?'  ^^^' 

m 

gegen  die  Verlfingerung  der  Linie  OA  unter  dem  Winkel  rmp  neigt. 

NunseiiBTaf.XILFig.2.i^CdiejenigeKurve9  welcheman  nach  dem 
vorstehenden  Verfahren  für  den  Werth  ^rrzO  erhält,  und  C  sei 
«in  in  unendlicher  Entfernung  von  O  liegender  Punkt  dieser  Kurve, 
tfir  welchen  man  die  Richtung  der  Letzteren  parallel  zu  der  unter 
dem  Winkel  na  geneigten  geraden  Linie  denken  kann.  Da  hier 
9)=:0,  also  auch  »^=0;  so  ist  jene  Kurve  in  C  der  reellen  Axe 
OX  selbst  parallel.  Ob  die  Kurve  ilC  in  die  reelle  Axe  ganz 
hineinfällt,  oder  bei  C  uro  einen  endlichen  oder  unendlichen  Ab- 
stand über  oder  unter  02C  liegt,  ist  völlig  j^leichgültig ,  auch  ob 
sich  diese  Kurve,  ehe  sie  nach  C  gelangt,  m  mehreren  Windun- 
gen um  den  Nullpunkt  O  schlingt. 

Lässt  man  jetzt  ip  von  0  bis  zum  Werth  q>iz=:—     wachsen; 

so  erhält  man  Kurven,  welche,  indem  sie  sämmtlich  von  A  aus- 
gwheBi  in  ihren  unendlich  entfernten  Theilen  Richtungen  anneh- 
men, die  mit  der  positiven  reellen  Axe  OX  immer  grosser  wer- 
dtode  Winkel  nq)   einschliessen.     Der  Werth  dieses  Winkels  nq> 

darchlftnft  hierbei  alle  Werthe  von  nJO^=0  bis  n,  —  =  2»,  also 

alle  in  den  vier  Quadranten  liegende  Neigungen,   und 

ea   ergibt  sich    mithin  fSr  9^=:—    eine  Kurve    AC^,   welche    in 

ihren  unendlich  entfernten  Theilen  Ci  wiederum  parallel  zur  po- 
sitiven Axe  OA'  wird.  Der  Punkt  C  (är  r==(X>  beschreibt  hierbei, 
bis  er  nach  Ci  gelangt,  von  rechts  nach  links  einen  Weg  in  der 
Richtung  des  Pfeils  CD,  weicher  bis  auf  den  Abstand  der  beiden 
Kurven  AC  und^iC^  zwischen  ihren  unendlich  entfernten  parallelen 
Theilen  einer  ganzen  Umdrehung  von  360^  gleich  ist.  Die  Tangente 
des  Anfangspunktes  A,  deren  Neigung  gegen  die  positive  Axe  für 

9  =  0  den  Werth  a  (Gl.  5«)  besitzt,  hat  sich  während  dieser  Pe- 
in 

riode  um  den  Winkel  --in  nach  derselben  Seite  herum  weiterge- 
drehet.  Diese  Drehung  kann,  da  mKn»  nur  einen  Theil  -     einer 


i 


I 


896 

ganzen  Umdrehung  ausmacheo ,  wenn  nicht  gerade  eine  biDomlscbe 
trleichung  gegeben  viäre,  wofiir  man  nt=ra  hat. 

Bei  dieser  Bewegung  der  Kurve  AC  müssen  alle  Punkte  der 
Koordinatenebene  berührt  sein,  welche  in  dem  unendlichen  FIX- 
chenraum  ACD...CiA  liegen.  Da  aber  die  Kurve  ACi  nicht  mit 
der  ersteren  AC  zusammenzufallen  braucht;  so  ist  es  nicht  noth- 
wendig,  dass  unter  den  berührten  Punkten  auch  der  Nullpunkt  0  sei, 
d.h.  es  ist  nicht  nothwendig,  dass  die  Gleichung  eine  Wurzel  j;|  be- 

sitze,   für  welche  g>  zwischen  0  und  —  liegt.     Wenn  der  Punkt 

O  von  keiner  der  durch  Jene  Variation  entstandenen  Kurven  ge- 
troflfen  ist;  so  wird  die  Kjirve  ACi  gegen  denselben  etwa  die  ii 
Taf.XII.  Fig.  2.  angegebene  Lage^iEC^  haben.  Ist  derselbe  aber  getrof 
fen  und  zwar  nur  ein  einziges  Mal;  so  wird  er  auf  der  entge- 

feni^esetzten  Seite  der  Kurve  ACi  liegen,  indem  diese  Kurve 
ann  etwa  den  Zug  A  Ei  Ci  verfolgt.  £s  wäre  übrigens  im  All- 
gemeinen möglich,  dass  der  Nullpunkt  durch  die  Bewegung  der 
fraglichen  Kurve  in  die  Lage^£C|  0,  2,  4,  6...»  überhaupt  eine 
gerad  e  Anzahl  von  Malen,  bei  der  Bewegung  in  die  Lage  Ä  EtCi 

i'edoch  1,-3,  5,  7...,  überhaupt  eine  ungerade  AnzaiiT  von  Ala- 
en  und  mindestens  £in  Mal  getroflfen  sei,   dass  es  also  bei  der 
ersten  Lage  2m  und  bei  der  letzteren  Lage  2m  -|- 1  Wurzeln  gäbe, 

für  welche  der  Werth  von  q>  zwischen  0  und  —  läge. 

Vyp  ATE 

Lässt  man  letzt  cp  von  —  bis  —   wachsen:    so    macht    die 
^         ^  71  n 

Kurve  ACi  wiederum  eine  Umwälzung,  welche  der  der  Kurve 
-^C  ähnlich  ist.  Für  9=g).2  =  "~~  erhalte  man  in  Taf. XII.  Fig. 3.  die 
Kurve  ^62,  welche  wiederum  bei  T^  parallel  zur  Axe  OÄ' wird,  indem 
man  hierfür  7iWo=:n,-   =.i7t    hat.      Gab    es    nun     innerhalb   der 

Granzen  0  und-      für   a?  Eine  Wurzel,    oder    konnte    die    Kurve 

A(\  in  Taf.  XII.  Fig.  2.  dieLage/<A\Ci  rechts  vom  Nullpunkte  haben; 
so  kann  jetzt  die  neue  Kurve  A(L  in  Beziehung  zum  Nullpunkte 
Oeine  Lage  wieAECi  '"  Taf.  XILFig.  2.  haben,  wenn  es  keine 

oder  nur  eine  gerade  Anzahl  von  Wurzeln  innerhalb  der  Gränzen  — 

und  -— für<pgiht;  dagegen  eine  Lage,  wie.'IL\Ci  inTaf.  XIL  Fig.'l, 

wenn  es  auch  innerhall)  der  letzteren  Gränzen  Eine  oder  eine 
ungerade   Anzahl   von  Wurzeln   gibt.     Gab   es   indessen  innerhalb 

der    Gränzen   0  und  "    IViro)  keine  Wurzel,  sodass  also  die  Kurve 

71  ^  ' 

A(\  die  Lage  AECi  in  Taf.  XII.  Fig.  'i.  haben  niusste ;  so  muss,  wenn  es 
auch  innerhalb  der  Gränzen  "-  und  für  oo  keine  Wurzel  jjibt, 

die  neue  Kurve  ^^2  eine  der  inTaf.  Xll.  Fig.  3.  darirestellten  äbnliclie 
Lage  haben,  wobei  sie  den  Nullpunkt  an  der  linken  Seite  mit 
y.w {)\  Windungen  umschlingt;   dagegen  niuss,   wenn    es  innerhalb 
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der  letzteren  Gränzen  Eine  oder  überhaupt  eine  ungerade  Menge 
von  Wurzeln  gibt^  die  neue  Kurve  ^C^,  nachdem  sich  die  Kurve 
AECi  ausTaf.Xli.Fig.2.  bei  ihrer  BewegungEinMal  oder  eine  ungerade 
Menge  von  Malen  durch  den  Nullpunkt  gezogen  hat,  diesen  Funkt 
0  an  der  linken  Seite  noch  mit  Einer  Windung  umschlingen, 
Ihnlicb  der  Kurve  AEC^  in  Taf.  Xll.  Fig.  2. 

In  dieser  Weise  lässt  man  den  Winkel  q>  periodisch  von   dem 

n,  2?^    An       2(fi — ])7c 

Eioen  der  durch  0,  --->  -— >  ••• — y  2n  oder   resp.    durch  0, 

9i»  9f%—'fpn-i9  <pn  dargestellten  Gränzwerthe  zum  anderen  wach- 
sen. Von  den  hierdurch  entstehenden  Kurven  AC,  ACi  AC^.,, 
m„ACu-if  ACn»  welche  sämmtlich  von  A  ausgehen,  und,  nachdem 
sie  ganze  Umwälzungen  gemacht  haben,  immer  wieder  in  den 
PDDkten  C  Ci,  Cs ...  der  positiven  Axe  OX  parallel  werden,  um- 
schlingt jede  folgende  den  Nullpunkt  ebensoviel  Mal,  als  die 
vorhergehende,  wenn  es  inner  halb  der  betreffen  denGrän- 
Ben  von  q>  Eine  Wurzel  gibt ,  dagegen  Ein  Mal  mehr,  als 
die  vorhergehende,  wenn  es  innerbalbdieser  Gränzen 
keine  Wurzel,  und  ferner  kann^sie  den  Nullpunkt  höchstens 
p  mal  weniger,  als  die  vorhergehende  umschlingen, 
ivenn  es  innerhalb  j  euer  Gränzen  (p  -f- 1)  Wurzeln  gibt. 
Hieraus  folgt  auch,   dass,  wenn  man   den  Winkel  g)  sofort  von  0 

bis  -^-'  hat  wachsen  lassen,  die  letzte  Kurve  ACp  den  Nullpunkt 

BD  der  linken  Seite  pma.\  mehr  umschlingen  wird  als  die 
«rste^C^  wenn  es  innerhalb  jenerGränzen  keineWur- 
ael  gibt,  und  dass  sie  denselben  mindestens  (p^q)ma,\  m  ehr 
umschlingen  muss,  wenn  es  in  jenem  Zwischenraum  ^ 
Wurzeln  gibt,  dass  also  eine  gleiche  Anzahl  von  Um- 
schlingungen wie  bei  ^6^  nurdann  mOglich  ist,  wenn  es 
ztvischen  den  fraglichen  Gränzen  p  Wurzeln  gibt.  Die- 
ser Satz  lässt  sich  in  aller  Strenge  einsehen  und  erleidet  flür  keine 
denkbare  Figur  der  fVaglichen  Kurven  eine  Einschränkung,  wenn- 
gleich derselbe  norh  emiger  weiter  unten  zu  gebenden  Erläute- 
nmgen  fiür  gewisse  Fälle  bedürfen  wird. 

Nun  muss  aber  nach  der  Natur  der  gegebenen  Gleichung  für 

9=^fi;= =:27C   die    Kurve  ACn  genau  mit   der   ursprünglichen 

Knrve  AC  för  g>=0  zusammenfallen;  die  ACn  muss  also  genau 
ebensoviel  Cmschlingungen  um  den  Null]^)unkt  besitzen,  wie  AC, 
Daraus  folgt  ohne  Weiteres,  dass  bei  der  Variation  des 
Winkels  g>  von  0  bis  2n  die  Bewegung  der  Kurve  AC 
den  Nullpunkt  mindestens  nmal  getroffen  haben,  oder 
dass  es  innerhalb  dieser  Gränzen  mindestens  n  Wur- 
zeln der  Gleichung  (2)  geben  muss.  Es  wäre  nur  denkbar, 
dass  die  Menge  dieser  Wurzeln  noch  um  eine  gerade  Anzahl 
grosser  sei  als  n,  was  jedoch  aus  anderen  Gründen,  die  wir 
sogleich  näher  betrachten  wollen,  unmöglich  ist. 

In  Taf.  Xll.  Fig.  5.  sei  AmCi  die  Kurve,  welche  für  irgend  einen  be- 
^mmten  Werth  von  tp  dadurch  erzeugt  ist,  dass  man  r  von  0  bis 


K  bat  wachsen  lassen.  Anc,  sei  eine  unendlich  benachhirU 
Kurve,  »ekhe  man  für  den  VVertb  7  +  891  des  Winkels  a  in  iW- 
selben  Weiee  erbbll.  m  »nd  n  oder  Cj  und  c,  sei«n  PtnLfe  Ii 
(ÜcaeH  beiden  Kurren,  welche  Ein  and  t\em»e\ben  W^rtB  rat  r 
angehören,  alsn  »im  ailvr  C|  f  1  ein  Eknient  der  Bahn,  nelcbt 
resp.  der  Punkt  m  oder  der  Punkt  (\  liencbrerben  wOrde,  nww 
man  den  daKugehünsen  Werth  vun  r  konstant  erhalten  und  Jen 
Winliel  f>  um  den  kleinen  Zstvacha  89  vermebrt  hätte.  l>urch 
^Striche  sind  10  der  Figur  die  Wege  nii${edeutet ,  welche  alle  sol- 
che Punkte  wie  m,  denen  Ein  und  dcraellie  Werth  von  r  m^ebüit, 
bei  der  Bewegung  der  Kurve  AiiiCi  m  die  Lage  Aiici  lieschri«- 
ben  hiiben.  i^  wird  behuu|itet,  dusg  alle  diese  Weae,  wie  Mf, 
Ci  c,  u.  s.  w.  auf  Ein  und  derselben  Seite  der  Tangen' 
Jen  der  Kurve  AiiiCi  resp.  in  den  Punkten  m,  C,...  liegen,  ^t- 


urve  iHHL-i  resp.  m  aen  i'unKien  m,  l-i.-  liegen,  ^if 

■.b  diese  Kurve  in  der  ßichfung  vnn  A  her  durchlauhi 

uten    immer    nach   vorwürts   gezogen    der' '     *"" 

e  Anci  in  der  vorstehenden  Auffa; 


und    die  Taugeuten    immer    nach   vurwürts   gezogen    denkt, 
atä'i  die  Kurve  •Jic,  in  der  vorstehenden  Auffassung  Id 
ihrer    ganzen    Ausdehnung     entweder    auf    der     link  tu 


Denn  angenommen,    bei    der   Bewegung  der   Kufve  ACiiA 

ein    Tbeil  ihrer  Pnnkte    nach  der   Rinen    lind    ein  aederer  Tbell 

dieser  Punkte    nach    der   entgegengesetzten    Seite    der  l'raglidm 

Tangenten    fortgerückt;   so  nrässen   sieh  die  beiden  Kurven  ACf 

und  Ac,  nach  einer  in.  Taf  XII.  Fig.  6.  dargestellten  Weise  etn 

bei  m  durchschneiden.     Hierbei  ist  es  nur  mSglicb  entweder 

1)  dass  der  urirprfiiYglich  der  Kurve  ACi    augehürige   Punkt  m 

gar   keine   Bewq^nng  gemilcht   hat,  doss   also    die  beiije* 

Punkte  wi  «nd  n  aus  Taf.  XII.  Fig.  5.  fiSr  Ein  uud  densplbn 

Werth  VON  r  >^usaniineufallen,  oder 

3)  dasK  der  Pnntt  in  nach  Taf.  XII.  Fig.  7.  in  der  Richtung  bin 

der  streiten  Kurve  Aci  fortgerückt  ist.  womit  dann  notbwen- 

dig  verbunden  ist,  dass  auch  ein  Puukt  in  der  ersteten 

Kurve  AC^  sieb  in  der  Richtung  mm  ebendersel- 
ben Kurve  A(\  fortseschohen  hat.  Die  Punkte  jn, 
IM,  Tfi,  M  der   Kurve  ACi    in    der  Nachbarschaft  des  Dnrcb- 

schnittes  m  niUssten   dann    die  Weice   mn,  mm,  mn,  mn 
112  3  J 

durehlaufen  haben. 

Um  diese  Bedingungen  ad  1)  und  1  analytisch  anszoAiIck«i 
beuchte  niän,  dass 

A(M)-^aco8B+flrcos(aH)  +  flr*cosCc(+'2T)  +  --+'-"co«(«T)...(6» 

^(l',y)=Min«+flrsiD(c  f,,)  +  Br'sin(a+2f)  +  ....+r''«iii(nv)...(7)  ' 

resp.  die  rechtwinklige  Abszisso  und  Ordinate  irgend  eines  Punk- 
tes der  Kurve  ACi   darstellt.     Schreitet  man  in  dieser   Kurve  von 
einem    Punkte,   welchem   ein    bestimmter   Werth   von    r  angebilrl,  i 
X.  B    vom  Punkte  ni  zw  einem  benncMrarten  Punkte  w ,  w«IcIh*  I 


r+dr  angehört,  fort,  und  projizirt  diesen  Weg  tum  auf  die  Rieb- 

2 

tangen  der  beiden  rechtwinkligen  Koordinatenaxen;  so  erhält  man 
ßlr  diese  Projektiofien  ^^i  und  ^2»  indem  man  berücksichtigt, 
das«  7  konstaut  ist,  und  indem  man  aus  den  Entwickelungen  von 


+  u.  s.  w. 


nur  das  erste  Glied  nimmt,  welches,  so  lauge  der  darin  vorkom- 
mende erste  Differenziaikoeftizient  irgend  einen  von  Null  verschie- 
denen Werth  besitzt,  alle  übrigen  Glieder  bei  genügender  Klein- 
heit von  dr  überwiegt, 

-^.8r = [acos  (a+y)  +  2ar  cos  (a+2y) +3  ar*cos  («  +  39)  + .. 

..  +  nr»-icos(«y)]Sr  ...(8) 

-^  .8r  =  [osin  (a+y)  +  2arsin  (a+gy)  +  3ar*sin(a+3y)  + ... 

OT  11  2  8  8  3 

..+iir»-»sin(n9)]8r...(9) 

Bei  dem  üebergange  eines  Punktes  m  der  Kurve  ACi  zu 
dem  korrespondirenden  Punkte  n  der  Kurve  Aci ,  welchen  beiden 
Punkten  Ein  und  derselbe  Werth  von  r  angehört,  erhält  man  fiir 
die  rechtwinkligen  Projektionen  des  Weges  inn  in  ähnlicher  Weise 
v»ie  vorhin,  indem  man  beachtet,  dass  hierfiir  t  konstant  ist, 

^  .  a9»=-rar  sin  (a  +  y)  +  2ar«sin(c+!29)+3ar»sin(a+39)  +  ... 

0^  11  «4  «8 

...  -|-»r»sin  {fUfj\d(f ...  (10) 
|&.a9=[ar  cos  («  +  9)  +2ar2cos  (af  29>)+ 3 or» cos (a+ 3g,)  +  ... 

Otp  1  1  'l  'A  3  3 

...+nr"cos(w9)]89...  (11) 

Aus  den  letzten  vier  Gleichungen  folgen  die  beiden  wichtigen 
allgemeinen  Beziehungen 

8ir-"'^'3r (*^^ 

"S?-  '^"^ ^^^ 

Soll  nun  die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  erfüllt  sein, 
also  der  Durchschnittspunkt  m  der  beiden  Kurven  bei  der  Be- 
w^;aDg  der  Kurve  ^^Ci    in  die  Lage  Acy  gar  keine    Vcrrük- 


kung  flHmcnliaben(Taf.Xn.Fig.6.)-,soinus8offetib(ir(ür<1iesenPuiilil 
J=Onnd  ^=0 (14)  ' 


|'=»""'V= 


und  demoftch  negen  (12)  nnd  (13),  tvenn  nicht  etwa  r=0  Ut.  Wit' 
blnss  deni  gern einsehaft liehen  Anfangspunkte  J  aller  Knrren  enfr 
sprechen  würde, 

Sü— n  ■■n.i  -fi—a        itri\ 


Soll  jedoch  die  zne'ite  jener  beiden  Bedineuni^en    sich  erßt 
leii,  also  einPunktderKurve.^C,  nie  m  inTaf.XIl.  Fig.7.,dBrchd« 

llebergun^  des  ihm  zitgefiriHgen  r  in  T-\-Br  nach  demselben  Orts 
m  dieser  Knrve  gelangen,  nach  welchem  derselbe  durch  den  0»- 
bergans  von  (p  in  <f]-df  oder  durch  die  Geivesung  der  Kurve  ^(^ 
in  die  Lage  ^(^  gelangt;  so  muss  für  einen  solchen  Punkt  offenbaii 

87=  8r  °"''"Si=är <"'' 

•ein.  SuliBlitiilrt  ni«n  hierin  für  ^  und  |^- ibream  (12)  nnd  {li| 
fiteh  ergebenden  Werthe;  so  fiibren  die  Formeln  (16)  auT  die  Be- 

Cfp  otf  o^  dtp  ""  ' 

öder  wenn  man  in  (16)  (Br  -^  und  -g-f  ihre  Werthe  aus  (12)  und 
(13)  setzt,  auf  die  Bedingungen 


■2  J—  und  -^^  —  r*  4-^  ,. 

Cr 


—"'i}=-''-B (18) 


Diese  Forderungen  aus  (17)  und  (18)  kommen  immer,  selbst  irenii 
r^O  ist,  also  auch  liir  den  gemeiDSchartlichen  Anfangspunkt  A 
aller  Kurven,  auf 


,..(19) 
.,(20) 


7 


hihaua.  Diese  letzteren  Forderungen  enthalten  übrigens  schon 
einen  Widerspruch  gegen  die  Voraussetzung,  da,  wenn  dieselben 
erliillt  sind,    der  Punkt  m   Überhaupt  gar    Keine  Bewegung  ge- 
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acht  haben  kann,  woraus  folgt,  dass  ein  Fortschieben  eines 
»leben  Punktes  bei  dem  Uebergange  der  Kurve  ACi  in  die 
urve  Aci  in  der  Richtung  der  ersteren  Kurve  ACi  un- 
oglich ist,  und  dass  man  die  Untersuchung  auf  die  Voraus- 
^tzung  der  durch  Taf;  Xll.Fig.  6.  dargestellten  ersten  Bedingung  zu  be- 
thränken  hat,  deren  analytischer  Ausdruck,  wennicht  r=0,  also 
enn  es  sich  nicht  um  den  Anfangspunkt  A  handelt,  durch  eben 
eselben  Formeln  gegeben  ist. 

Nun  hat  man  aber  zu  erwägen,  dass  wenn  die  ersten  Diffe- 
inzialkoefBzienten  von  ^i  und  f^  sowohl  für  9,  wie  für  r  gleich 
all  sein  müssen,  was  m  jeder  fVeise  unerlässlich  ist,  das  erste 
lied  in  der  Reihenentwickelung  fiSr  ^/^  und  ^f^  sowohl  in  Be- 
ehung  zu  9,  wie  zu  r  gänzlich  verschwindet,  und  demzufolge 
icht  mehr  die  übrigen  Glieder  dergestalt  überwiegen  kann,  dass 
lan  dieselben  gegen  jenes  erste  Glied  vernachlässigen  dürfte.  E^ 
uromt  aber,  damit  die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  er- 
Ult  werde,  streng  darauf  an,  dass 

^.Bfp=0  ung^.89=0...(21) 

'erde ,  und  damit  die  zweite  Bedingung  erfiiUt  werde,  dass 

^,  a,  =  ^.  ar  ond  ^.a,=-^«.ar......(22) 

iL  Dies  führt  nun  zuvorderst  zu  den  vorstehend!  entwickelten 
irderungen,  wonach  die  ersten  Differenzialkoefifizienten  gleich 
II  werden  müissen,  unter  solchen  Umständen  aber  weiter  zu  der 
»rderung,  dass  auch  die  zweiten  Differenzialkoeffizienten  gleich 
ü  werden  müssen,  dann  aber  auch,  dass  die  dritten,  vierten 
d  alle  folgenden  Differenzialkoeffizienten  verschwinden  müss- 
Q.  Letztetes  ist  aber  unmöglich,  da  die  nten  DiSerenzialko- 
Szienten  in  Beziehung  zu  r,  nämlich 

^=1.2,3....  (n-l)iicos(n9) (23) 

^=:  1.2.3....  (n-.l)»sin(n9) ......  (24) 

rossen  sind,  welche  fär  keinen  Werth  von  r  und  9  gl  eich  z  ei - 
g  gleich  null  werden  können. 

Es  ist  also  schlechterdings  u n  m  ö  g li  ch ,  dass  zwei  benachbarte 
iirven,  wie  ACi  und  Aci,  einen  Punkt  m  miteinander  gemein  hä« 
in  können,  mit  Ausnahme  des  Anfangspunktes  A,  für  welchen 
e  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  dadurch  realisirt  wird, 
iss  r=0  ist,  wodurch  denn  auch  vermöge  der  Beziehungen  (1% 

td  (13)  3=0  und  /^==0,  und  überhaupt,  wie  leicht  zu  zeigen. 
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^=0  und  ^=0,  nicht  aber  ^=0  und   auch  nicht  ^=0 

wird.  Noch  viel  weniger  können  sich  zwei  benachbarte  Kunreo 
in  einem  korrespondirenden  Punkte  berühren,  da  dies  das  Za- 
sanimenfisdlen  sogar  von  zwei  Paaren  solcher  Punkte  fot- 
aussetzen  würde. 

Hieraus  foi^t  die  Richtigkeit  der  früheren  Behauptung,  du» 
die  Kurve  Aci  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  Ein  und  derselben 
Seite  von  ACi  liegen  miiss,  und  femer,  dass  die  ganze  Bcwegoog 
dieser  Kurve  bei  fortgesetztem  Wachsen  von  9  stets  In  demsel- 
ben Sinne  herum  erfolgen  muss,  weil  ja  ein  Rückwärtsschrei- 
ten nothwendig  den  Durchschnitt  mit  unendlich  benachbartes 
Kurven  oder  wenigstens  eine  Berührung  In  korrespondIreDdei 
Punkten  zur  Folge  haben  müsste,  auch  hat  man  sesehen,  da» 
bei  dieser  Bewegung  kein  Punkt  der  Kurve  ACi  längs  Ihrer 
eigenen     Richtung     oder     Tangenle     fortsuschreiteD 


vermag. 


Nun  ist  klar,  dass  die  Kurve  ACi  sich  selbst  durchschneiden 
kann,  indem  sie  wie  In  Taf.  XH.  Fig.  5.  eine  Schlinge  bildet  DieserFall 
tritt  ein,  wenn  för  zwei  verschiedene  Werthe  von  r  bei  demselbeo 
Werthe  von  q>  sowohl  die  Funktion  fi,  wie  /a  dieselben  Wertke 
annimmt.    Alsdann  wird  auch  die  Kurve  Aci  sich  selbst  und  die 
ACi   durchschneiden;    allein    es  leuchtet  ein,    dass   ein   solcher 
Durchschnitt  der  beiden  unendlich  benachbarten  Kurven  mit  dem 
vorstehend  betrachteten  in  keinerlei  Beziehung  steht,    da  es  nicht 
dieselben  oder  unendlich  benachbarte  Punkte    aus  beiden  Kurven 
sind,  welche  in  einem  solclien  Durchschnitte  zusammenfallen,  son- 
dern dass  der  Punkt,  welcher  aus  der  Kurve  ACi  bei  deren  Be- 
wegung in   die  Lage  Aci  mit   dieser   letzteren  Kurve   zusammen- 
trifft,   aus   dem  sich   zurückwindcnden  Zweige  herstammt   und  in 
der   Richtung  der  Kurve  gemessen  in   einer  endlichen  Entfernung 
von    dem  Durchschnittspunkte  liegt,    sodass   hier   weder  ein  Still- 
stand, noch  ein  Verrücken  des  fraglichen  Punktes  in  der  Richtung 
der  an  ihn  gelegten  Tangente  stattfindet. 

Solche  Schlingen  sind  aber  für  das  Folgende  von  einer  ande- 
ren grossen  Wichtigkeit.  Nach  dem  Vorstehenden  müssen,  wenn 
die  kurve  ACi  (Taf.  XIl.Fig.  8.)  durch  die  Bewegung  des  Punktes 
Ci  nach  nach  C^,  63...  hinüber  in  der  Lage  AC^  eine  Schlinge  bildet 
(was  übrigens  nicht  unliedingt  zu  geschehen  braucht),  die  nachfol- 
genden kurven  wiederum  Schlingen  bilden,  wie  ^CV  Die  Schlinge 
zieht  sich  immer  enuer  zusammen,  und  reduzirt  sich  zuletzt  aut 
einen  Punkt  />,  woselbst  die  betreffende  Kurve  AlJ(\  eine  tan- 
ajential  wider  kch  ren de  Spitze  bildet.  Die  darauf  folgenden 
Kurven  bewegen  sich,  wie  AC^  weiter  und  es  kann  auch  die  un- 
mittelbar auf\rld  (olgende  in  der  Nachbarschaft  dos  Punktes  /> 
weder  eine  ähnliche  Spitze,  noch  eine  jenseit  D  lie- 
gende Schlinge  bilden.  Wenn  bei  umgekehrter  Bewegung, 
eine  Kurve  wie  AC^  in  eine  Kurve  wie  ADC^  mit  einer  Spitze 
übergeht;  so  muss  die  dann  zunächst  folgende  Kurve  wie  AC^ 
eine  Schlinge  bilden,  welche  um  den  Punkt  D  herum 
geht  und  kann  diese  Schlinge  weder   innerhalb   der   Spitze 
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1>  zwMchen  den  Schenkeln  AD  and  J^Q  liefen,  noch  auch 
«eihst  eine  der  D  ähnlicke  Spitze  sein. 

Diese  Behauptungen  bedfirfed,  abgesehen  von  der  allgemei- 
nen Bewegung  der  ganzen  Kurve >  welche  aus  dem  Vorstehenden 
mit  Nothwendigkeit  folgt,  noch  eines  strengeren  Nachweises  hin- 
sichtlich der  Gestalten  in  immittelbarer  Nähe  des  Punktes  D, 

Dass  wenn  zufolge  des  obigen  Bewegungsprinzips  ylC]  in  die 
Li^  AC^  oder  umgekehrt  Av^  in  die  Lage  ACi  kommen  soll, 
ii^endwo  eine  Kurve  ADC^TOxii  einer  Spitze  D  entstehen  mnss, 
ist  klar.  Dass  die  beide«  ^clkenkel  dieser  Kurve  bei  D  eine  ge- 
meinschaftliche Tangente  besitzen  mfissen,  erheilet  aus  der  For- 
mel (4)  für  die  goniometrische  Tangente  des  Neigungswinkeis  ß 
dieser  Berühruugslinie  gegen  die  Abiszissenaxe.    'Der  Ausdruck 

w 

kann  nach  der  Natur  der  Funktionen  A  und  fi  fär  ein  bestimmtes 
r  und  0,   also  fiBr  einen    bestimmten  Penkt  D,  immer  nur  einen 

einzigen  Werth  annehmen.  Selbst  wenn  derselbe  sich  fOr  rp=0 

nml  -^tn^  in  der  Form  a  darsteflen  sollte,  wird  man  durch  fort- 
gesetzte DiSereflziation  des  Zählers  und  Nenners  endlich  auf  einen 
feestimmten   Ausdruek   fiir  tang/J  kommen,  weil  schliesslich  -k-^ 

und  K^  nach  Gl.  (23)  und  (?4)  jenen  Ausdruck  nicht  mehr  unbe- 
stimmt lassen  können. 

Für  eine  solche  Spitze  muss'  aber  ferner  der  erste  Differen- 
zialkoef&zient  von  fi  und  f^  in  Beziehung  zu  r  den  Werth  null, 
dagegen  der  zweite  einen  von  null  verschiedenen  Werth  besitzen, 
f^ell  ja  rem  jener  Spitze  aus  sowohl  eine  Vermehrung,  wie  eine 
Verrniirrderung  des  Detreflfende»  Werthes  von  r  um  die  unendlich 
kleine  Gfßsse  hr  dieselbe  Teränderung  in  den  Fo»ktionen  fi  und 
A,  welche  die  Koordinaten  von  D  sina,  bis  auf  relativ  unendlich 
kleine  Differenzen  hervorbringen  muss.  Wäre  zufällig  für  einen 
solchen  Werth  von  r  der  zweite  DifferenzialkoefBzient  von  fi  oder 
f^  gleich  null ;  so  müsste  es  auch  der  dritte  sein,  und  man  müsste 
ffir  den  vierten  einen  bestimmten  Werth  erhalten.  Es  ist  übrigens 
iinmöglieh,  dass  alle  höheren  DifferenzialkoefQzienten  in  Beziehung 
zu  r  gleich  null  würden.     Für  die  Spitze  D  hat  man  also 


3%  .-..-  sy« 


3^=0  und  ^«=0; 


dagegen  muss    smvoht  "^^y  ^^i^  ^^    irgend     einen    bestimmten 
Werth  haben. 


Beseichnet  man  mit  fx  und  /C^'  die  Wertbe  der  Funktion*» 
/,  und  /'s  fiir  dun  entsprechenden  Punkt  in  der  uneodlicb  beoaelf 
(»arten  Kurve,  für  welchen  luan  r  und  ^  -f  dif  ätatt  r  und  f  hat; 
uo  ist 


US  ilen  GleichuDgen  (8)  und  (9)  leicht  fiadet.  i 
I  BeziebuDg  zu  qi  differenziirl , 


..(25) 


^_»A      /8Ä  .8%'!. 
D»  nun  ^  und  ^  den  Werth  null,  dage(i;en  -^  und  - 


n  Werth  haben  müssen;  so  folgt,  dut  | 


m 

..(28) 


nicht  gleich  Dull  sind,  dass  sich  also  auch  ID  der  benachbarte! 
Kurve  keine  Spitze  bilden  liann.  Man  erkennt  dies  nocb 
deutlicher  in  der  Reihenentwicklung  für  die  ganzeu  Differenzeo 
ÄA '   AA  >   A^ ')  A/s' .    Diese  ergibt  unter  Beriicksichtigang  der 

'1? 


verstehenden  b.e'deii  Formeln  und  indem  man   die  ersten  in  -^ 


und  ^  multiptizirten  Glieder,  welche  gleich  null  sind,  sofort  OO' 
terdrÖckt, 


A/1 


«ViÄ^     8y,      8r" 
~  Sr'1.2  +  8r"  '  1.2.3  ■■ 


n,  8r!  .8JA_^.  ,3„, 
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A/.-=    §.a^+^g+^'^+ (32, 

Das  erste  Glied  von  ^/i'  und  A/a'»  welches  bei  genügender 
Kleinheit  von  dr  alle  übrigen  überwieset,  kann,  da  Btp  von  dr  ganz 
unabhängig  ist  und  unendlich  vielmal  grösser  als  dr  gedacht  wer- 
den dari,  unendlich  vielmal  grösser  gemacht  werden,  als  das  erste 
Glied  von  A/i  und  /J^.  woraus  der  obige  Schluss,  dass  die  Nach- 
barkurve nicht  auch  eine  Spitze  haben  kann,  -sich    ergibt.     Nach 

(29)  und  (30)  ist  jetzt,  wo^=0  und  -^=0  ist, 

tang/5=g^  .•..(33). 

Bezeichnet  man  nun  den  Neigungswinkel  der  Tangente  filr  den 
IVinkt  der  Nachbarkurve,  welcher  der  Spitze  D  in  der  ersten 
Kurve  entspricht,  gegen  die  positive  reelle  Axe  mit  ß^;  so  hat 
man  wegen  (31)  und  (32) 

t&ngß'=-^=-cotß  ....(34), 

vobei  noch  sin/3'  das  Zeichen  von  -g-^  dg>dr  und  cosjS'  das  von 
— g^öySr  hat.    Es  ist  also 

ß'=ß+l ^^)- 

lieraus  folgt,  dass  die  Tangente  an  dem  korrespondirenden  Punkte 
ler  Nachbarkurve  perpendikular  gerichtet  ist  gegen  die  Tan- 
gente an  der  Spitze  D  der  ersten  Kurve.  Dies  beweist  nicht 
»loss  die  Unmöglichkeit  einer  Spitze  in  der  Naehbarkurve,  son- 
iern  auch  die  Unmöglichkeit,  dass  die  Nachbarkurve  eine  ganz 
md  gar  vor  oder  ganz  und  gar  hinter  der  Spitze  D  liegende 
Schlinge  zu  besitzen  vermag,  da  dies,  wenn  man  dr  klein  genug 
lenkt,  bei  der  normalen  Richtung  der  Nachbarkurve,  nothwendig 
tu  einer  der  früher  betrachteten  unstatthaften  Durchschnei- 
lung  beider  Kurven  in  der  Nähe  der  Spitze  fuhren  müsste.  Die 
Naehbarkurve  kann  also  nur  nach  Art  derTat.XiI.Fig.8.  e  i  n  e  S  ch  I  i  n  g  e 
im  die  Spitze/)  herum  wie  AC^,  oder  eine  vor  der  Spitze 
vorbeiziehende  Kurve  ohne  alle  Durchschneidung  wie 
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ACm  bilden,   was  durch    das  Nachfolgende  noch  in  ein   hellerf» 
Licht  gesetzt  wird. 

Es  ist  nämlich  wichtig,  zu    bemerken,  dass  ß'^zß-^-^    xaA 

nicht  =/3 — ^  ist,  dass  also^    wenn  man,  vom  Anfangspunkte  A 

aller  KurFen  kommend,  über  die  Spitze  D  der  Kurve  ADC%  hin- 
aus in  der  Richtung  des  ersten  Elementes  des  Schenkels  DCy 
fiSr  welches  das  r  der  Spitze  in  r-^dr  und  nicht  in  r—br  Obergeh^ 
fortschreitet,  aus  dieser  Richtung  die  Richtung  des  korrespoiidi- 
renden  Elementes  der  benachbarten  durch  den  Cebergang  von  9 
in  9-f89>  und  nicht  in  9 — 69  erzeugten  Kurve  AC^  erhalten  wiroi 
indem  man  nach  der  Seite  der  positiven  Drehung  den  Win- 
kel ß  um  einen  rechten  vergrüssert.  Unter  Beachtung  die* 
ses  Umstandes,  und  wenn  mau  erwägt,  wie  die  Zeichen  vod 
sinj3'  und  cosß*  sowohl  für  — 89  statt  -{-d<f  als  auch  fQr  —dr  statt 
-f-dr  m  die  enf gegengesetzten  verwandelt  werden  ^  ergibt  sich  folgeo- 
des-Gesetz.  Wenn  sich,  wie  beiZ>  iuTaf.XIl.Fig.  8.,  eine  S^pi^xe 
dergestalt  bildet,  dass  man,  von  A  kommend,  den  widerkehreo- 
den  Schenkel  ÜC/^  zur  Rechten  hat;  so  muss  dieselbe  bei  der 
nächsten  Bewegung  der  Kurve,  also  füra)-|-da>,  tu  eine  vor  der 
Spitze  vorbeiziehende  Kurve  AC^  üoergeben,  und  « 
muss  ihr  fiir  9— 69  eine  Schlinge  ^CJi  vurangegangen  seiDi 
welche,  je  weiter  man  in  der  Bewegung  der  Kurven  zurücksieht, 
eine  immer  grössere  Oeffiiung  gebildet  haben  und  demnach  'an- 
ninglich  über  den  Punkt  A  hereinge  seh  ritten  sein  muss, 
wie  dies  die  Bewegung  der  Kurven  -^C, ,  ACu  AC^f  ACa,  AC^ 
ACq  it>Taf.XII.  Fig.8.  darstellt.  Es  istaueh  klar,  dass  eine  liber^-lnereiii- 
schreitende  Sclilinge  AC.2  sich  iinuier  enger  zusammenzieht.,  sodass 
von  ihrem  Umraiiire  kein  Punkt  der  Koordinatenebene  «getroffen 
werden  kann,  welcher  nicht  innerhalb  der  durch  ^J  gehenden  grOss- 
teo  Schiingenöffnung  liegt,  und  dass  sich  eine  solche  Schlinge  zu- 
letzt durch  einen  Uebergang  durch  eine  Spitze  ganz  auflus't, 
indem  dann  alle  ferneren  Kurven  vor  dem  Spitzenpunkte  i)  vorbei- 
ziehen. Ein  jeder  in  der  genannten  grcissten  Schiingenöffnung 
liegende  Punkt  wird  hei  dieser  Bewegung  Einmal  von  den  sich 
zusanunenziehenden  Theilen  und  dann  noch  Einmal  von  den 
sich  wieder  ausdtdinenden  Theilen  der  Kurve  getroffen  werden. 
Bei  denjenii^en  l^nnktcMi  der  Koordinatenebene,  durch  welche  der 
Kreuzpunkt  der  Schlinge  sich  hewegt,  erfolgt  der  Durchijani; 
jener  beiden  Kurventheile  mit  Einem  Male,  so  dass  auch  diese 
Punkte  stets  zweimal  von  der  Kurve  getroffen  werden.  Zu  den 
letzteren  l^unkten  «ehört  ebenfalls  der  Spitzenpunkt  D  selbst, 
bei  welchem  sich  der  Umfang  der  Schlinge  auf  Null  reduzirt.  Dio 
Bewegung  der  Kurve  ist  aber  stets  so,  dass  sich  der  in  derSpitzu 
I)  liegende  Punkt  der  Koordinateihhene  hei  fortgesetzter  Bewe- 
gung der  Kurve  in  den  spitzen  >\  inkel  A/)(\  hineinzieht,  also 
immer  den  Kreuzpunkt  der  im  Verschwinden  begriffenen  Schlinge, 
mithin  zwei  K u  r v e  n  s  ch  e n  ke I  a  u  f  E i  n  mal  durchschneidet.  Man 
weiss  auch  aus  dem  Früheren,  dass  kein  l^unkt  der  sich  bewegen- 
den Kurve  an  einem  Punkte  der  Koordinatenehene  tangential  zur 
Hichtung  der  Kurve  vorüherrücken  kann,  dass  also  jeder  i^unkt 
Jje;>er  Ebene,  der  überhaupt  von  der  Bewegung  der  Kurve  getrof« 
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fen  wird,  dieselbe  u  nzweidentig  durchschneidet  oder  so- 
fort  auf  die  entgegengesetzte  Seite  der  Kurve  tritt.  Unterschei- 
det man  an  der  ffaglicben  Kurre,  indem  man  dieselbe  vom  Anfangs- 
punkte A  her  durchläuft,  eine  linke  und  eine  rechte  Seite ;  so  ist 
es  die  linke,  welche  in  allen  Fällen  bei  der  positiven  Bewegung 
der  Kurve  nach  der  Gegend  der  darauf  errichteten  Normalen  vor- 
rfiekt  und  die  Punkte  der  Koordinatenebene  zuerst  aufnimmt. 
Diese  Seite  der  Kurve  ist  in  Taf.  XIL  Fig.  8.  zu  grösserer  Deutlich- 
keit mit  Punkten  besetzt. 

Nennen  wir  eine  Figur  wie  ACx  oder  AC^  ohne  Schlinge  oder 
Spitze  die  normale  Gestalt  der  Kurve,  und  eine  Rotation  dieser 
Sjirve  um  den  Punkt  A,  bei  welcher  sich  ebenfalls  keine  Schlinge 
oder  Spitze  einstellt,  eine  normale  Bewegung;  so  leuchtet  ein^ 
dass  zwei  normale  Umwälzungen  dazugehören,  damit  ein 
Punkt  wie  O  zwei  Mal  von  jener  Kurve  getroffen  werde,  inso- 
fern die  Kurve  am  Ende  der  zweiten  Umwälzung  genau  wieder 
Id  die  anfängliche  Lage  kommen  soll.  Ist  jener  Punkt  O  jedoch 
bei  der  inTa^Xll.Fig.8.  dargestellten  Gestaltveränderung  vermittelst 
der  Bildung  und  Wiederauflösung  einer  von  A  hereinschreitenden 
Schlinge  schon  im  Anfange  der  ersten  Umwälzung  zwei  Mal  ge- 
troffen ;  so  hat  er  eine  solche  Lage  gegen  die  Kurve  bekommen,  dass  oie- 
selbe,  wenn  sie  nun  sukzessive  und  im  Verlaufe  von  zwei  ganzen  Umwäl- 
zungen in  die  normale  Form  und  Lage  der  Kurve  AC^  übergeht,  wäh- 
rend der  ganzen  an  zwei  vollständigen  Umwälzungen  noch  fehlen- 
den Bewegung,  jenen  Punkt  O  nicht  wieder  treffen  kann ,  sodass 
also  auf  dte  £ine,  wie  auf  die  andere  Weise  jener  Punkt  während 
zweier  Umwälzungen  der  Kurve  nur  zwei  Maf  getroffen  wird.  Bei 
der  normalen  Bewegung  erfolgt  dies  Treffen  in  grösseren  Zwi- 
schenräumen oder  für  weiter  aus  einander  liegende  Werthe  des 
Winkels  9;  bei  der  abnormen  Bewegung  jedoch  für  näher  zusara- 
meniiegende  Werthe  von  q>.  Ein  Punkt  der  Ebene,  welcher  bei 
der  letzteren  Bewegung  von  dem  Kreuzpunkte  einer  Schlinge 
getroffen  wird,  entspricht  dem  Falle,  dass  während  jener  zwei 
Umwälzungen  für  Ein  und  denselben  Werth  von  9  zwei 
Durchschnitte  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  r  an  zwei 
verlieh iedenen  Stellen  derselben  Kurve  erfolgen.  Ist  der  letztge- 
daehte  Punkt  der  Spitze npunkt  />;  so  ist  dies  der  Fall,  wo 
der  zweimalige  Durchschnitt  für  Ein  und  denselben  Werth 
.von  q)  und  Ein  und  denselben  Werth  von  r  erfolgt,  wo  also, 
wenn  D  der  Nullpunkt  ist,  die  gegebene  Gleichung  zvvei  voll- 
kommen gleiche  Wurzeln  x  oder  re^  besitzt.  Dass 
die  Begegnung  des  Spitzenpunktes  D  einem  zweimaligen 
Durchscnnitte  der  Kurve  entspricht,  erkennt  man  sowohl  daran, 
wenn  man  denselben  als  Kreuzpunkt  einer  unendlich  kleinen 
Schlinge  auffasst  und  die  nothwendige  Bewegung  dieser  Kreuz- 
punkte von  A  über  D  hinaus  ins  Auge  fasst,  wie  es  bereits  vor- 
nin  geschehen,  wie  auch  daran,  wenn  man  denselben  wie  den  dem 
Kreuzpunkte  der  Schlinge  diametral  gegenüberliegenden  Punkt  im 
Umfange  dieser  Schlinge  auffasst  und  berücksichtigt,  dass  dieser 
Umfang,  so  lange  die  Oeffnung  der  Schlinge  noch  endliche  Di- 
mensionen hat,  gegen  den  Punkt  D  vorscbreitet,  und  denselben 
also    das    erste   Mal   bei  der   hingängigen   Bewegung   mit    der 


408 

punktirten  Seite  tiifft,  dass  dann  aber  die  aus  der  Schlinge  ent- 
stehende Kurve  mit  rückgängiger  Bewegung  und  stets  mit 
der  punktirten  Seite  voran  an  den  Punkt  D  zum  zweiten  Blale  trifft 

Wenn  sich  irgendwo^  wie  hei  D  in  Taf.  XII.  Fig.  9.  eine  Spitzt  der- 
gestalt bildet,  dass  man  von  A  kommend «  den  widerkehrendeD 
•Schenkel  DC^  zur  Linken  hat;  so  muss  dieselbe  unter  Berfick* 
sichtigung  der  Werthe  fSr  tangj?',  sinj?',  cosj3'  bei  der  nficbsten 
Bewegung  der  Kurve  in  positiver  Richtung,  also  fiSr  cp-f  89)  in 
eine  Schlinge  AC^  liberscchen,  und  es  muss  ihr  mi  9 — 8^ 
eine  vor  der  Spitxe  vorbeiziehende  Kurve  AC^  voran- 
gegangen sein.  Die  entstehende  Schlinge  muss  sich  nun  bei 
positiver  Bewegung  immer  mehr  erweitern  und  zuletzt  dadurck 
auflösen,  dass  sie  den  Anfangspunkt  A  passirt  und  darauf  die 
Gestalt  AC^  annimmt.  Die  stets  voranschreitende  linke  Seite 
der  Kurve  ist  auch  in  Taf.  XII.  Fig.  0.  mit  Punkten  besetzt.  Hie^ 
durch  erkennt  man  leicht,  dass  wenn  bei  dieser|Bewegung  der  Kurve 
ACi  ein  Punkt  der  Koordinatenebene,  wie  etwa  O,  zwei  Mal 
getroffen  ist,  die  Kurve,  welche  den  letzten  Durchsang  bewirkt 
hat,  in  eine  solche  Lage  gekommen  ist,  dass  sie  bei  normaler 
Formveränderu  ng  zwei  ganze  Umwälzungen  vollenden  musste,  um 
wieder  in,  die  Lage  ACi  zu  kommen,  ohne  bei  diesen  Cniwälzuo- 

feu  den  Punkt  O  wieder  zu  treffen.  Die  Kr euzungsp unkte 
er  Schlingen  und  der  Spitzenpunkt  D  suielen  hierbei  dieselbe 
Bolle  von  Doppelpunkten,  wie  inTaf.  XU.  \  ig.  8,,  indem  ein  solcher 
Kreuzungspunkt  zwei  verschiedenen  Werthen  von  r  für  denselben 
Werth  von  cp,  und  der  Spitzenpunkt  D  zweimal  demselben  Werthe 
von  r  für  denselben  Werth  von  9  entspricht. 

Nach  N'orstehendem  können  nur  die  links  herum  sii:h  wen- 
denden  Kriim  nun  igen  der  Kurve  unmittelbar  zu  einer  Schlinue 
fuhren,  während  die  rechts  herumlaufenden  Biesjungen  bei  den 
näeh«^ten  Bewegungen  sich  zu  verlieren  streben.  Es  ist  zwar  nicht 
uöthig,  dass  jede  Krümmung  der  ersteren  Art  an  jeder  Stelle  der 
Kurve  eine  Schlinge  nach  sich  ziehe:  erwägt  man  aber,  dass  die 
Tangente  des  unendlich  enf (ernten  Kurventlieiles  (Gl.  5.)  eine 
raschere  Winkelbeweaunj;  links  herum  besitzt,  als  die  Tanjjente 
des  Anfangspunktes  A  ((iL  5«),  und  dass,  wenn  in  der  gegensei- 
tigen JJeziebung  zwischen  den  Tarigenten  dieser  beiden  äusser- 
sten  Kurvenenden  das  A'erhältniss  einer  J>iegung  nach  der  linken 
Seite  besteht,  der  Neigungswinkel  V(p  der  ersteren  Tangente 
schon  grösser  ist,  als  der  Winkel  a  -|-  mcp  der  letzteren,  dass  man 


m 


alsdann   also    7/(50  >«  +  /// 9)  habe;    so    folgt,    dass    diese   Diflfereuz 


in 


dureil  die  positive  Bewegung  der  Kurve  immer  erheblicher  werden 
und  zuletzt  jedenfalls  zu  einer  Selilinge  führen  muss,  welche  dann 
bei  ihrer  Aullösung  das  bis  dahin  bestandene  Verhältniss  der 
Wendunqr  nach  links  in  das  enti;eueni»esetzte  einer  Wendung  nach 
rechts  verwandelt,  für  welches  Letztere  man  7/(jp  «s«-f-m()p  hat,  niid 


7/1 


welches  sich  daher  durch  die  positive  Bewegung  der  Kurve  all- 
niählig  ausgleicht.  Da  nur  dann,  wenn  Gl.  (1)  eine  binomische 
ist,  7ir=ni„  sonst  aber  immer  ;?>///  ist;  so  folgt,  dass  es  bei  einer 
binomischen  Gleicdiung  niemals  eine  Schlinge  geben  kann,  dass 
es  aber  bei  jeder  anderen  (»leicbung  stets  Schlingenbildungen 
gehen  mass. 


Wenn  man  bei  der  ScIiÜDgenbildtiug  nach  Taf.  XH.Flg.  8,  oder  Fi^.9. 
inen  Punkt  der  Koordinaten  ebene  beiraebtet*  welcher  wegen  seiner 
tage  gegen  die  Äussenseile  der  Kurve  tiur  Ein  Mal  getroffen 
_erden  kann,  wie  etwa  der  Punkt  O,  insiilern  man  nun  von  der 
[arre  AC^  ausgeht;  so  ßndet  man,  dass  die  gleich  aufdie  Durcb- 
cbueidung  folgende  Kurve  /IQ  eine  solthe  Lage  bekommen  hat, 
ISS  bei  aormaler  Fnrniveränderung jetzt  noch  Eine  ganze  Um- 
Alzuog  errorderlich  wäre,  um  ohne  ferneren  Durchgaoe  durch 
ioselben  Punkt  O  wieder  in  eine  der  AGt  ähnliche  Lage  zu 
immen.  Geht  man  aber  von  der  Kurve  /I6'i  in  Taf.AII.Fig.  8.  oder  Fig. 
,  ans,  wobei  der  Punkt  O  zwei  Mal  getroffen  wird;  sn  kann  der 
rate  Durchgang  durch  diesen  Punkt,  welcher  die  Kurve  AC^ 
»engt,  wie  der  durch  normale  Bewegung  während  Einer  üm- 
:IUung  bewirkte  Durchschnitt  angesehen  werden.  Die  l'raglicbe 
«Uiugenbildung  vermehrt  dann  die  Zahl  der  normalen  Dnrcb- 
^nge  während  derselben  Umwälzunga  -  Periode  um  Einen,  bringt 
ulurch  aber  die  Kurve  in  eine  «olche  Lage,  dass  nun  bei  der 
/reiten  normalen  Umwälzung  bis  in  die  urBprflnglicbe  Lage  AC^ 
'n  weiterer  Durchschnitt  möglich  sein  würde. 

Nachdem  Eine  snlche  Schlingenbildung  voltendet  ist,  oder 
ach  gleith/eitig  mit  derselben,  kann  sich  eine  zweite,  dritte  etc. 
ttwlckeln.  Es  dann  z.B.,  nachdem  sich  in  Taf.Xll.Fiii-8.die  Kurve 
ICi  in  die  Lage  AC^  bewegt  und  demgemüss  den  Punkt  0  gleich 
q  Anfange  der  ersten  Umwälzung  zwei  Mal  getroffen,  und  hier- 
l)tch  gegen  diesen  Punkt  O  eine  Lage  erhalten  bat,  welche  der 
IsffederKurve/fQin  Taf.  KlI.Fig.'J.gegenden Punkt Oähnrich  ist, 
ich  nach  Art  der  Ftg.  0.  eine  zweite  Scbtingenbildung  entwickeln, 
srn^uge  welcher  über  der  Punkt  O  während  derselben  Urawäl- 
ing  nur  noch  Ein  ferneres  Mal  getroffen  werden  kann,  so  das« 
erselbe  nun  im  Laufe  dieser  Periode  im  Ganzen  drei  Mal    er- 

_jtiBt.  Die  aufden  dritten  Durchschnitt  folgeudeKurve  Jt^in  Taf. 
II.F^.9,  hat  alsdann  aber  eine  solcheLage  gegen  den  Punkt  O,  dass 
^elbe,  um  weifer  in  die  Form  der  urspriiuglicben  Kurve  ACt 
Taf.Xll.Fig.8.zukommen,dr  ei  ganze  normaleUmwätzungen 

kcben  müsste,  wobei  jener  Punkt  nicht  wieder  zu  erreichen  wäre. 

Solche  zwei  Schlingen  können  auch  ganz  in  einander  fallen, 
lern  Ein  hingehender  Arm  der  Kurve  durch  seine  zwei  Mal  sich 
kriickwindende  Fortseizungdurchschnitten  wird.  Taf  XII. Fig.lO.  stellt 
r>  wie  die  spirairörmige  Kurve  ACi  mtt  zwei  Umgängen  durch 
w  positive  Bewegung  zwei  in  einander  fallende  Schlingen  AC^ 
Beugen  kann.  Beide  Schlingen  sind  über  den  Punkt  A  herein- 
schritten.  /ICj  sei  diejenige  Knrve,  bei  welcher  die  innere 
lllioge  die  grüsste  durch  A  gehende  Oeffnung  besitzt.  Bei 
_Bi  Zusammenziehen  dieser  beiden  Schlingen ,  welche  sich  im 
U^emeineii  nach  einander  mittelst  zweier  besonderer  Spitzen 
idOsen,  und  bei  der  alsdann  erfolgenden  Wiederansdehnung  kann 
ider  in  der  eben  genannten  grössten  Oeffnung  der  inneren  Schlinge 
Bf^ende  Punkt  drei  Mal  getroffen  werden.  Die  auf  den  dritten 
tnrcbgang  folgende  Kurve  hat  alsdann  aber  eine  solche  Lage, 
Rss  ebenso  wie  bei  zwei  neben  einander  liegenden  Schlingen 
rei  normale  Umwälzungen  dazugehören,  um  wieder  in  die 
mprÜRgliche  Form  AC^  zu  kommen,  wobei  derselbe  Punkt  nicht 
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wieder  erreicht  werden  kann.  Ein  jeder  Krenzangspanlct  dieser 
beiden  Schlingen  entspricht,  wenn  er  es  sein  sollte,  welcber 
durch  den  Nullpunkt  £:eht ,  neben  dem  dritten  Durchgänge,  dea 
Falle,  dass  es  innerhalb  der  betrachteten  Bew^ung  drei  i^orsdn 

der  Gleichung  von   der  Form   r^e  ,  r^e  und  r^e 

<>ibt,  wovon  zwei  bei  verschiedenen  Werthen  von  r  denselben 
Werth  von  g)  gemein  haben.  Geht  ein  Spitzenpunkt  durch  den 
Nullpunkt;  so  sind  zwei  von  jenen  drei  Wurzeln  ganz  gleich  und 

man  hat  r^e^^^  ry^^\  r^ß^*^^.  Wenn  die  beiden  Krea- 
Zungspunkte  jener  zwei  Schlingen  gleichzeitig   durch    den  Null* 

punkt gehen ;  so  hat  man  drei  Wurzeln  Vie^'^  '~\rjc''''^  "'^»rjc''' '  ~\ 
welchen  Ein  und  derselbe  Werth  von  g)  angehört.  Fiele  gleidi- 
zeitig  ein  Spitzenpunkt  und  ein-  Kreuzungspunkt  auf  den  Nnl^onkt; 

80  hätte  man  drei  Wurzeln  rjC^'^^\  ne'^'^^K  r^e^''^'^^,  denea 
der  Winkel  g^i  gemeinschaftlich  zukäme ,  währena  ausserdem  bei 
zweien  auch  nocn  die  Model  r  gleich  wären.  Es  ist  auch  mug- 
lieh,  dass  sich  beide  Schlingen  mit  Einem  Male  in  eine  einzige 
Spitze  auflösen  oder  dass  die  fraglichen  beiden  Spitzen  zusammeij- 
fallen.  Es  ist  ganz  klar,  dass  der  betreffende  Punkt  der  Koordi- 
natenebene alsdann  bei  jener  Bewegung  zwar  nur  ein  einziges 
Mal  erreicht  werden  kann,  dass  er  aber  bei  dem  Fortschreiten 
der  Kurve  einem  dreimaligen  Durchschnitte  an  drei  besonderen 
Schenkeln  dieser  Kurve,  deren  Dimensionen  sich  auf  Null  redo- 
ziren,  entspricht.    Man  hat  alsdann,  wenn  diese  Doppelspitze  anf 

den  Nullpunkt  treffen  sollte,  drei  gleiche  Würze  In  rle^*^~^ 

ri  c^' '^""^  r^  e^'"^"^.  Umgekehrt  ist  es  aber  auch  immer  noth- 
wendig,  dass  wenn  drei  gleiche  Wurzeln  existiren  ^»ollen,  eine 
Doppelspitze  durch  den  Niillpunkt  gehen  niuss,  weil  sich  ja  hier 
zugleich  drei  Punkte  der  Kurve  belinden  müssen,  fiir  deren  jeden 
man  (p=:cpi  und  r=ri  haben  nuiss,  was  einen  dreimaligen  Durch- 
schnitt dersell)en  Kurve  an  demselben  Orte  und  in  der  Art  erfor- 
dert, dass  die  zwischen  je  z\^ei  Durchschnitten  liegenden  Kurven- 
bügen auf  einen  einzigen,  jenem  r  =  ri  angehürigen,  Punkt  redu- 
zirt  sind. 

Ganz  allgemein  ist  nun  klar,  dass  in  Folge  jeder  einzel- 
nen vollkommenen  oder  unvollkommenen  Schlingenbildung  wäh- 
rend einer  gewissen  Hcihe  von  Umunlzungsperioden  die  normale 
Anzahl  der  Durc^hgänge  durch  den  .Nullnuiikt  um  Eineri  vermehrt 
werden  kann,  dass  dann  aber  bierdurcn  Ein  normaler  Durch- 
gang für  die  späteren  Perioden  unmöglich  gemacht  wird  —  und 
umgekehrt,  dass  sich  für  jede  Suspension  eines  normalen 
Durchganges  während  einer  ganzen  Rotation  Eine  vollkonimeDe 
Schlinge  oder  eine  als  unvollkommene  Schlinge  anzusehende 
links  herumgehende  Spiralwindung  sich  in  der  Kurve  erzeugt 
oder  eine  rechts  herumgehende  Spiralwindung  sich  aufhebt.  Da  nun 
nach  7/  ganzen  Umwälzungen  die  Kurve  genau  wieder  in  die  ur- 
sprüngliche Lage  zurückkehren  muss ;  so  leuchtet  ein,  dass  wäh- 
rend dieser  n  Umwälzungen  nicht  mehr  und  nicht  we- 
niger, als  n  Durchgänge  durch  den  iSullpunkt  erfolet 
sein  müssen,  dass  also  die  (ileichung  vom  «ten  Graue 
stets   n   Wurzeln,    und    ävvvIv    uvcAit   mehr   besitzt.     Sind 
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hierunter  m  Wurzeln,  frelche  denselben  Wertb  von  ^  gemein 
haben;  so  geht  Ein  nnd  dieselbe  Kurve  711  mal  durcb  den  Nuli- 
piinkt  oder  es  bewegt  sich  der  gemeinschaftliche  Kreuzungspuukt 
von  (m-^l)  Schlingen  durch  diesen  Nullpunkt  Fiir  m  ganz  gleiche 
Wnrseln  konzentriren  sich  alle  diese  Scnlingen  auf  einen  einzigen, 
durch  den  Mullpunkt  gehenden  Spitzenpunkt,  der  dann  die  Beaeu- 
tung  eines  m  fachen  Punktes  besitzt. 

Es  liegt  nicht  in  der  Absicht,  hier  alle  sich  auszeichnenden 
Spezialitäten  näher  zu  untersuchen,  da  die  vorstehenden  allge- 
ineiDen  Gesetze  zur  Erläuterung  aller  hierhergehörigen  Erscheinun- 
gen ausreichen.  Es  rouss  nur  noch  darauf  aufmerksam  gemacht 
"werden,  dass  unter  Umständen  die  rotirende  Kurve  fär  gewisse 
IVerthe  von  q)  sich  in  einer  geraden  Linie  ausstrecken  oder 
sich  so  darin  zusammenlegen  kann,  dass  sie  mehrere  Hrnundher- 
gänee  darin  bildet  Eine  solche  besondere  Figur  ändert  Nichts 
an  den  allgemeinen  Prinzipien,  unter  welchen  die  obige  Kurve  be- 
trachtet ist  Ein  jeder  Punkt  in  solcher  geraden  Linie,  wo  die 
Kurve  in  direkt  entgegengesetzter  Kichtung  zurdckkehrt,  spielt 
die  Rolle  eines  Spitzenpunktes  oder  einer  annuUirten  Schlinge. 
Es  konnten  sich  auch  mehrere  Spitzenpunkte  oder  annullirte  Schlin- 
gen in  Ein  und  demselben  Punkte  einer  solchen  geradlinigen  Kurve 
vereinigen,  und  die  endlichen  Zweige  dieser  Schlingen  können 
sowohl  nach  derselben,  wie  nach  entgegengesetzten  Seiten  aus 
diesen  Schlingen  heraustreten.  In  Welchen  gegenseitigen  Bezie^ 
hangen  die  T heile  einer  solchen  zusammengefalteten  Kurve  zu 
einander  stehen,  erkennt  man,  wenn  man  den  Werfh  des  zugehö* 
rigen  q>  um  ein  sehr  kleines  Inkrement  wachsen  oder  abnehmen 
lässt,  indem  sich  dadurch  jene  Beziehungen  sofort  in  deutlicher 
Gestalt  entwickeln.  So  kann  sich  z.  B.  die  platt  gedrückte  Kurve 
ADECinThf.Xll.  Fig.  IL  bei  positiver  Drehung  je  nach  der  Natur  det 

f^ebenenGleicbung  wieTaf.Xli.Fio^.l2.,  13  ,14.  oder  15.  zeifft  entwik- 
eui.  Eine  Gestalt  wie  AC^  wird  bei  fortgesetzter  Bewegung 
immer  die  nächste  Folge  davon  sein.  Unmöglich  würde  aber  im- 
mer eineEntwickelung  nach  Art  der  Taf.  XlLFig.  16.  sein ,  indem  sich 
zwischen  die  Schenkel  der  zweiten  Spitze  E^  niemals  eine  vorn 
abgerundete  Kurve  legen  kann ,  sondern  sich  nach  Taf.  Xil.  Fig.  12.  um 
diese  zweite  Spitze  eine  Schlinge  erzeugen  müsste,  wenn  ülier- 
hdnpt  ADiEiCi  den  Typus  für  die'  fernere  Bewegung  abgibt, 
perartige  Figuren  kommen  vorzugsweise  bei  den  reellen  Wurzeln 
def  Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten  in  Betracht,  bei  denen 
sich  tär  q)  =  0  und  (p  =  7r  stets  eine  in  gerader  Linie  sich  erstrek* 
keode  Kurve  einstellen muss.  Denkt  man  sich  die  der  Taf.  XII.  Fig.  12. 
entsprechende  rückgängige  Bewegung  der  Kurve;  so  bilden  sich 
die  in  Taf.XlI.Fig.  17.  angegebenen  Gestalten.  Es  erscheint  hierbei  die 

SeradlinigeKurve^DjECausTaf.  XII.  Fig.ll  als  ein  Uebergang  der 
MTyeAc^  aus  Taf.  XII.  Fig.  17.  in  die  Kurve  JQ  aus  Taf.  XILFig.  12., 
livobei  diese  beidenKurven  symmetrische,  aber  inBeziehungzur  geraden 
Linie  A  C  entgegengesetzt  liegende  Formen  besitzen.  Bei  diesem  Um- 
sdhlagen  der  Kurven  Ac^  m  AC^  wird  offenbar  in  allen  Fällen 
jeder  zwischen  A,  E  und  jeder  über  D  hinaus  liegende  Punkt  der 
Creraden  AC  nur  von  einem  einzigen,  jeder  zwischen  E,D  liegende 
Punkt  aber  von  drei  Schenkeln  der  sich  bewegenden  Kurve  ge- 
troffen.    Das   Stück  ED   der  Geraden  AC,  welches    schon    von 


I 
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Ac^  umschlungen  wurde,  bleibt  nun  auch  in  der  UmschliogUDg 
der  Kurve  AC^  liegen,  wie  Taf.  XII.  Fig.  18.  darstellt 

Läge  also  der  Nullpunkt  O  zwischen  E  und  D  und  wäre  AC 
die  Kurve  für  q>=0,  also  ihre  Richtung;  die  der  positiven  reellen 
Axe*,  so  gäbe  es  drei   positive  reefle  Wurzeln,   deren  Quan- 
titäten r  verschieden  wären.     Läge  der  Nullpunkt  in  Z>;  so  gäbe 
e»  zwei   gleiche    und    eine    davon   verschiedene     grossere 
Wurzel.    Läge  derselbe  in  £;  so  gäbe  es  zwei  gleiche  and 
eine    davon    verschiedene  kleinere  Wurzel.     Das  StüdaßE 
der  Geraden  AC  kann  sich  auf  einen  einzigen  Punkt  redaiireD; 
alsdann  existiren ,  wenn  der  Nullpunkt  in  diesen  Punkt  hineinfide^ 
drei  gleiche  positive  Wurzeln. 

Angenommen,  es  handele  sich  in  dem  vorstehenden  Falle 
um  eine  Gleichung  dritten  Grades,  welche  ausser  diesen  dni 
Wurzeln  weiter  keine  haben  kann.  Der  geradlinigen  Kurve  .^C 
(Taf.  XII.  Fi^.  18.),  von  welcher  der  Nullpunkt  dreimal  durchschrittM 
wird,  entspricht  der  Werth  gp=0.  Um  sich  zu  überzeugen^  das«  M 

bei  den  drei  nächsten  Umwälzungen ^  wodurch  g)=-^  "^  'W^'i 

=29C  wird,  keinen  weiteren  Durchgang  durch  den  Nullpunkt  gibt; 
beginne  man  die  Bewegung  von  einer  Kurve,  wie  AC^,  welcher 
ein  sehr  kleiner  Werth  von  cp,  also  dq>,  entspricht.  Diese  Knrre 
wird  nach  Obigem  eine  Schlinge  bilden,  in  welcher  der  Nullpunkt 
liegt  Bei  fortgesetzter  Vergrüsserung  des  Winkels  (p  erweitert 
sicn  diese  Schlinge,  tritt  durch  den  Punkt  A  aus,  sodass  alsdann 
die  Kurve  eine  rechts  um  den  Nullpunkt  herumgehende  Spirale 
mit  einer  Windung  darstellt.     Nach  der  ersten  Umwälzung,  also 

für  9=-«-,  ist  diese  Spiralwindung  verschwunden;  die  Kurve  er- 
streckt sich  in  flacher  Gestalt  von  A  nach  der  Seite  63,  indem 
der  Nullpunkt  noch  an  der  rechten  Seite  derselben  liegt.  In  der 
Mitte  der  zweiten  Umwälzung,  also  für  (p=:7t,  streckt  sich  die 
Kurve  wieder  in  der  reellen  Axe,  aber  von  A  nach  der  negativen 
Seite  hin  aus,  sodass  hiervon  der  rechts  von  A  liegende  Nullpunkt 
nicht  erreicht  vverden  kann.     Am   Ende   der  zweiten  Umwälzung, 

also  für  9=-^*  dehnt  sich   die  Kurve   von  A  wieder   gegen  C^ 

hin  aus,  aber  nun  lies^t  der  Nullpunkt  ihr  zur  Linken.  Gegen  das 
Ende  der  dritten  Umdrehung  bildet  die  Kurve  eine  links  um  den 
Nullpunkt  gehende  Spirale  mit  Einer  Windung,  welche  sich,  je 
näher  <p  an  27r  heran  Kommt,  in  die  durch  Ac^  dargestellte  Schlinge 
zusammenzieht.  Beim  Uebergange  von  Ac^  in  die  entgegenge- 
setzte Gestalt  A(Xi  durch  die  gerade  Linie  AC  wird  nun  mit  Ei- 
nem Schlage  der  Nullpunkt  drei  ÄJal  getroffen. 

W^as  die  Frage  anlangt,  unter  welchen  Umständen  sich  die 
Kurve  in  eine  gerade  Linie  ausstrecken  kann  und  welche  Rich- 
tung diese  Linie  haben  wird;  so  bemerkt  man,  dass  für  diesen 
Fall,  selbst  wenn  in  jener  geraden  Linie  mehrere  Kurventheile 
von  direkt  entgegengesetzten  Richtungen  liegen,  stets 
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(36) 
a8iD(a-f  9»)  -f  2arftin  (a+2g?)  +  3ar>siD  (a+Sg?)  +...+  iir«- *siD(«y) 

t  t  t 2 S 3 

ac<Mi(a-f  9»)  -|-2arcos(a-|-2op)  +3ar*co8(«+39)  +...+m*-*cos(ii9)) 

1^         1  t  9  8  8 

dne  in  Beziehung  zu  r  konstante  Grosse  sein  muss.  Es  konnten 
über  in  der    ursprünglichen   Gleichung   die    KoefBzienteo  A,  A.. 

dniger  auf  das  bekannte  folgenden  Glieder  null  gewesen  sein. 
Kebmen  wir  daher  das  in  x^  multiplizirte  Glied  als  das  niedrig- 
ile  in  der  gegebenen  Gleichung  vorkommende  mit  x  behaftete 
Blied  an,  setzen  also  a,  a,,.a    gleich  null;  so   ergibt  die  vor- 

IS     m-l  '     ' 

itehende  Gleichuns,  nachdem  man  Zähler  und  Nenner  auf  der 
rechten  Seite  durch  r"*-^  dividirt  hat«  den  allgemeinen  Ausdruck 

iiiasin(a-f  wty) + (m+l)arsin[a + (m-|-l)9] + ,..+nr*-«»sin(n9)) 

m       m  m-^-l      m-f-1 

iiiacos(a-fmqp)+(w-|-l)arcos[a+(m+l)g?]+...-|-«r""''"cos  (ntp)' 

9M1  dieser  Ausdruck  in  Beziehung  zu  r  konstant  sein;  so  muss 
lorselbe  (indem  man  einmal  r=0  setzt)  den  Werth 

tang/3  =  tang  (a  -f  mtp) 

baten;  es  muss  also  allgemein 

ß—a^mtp  ....  (37) 

m 

idn»  da  4  wenn  man  r  von  0  bis  oo  wachsen  lässt,  sowohl  der 
ZUkler,  wie  der  Nenner  des  Bruchs  för  tang/3  gleichzeitig  gleich 

I,  also  tang/JssQ  werden  kann,  was  anzeigt,  dass  für  diesen  Werth 

fon  r  die  Kurve  eine  Spitze  besitzt,  in  welcher  ihre  Richtung  in 
de  direkt  entgegengesetzte  umschliLgt;  so  müsste  man  eigentlich 

/3=  a  -f-  mtp  +  kn 

m 

letsen,  worin  flir  k  eine  beliebige  ganze,  resp.  paare  oder  un- 
laare  Zahl  zu  nehmen  wäre.  Man  wird  jedoch  hiernach  leicht 
lie  nachfolgenden  Resultate  ergänzen  können,  wenn  man  darin 
i  +  kx  ffir  a  gesetzt  denkt.     Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen 

I  m 

len  Inbegriff  aller  r  enthaltenden  Glieder  im  Zähler  von  tang/3  mit 
B  nnd  im  Nenner  mit  C;  so  hat  man 


=»a"S("+'flT)+  ;r^f  r:. 


(a+  m9>)[<noc.>6(«-H«ff)  +  q' 

Dainit  nun  dieser  Ausdnak  konstant  [>Ieii;h  taDgC"n  +  W)  **<■ 
künne,  miu«  jejes  Glied  des  nacb  l*oi«nzeit  vour  ge<ainxi«i 
Zählers 


M  +  1)  a  siiiC  I.  +cp~o).r 

;  ■■'■    +(m+2)  i  aln 

^j^+üj-jJiOf  ...  +  n.in[(«-,»)»-.],»" 

gleich  null  sein, 
gleiclinngen: 

Di 

es    fillirt  zu   füigenden   (n  — m)  Bei]iDgun|r 

I) 

2) 

3) 

„+3,-.  =  *^. 

"-"■)                                 (n — m)(p  —  a=:/t  n.  ■■  r 

Hierin     bezeichnen     k,     k k     nillkfihTliche     gaau 

Zahlen  einschtics^lich  der  IVull-  Sollten  noch  mehrere  Glieder 
der  gegebenen    Gleichung    zwischen   A  x"  und  x"    ganz    febleiii 

also  die    zugehDrigea   Werthe    von   a,  z.  B.   n   gleich    Null   sein; 

so  verschwindet  hierdurch  schon  das  betreßende  Glied  der  m 
eben  aanullirten  Formel'  und  es  lallt  die  rte.  d^r  vqrgtefieodei 
Bedingungen  ganz  aus.    Man  kann  sich  jedoch,  nenn  a  ^0  isl, 

denken,  diese  rte  Redinguiig  sei  jederzeit  realislrt  Die  lelzle 
Bedingung  lässt  den  Werth  des  Winkels 


erkennen,  für  welchen  sich  die  Kurv 
letit,    vOTausgeaehct ,   da^s    die    flhri^Mi  J 


•radei 


-- 1)  BedincnnoHi 
errüilet  scieii,  »eiche  jeb.l  varmilteliit  deb  Toreteheiiden  Wcrlhcc 
ton  9  2U  den  folgenden  führen ; 
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m+l      \  n — mjm      1  n  — WIn-m 

/  ^    \  2 

2)  «=(l ^^')a  +  Ä7C— * k   TP, 

3)  a  =(1 ja+A*» A:  TT, 

"»+3       \  '^ — W/m       3  W — mn—m 


«-»-1 


)  «= a+    Ä    »  —  (l |A   TT. 

Der  Neigungswinkel   dieser  geraden  Linie  gegen   die  positive 
Axe  ist  alsdann  wegen  der  beiden  Gleichungen  (37)  und  (o8) 

5=  -^  a+-^-  Jt  TT (39). 

•^      n—mm   n — mn—m 

Sollte  diese  Linie  auch  durch  den  Nullpunkt  gehen,  also  mit 
der  direkten  oder  indirekten  Richtung  von  OA  zusammenfallen; 
60  musste  der  vorstehende  Werth  von  ß^^a-^-kn  sein,  also  der 

Winkel  a  die  Grösse 

m 

«=?!=:2?(a +  *„)_??  kn (40) 

besitzen.  Jenachdem  k  eine  paare  oder  unpaare  Zahl  sein  kann, 
ist  die  fragliche  gerade  Linie  von  A  aus  direkt  wie  OA9  oder  in- 
direkt wie  AO  gerichtet.  Ein  Durchgang  der  in  dieser  Linie  lie- 
genden eigentlichen  Kurve  durch    den  Nullpunkt,    erfordert  also 

rar  k  eine  unpaare  Zahl. 
0 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  nur  reelle  Koeffizienten  besitzt, 
so  dass  unter  den  Werthen  der  Winkel  er,  a  ....  a  nur  die  Gros- 

sen  0  und  tp,  oder  allgemein  nur  Grössen  von  der  Form  k'n  vor- 
kommen; so  sind  allerdings  die  vorstehenden  (n-^m — 1)  Bedingun- 
gen realisirt,  man  muss  jedoch  die  sonst  willKührliche  ganze  Zahl 
k  durchaus  so  wählen,  dass,  wenn  a=k'7c  gesetzt  wird,  k' +  k 

u — m  m  n—m 

irgend  ein  Vielfaches  der  Zahl  n — m  ist.  Nachdem  dies  gesche- 
ben«  findet  sich,  dass  auch 

na  +  wi  k  ?r=(«A'+mÄ)» 

m         II— -m  n—m 

ein  Vielfaches  von  (»-— m)  tc  ist.  Daraus  folgt,  dass  der  Werth  von 
fi  aus  61.  (39)  ebenfalls  ein  Vielfaches  von  n  ist,  dass  sich  also 
die  in  Rede  stehende  geradlinige  Kurve  nur  in  der  reellen  Axe 
ausstrecken  kann. 

Für  jede  binomische  Gleichung  von  der  Form  A-t-a^^O 


»der  afl"*^"*+r"e^*'~'=0.  also  such  fflr  jede  Gleichung  erste« 
Crades,  fallen  die  obigen  (n— m— I)  Bedincuiigs^leichungen  biD- 
weg  oder  sind  als  erfüllt  anziisebeii.  Man  hat  hier  n=m.  Der 
Wiolfel  if  bleibt  ganz  willkübTlicb,  indem  die  Kurve  für  alle 
Werlhe  von  91  eine  gerade  Linie  bildet,  welche  eich  unter  den 
Winkel  ß^^rnp  gegen  die  positive  Axe  neigt  und  durch  den  Kuli- 
punkt geht. 

Es  ist  vorhinbemerkt,  dasswenn  die  Kurve  «ich  irpendivo  auf  eiH 
gerade  Llnieredunire.die  dieser  Beduktionunmittelbarvorangehenilefl 
und  nachfolgenden  Gestalten  in  Beziehung  zu  dieser  geraden  Linie 
symmetrisch  seien.  Dieser  Satz  hat  nicht  bloss  näherungsnnK, 
sondern  in  aller  Strenge  Uüitigkeil.  Um  diess  einzusehen,  werds 
der  Werth  des  Wiokela  9)  ans  Gl.  (38)  mit  9,  und  der  von  ß  m 
Gl.  (39)  mit  ßi  bezeichnet.  Ist  nun  AC  die  Richtung  der  durtl 
A  gehenden  reduzirten  Kurve,  also  ßi  der  ffeigungsninkel  Cfil: 
von  AC  gegen  die  positive  reelle  Axe  OA ;  oo  denke  mao  si«! 
von  irgend  einem  Punkte  JO  irgend  einer  Kurve  die  PerpenilihtJ 
IHN  ml  OX  und  IUP  auf  JC  gefällt.     Es  ist  bekanntlich 

01<i=fi  und  NM=fi. 
■Setzt  man  aber 

AP=pi  und  PM=.VtX 
Sil  hat  man,  unter  Her ücksirhtigung ,  dass 

OQ^eicosn  und  Q.^=h  sinn  ist, 


p,=AeosA  +^sin3,-«cos(o 
P8=AcoBft-/;sinA-nsLn(«- 


oder  wenn  man   für  /\  und  /*,  ihre  Werlhe  aus   Gl.  (3)    subslitaM 
und  gehörig  zusammenzieht , 

Pl=nrcofl(o  +  9)  — jS,)  +  or^cos(£(-|-2^p  — jS,) 

+  ar>co8(ß  +  3v-ß,)+-.+r"cos(«v-ft). 
/yj=flrsln(o+9-jJi)  +  OT«siB(«+'2,  — 13,) 

+  «i->giü(«+,3T-Ä)+....  +  r-8ln(iiT-Äii; 

In  diese  Gleichungen  suhstituire  man  fui  die  Verinderlicbe  f 
den  Werth  f,  -ftCi  worin  7,  den  bekannten  Werth  ans  Gl.  0^' 
hat,  ftir  tvelchea  die  Kurve  in  die  gerade  Line  AC  Hillt,  dm 
(vorin  ij>  eine  neue  Veränderliche  darstellt,  welche  späterhin 'rfeniit- 
ben  Effekt  dadurch  herTorbringt,  dass  sie  =0  gesetzt  wird.;  DunA 
di»e  Substitution  wird  irgend  ein  in  den  Ausdrücken  von  p{  sM 
p^  vorkommender  Winkel,  wie  etwa     u     -f(»i-|-r)7  —  ßi,  wenniMU 

dabei  die  obigen  Bedingungsgleicfaungen  und  auch  die  GleicbnnnB 
(38)  und  (?H)  gehörig  beracksichtigt. 
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Der  Kosinus    hiervon    ist   dbcosFCm-f  r)^]    und    der   Sinus 

8\n[(m+r)flß],  jenachdem  k  paar  oder    unpaar   ist.     Hierdurch 

r 
h&lt  man* 

|ii=±arco8^db<n'*cos(2^)±ar'G08(3^)db  ....db»*cos(ii^)      (41) 

12  3 

p^sz±ar8\Bilf±af^B\n(2ilf)±aT^s\n(i^)±....±r^8\n(n^)     (42). 

Will  man  nun  die  Kurve  bloss  in  solchen  Lagen  betrachten, 
eiche  der  geraden  Form  AC  unmittelbar  vorangehen  und  nach- 
igen ;  so  hat  man  dem  Winkel  t|;  einen  unendlich  kleinen  Werth 
L  geben.  Bleibt  man  bei  den  ersten  Potenzen  der  sehr  klein 
sdachten  Grosse  ^  stehen;  so  hat  man  cos*^,  cos(2^)9...cos(itt^) 
eich  ]  und  sint|;,  sin(2t/;)4....sin(ntf;)  resp.  gleich  iff,  2'^,...it^; 
so  fSr  solche  Werthe 

Pi=±ar±ar^±ar^±...±r^ (43) 

«a=(±ar±2ar«  +  3ar»±-±w«)*  •  •  •  •  (44). 
las 

Ob  nun  die  sehr  kleine  Grusse  ^  positiv  oder  negativ  ge- 
smmen  werde«  hat  auf  den  Werth  von  pi=:AP  gar  keinen 
Inflnss.  Der  Werth  von  p^:^PM  benält  zwar  für  ein  posi- 
ves  und  negatives  «^  dieselbe  QuantitSt,  wechselt  aber  das 
eichen.  Hieraus  ist  klar,  dass  die  der  geraden  Form  AC 
imittelbar  vorangehende  Kurve  Ac^  ganz  symmetrisch  is>t,  mit 
Br  unmittelbar  nachfolgenden  AC^, 

Bei  den  vorstehenden  Untersuchungen  ist  vorausgesetzt,  dass 

as  bekannte  Glied  A^^ae^^"^  der  gegebenen  Gleichung  irgend 

nen  von  Null  verschiedenen  Werth  habe.  Um  jetzt  das  Eigen* 
tOmliche  des  Falles  anschaulich  zu  machen,  wo  dieses  CHied 
idurch  verschwindet,  dass  seine  Quantität  a=0  wird,  gehe  man 

>n  einer  Gleichung,  wie 

^+2la:"«^ar"H-i+....+  J  a:*-H«*=0  ....  (46) 

0       »>       m-fl  M— 1 

IS,  worin  die  Quantität  des  bekannten  Gliedes  A  unendlich 

o 

leiin  sei.  Diese  Glieicbung  hat  naturlich  n  Wurzeln.  Wird  der 
^erth  einer  solchen  Wurzel  in  die  x  enthaltenden  Glieder  sub- 
ituirt ;  so  muss  die  Summe  dieser  Glieder  dieselbe  unendlich  go- 
nge Quantität,  wie  A^  mit  entgegengesetzten!  Zeichen  annehmen, 
ierzu  ist  offenbar  nicht  nothwendig  erforderlich,  dass  die  Quan- 
mt  einer  solchen  Wurzel  selbst  unendlich  klein  sei>  allein  es 
ird  unter  den  n  Wurzeln  immer  eine  geuisse  Anzahl  geben, 
Bren  Quantität  unendlich  klein  ist.    Dies  leuchtet  ein,  wenn  man 

cb  in  die  vorstehende  Gleichune  für  a7=rc''^"'^  nur  Werthe  von 
lendlich  geringer  Quantität  r  substituirt  denkt,  oder  die  für  ir- 
Bnd  einen  Werth  von  9  entstehenden  Kurven  in  Ihren  dem  An- 
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fanespunld  A  un<l  dem  uneodlich  benachbarten  Nullpunkte  0  lu- 
Dächst  liegenden  Anfangsthellen  betfachtet.  Zu  Uem  vorÜwen- 
den  Zweclie  führe  man  statt  dos  Winkels  f,  welcher  von  der 
Einen  Kurve  zu  der  benachbarten  TurÜrf,  aber  für  Jede  einieinc 
Kurve  konstant  ist,  einen  neuen  Winkel  f  ein,  w«le6er  mit  ■ 
durch  ffilgende  Bedingung 

o+7ny=a  +  7«if)  +  je m\ 

»0 

oder 

^""''+     ^i odcT^  =  g)+=— ^^ — 

verknüpft  ist,  wobei  einer  Variation  des  Winkels  t  von  0  bü  !» 
eine  gleicfamässige  Variation    des  Winkels  if  von  ^ — Ins 


<^if\ — entspricht    Hierdurch  erhält  man   aus  der  g»- 

I  *  gebenen  Gleichung  (45} 

/"i  =  o  cos  a  —  B  p™  cos  {«  +  raifj)  +  t<^-\-  i  ßj 


■  (47) 


-ßP'"8inCtt  +  »i^)  +  )^+ißi    , 


worin  die  Glieder  von  der  Hohe  (m  +  l),  {m  +  2),..n  der  KSru 
wegen  nuT  durch  ein  einfaches  Zeichen  angedeutet  sind.  Insofern 
man  tiir  nii|;  nur  Werthe  einführt,  welche  sich  unendlich  wenig 
von  0,  %t,  4k....|  oder  für  i^  Werthe,  welche  sich  unendlich  wenig 

von  0,  —  I  — '  ■■■  unterscheiden,   indem  man  dieselben 

-l)2;r 


resp.    mit  O  +  ßt.  ~^^^^'^•'^'^^'^••■' 

kann   man    mit    jedem    Grade  von   Genauigkeit  coa(Tn^]=I  und 


-|-oiJj  bezeichnet, 
« (mf )  =  I  und 
solche  Weithc 


Bio (/ni|') ^=  ntdif   setzen.      Dies    gibt    die    ni 
gflltigei)  AusdTüoke: 

/J  — acoB«  — flr"'coSß  +  m3if'ar™sinc(-l-j*'+'Äi, 

o       0       "•  o  m  0 

/'g=a  slntt  —  aT™SMa — mSifinr^cosw+r^+^Äa. 
0       0      ">  o  m  0 

Der   VoTaueset/ung     gemäss    ist    a    eine   noendlidi    kleine 
Grösse,  nimmt  man  nun  auch  r  nnendlich  klein,  nnd  zwar  so,  dass 


=Vi 


ü  ist; 


»  werden  die  Tortarteoden  Aus- 


drücke, wenn  man   darin  die  in  B^  und  B^  multiplEzIrteo^  Glieder 
gegen  die  unendlich  überwiegenden  Glieder  i  "  ' 


nacbifiss^. 


/iSm^Viasina .  . 
^■  =  — m&i/'aGoaa  . 


tipllzl 
ivtX 

(49) 
.  (80). 
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Aus  dem  Vorstehenden  erhellet,  daes  für  8^=0    oder   für 
#f  ;=0.  — *  —  *'"^ die  Kurve»  wenn  auch  nicht  vollfcom- 

men  durch  den  Nülfpunkt,  doch  in  einer  solchen  Nähe  an  demsel- 
ben vorbeigehen  muss,  dass  Ihr  Abstand  von  diesem  Punkte  im 

Vergleich    9u    dem   Abstände    0^s=:^=a«»^"^=ar^«o^""*  un- 

0      0  >" 

endlich  klein  ist.    Für  ein  positives  dif;  geht  dieselbe  bei  einem 

gleichen  Werthe  von  r  durch  einen  Punkt ,    welcher  im  Vergleich 

za  ^  in  einem  endlichen  Abstände  vom  Nullpunkte  in  einem  auf 

OA  errichteten  Perpendikel  liegt.  Für  ein  negatives  di|;  aber 
geht  die  Kurve  durch  einen  auf  eiiteegengesetzter  Seite  von  OA 
ähnlich  liegenden  Punkt.  Hieraus  fol^,  mit  Bezugnahme  auf  die 
früheren  Untersuchungen»  dass  eszwisetien  einem  solchen  positiven 
und  negativen  Werthe  von  hi^y  also  ftir  m  Werthe  von  ^,  welche  unend- 
lich pabe  re^pr  anO,.  —  »^  — ...  i— — ^ —   liegen»    Wurzeln    der 

^  mm  m  o     » 

Gleichungen  gibt»  deren  Quantitäten  nahezu. den  unendlich  kleinen 

■r  habep.     Dem   Winkel    9   entsprechen    hierßir    die 

•• .'  •  »•    ' 

m 

m  Werthß 

0_J5L::_,  0_2! ,iL-2 L,...0^      ' ..(51). 

m  m  m  m 

Diesel  Gesetz  tvird  nun  nicht  im  mindesten  alterirt.»   wenn 
man  «ueb'das  bekannte  Glied  A  der  gegebenen  Gleichung  immer 

kleiner  und  kleiner  werdend  denkt.  Im  Augei»blicke  des :  Ver- 
achwindens»  wo  man  die  Gleichung 

Aa^-{'Ax^^+....  A  .t;»--*  +  a?»=0     .        .  .  (52) 

erhält,  reduziren  sich  die  unendlich  kleinen  Quantitäten  der  eben 
betrachteten  nt  Wurzeln  selbst  auf  null.  Es  gibt  also  unter 
deii  fi  Wurzeln  dieser  Gleichung  m»  welche  gleich 
null  aind^  . 

Eine  Gleichung  von  der  Form  (51)  enthält  aber  insofern  eine  Unbe- 
stimmtheit, als  man  sich   den  Winkel  «  des  fehlenden  Anfangs- 

gliedes»  welches  fiir  keinen  Werth  dieses  Winkels,  sondern  nur 
filr    den  annuUirten  Werth   seiner  Quantität   a  zu   verschwinden 

o 

vermag,  von  jeder  beliebigen  Grosse  denken  kann.  Hierdurch  wer- 
den denn  auch,  nicht  die  Quantitäten,  sondern  die  Winkel  (51) 
der  ^ben  untersuchten  m  Wurzeln  in  demselben  IMaasse  unbe- 
stimmt. Die  Analogie  hierzu  spricht  sich  bei  der  geometrischen 
Oarstellunp^  darin  aus,  dass  jetzt  die  beiden  Punkte  O  und  il  zu- 
sammenfallen, wodurch  der  Nullpunkt  der  Anfangspunkt  jeder 
Kurve  wird,  sodass  es»  uns  die  vorstehenden  Gesetze  zu  bewahr- 
heiten ,  willkührlich  bleibt ,  weichen  Winkel  man  sich  unter  4er 
Grösse  (*  denken  wolle. 


«• 

A.lle  bisherigen  Untersuchungen  liaben  wir  auf  die  Beneguof 
der  Kurve  kasirl,  welche  tsich  durch  die  Variation  der  (irosse  I*' 
von  0  bis  -n  für  ein  konstant  erhaltenes  171  ergibt,  indem  nun  au<^ 
dieses  7  von  0  bis  In  vaTÜrt  H'urde.  Dieiielben  Thatsacben  und 
daneben  verschiedene  interessante  BeziehungeD  stellen  aicb  her* 
aus,  wenn  man  jetzt  die  Bewegung  derjenigen  Kurve  betracbtefi 
welche  sich  durch  die  Variation  der  Grösse  i^  vnn  0  bis  ^it  IQr 
ein  konstant  erhaltenes  r  erhält,  indem  man  nun  r  altmählig  von 
0  bis  OD  wachsen  ISsst. 

Dasseine  jede  solche  Kurve  eine  in  sich  gescbloBsene  s^ 
muss,  welche  dabei  aber  verschiedene  ganze  Uniwindungen  odw 
Sciilingen  bilden  kann,  leuchtet  sofort  ein,  weil  die  Wertbe  vm 
fi  und  /a  für  91  =  2«  dieselben  aiud,  wie  für  q)=0. 

Für  r=0  reduzirt  eicb  diese  Kurve  auf  den  Pankt  Ä,  inden' 
man  hierfür  f^^=acQ%a  und  /'j^^asinu  hat 

Bei  dem  jetzt  beginnenden  Wachsen  von  r  kann  man  diess 
GrÜBse  zuvüraerst  so  ungemein  klein  denken,  dass  alle  Obil'' 
gen  Glieder  in  den  Ausdrücken  liir  f,  und  f^  gegen  das  bekannlfl 
und  das  nächstfolgende  Glied  von  geringster  Dimension  verschnitt 
den.  Ist  nun  x'"  die  niedrigste  Potenz  von  x  in  der  gegeben^ 
Gleichung;  so  hat  man  für  solche  sehr  kleine  Wertbe  von  r 

/i=:acosci+ar"cos(a+m9)  ,  : (SS) 

0  0      m  m 

,  .  .  (84). 


um  den  Punkt  Ä  herumschlingt.  Die  wahre  Gestalt  der 
Kurve,  unter  streneer  Berücksichtigung  der  vernachlässigten  Glie- 
der, wird  eine  gescolossene  SpicaleVnn  m  Windungen  sein,  welche 
sich  nnr  unendlich  wenig  von  der  Kreisform  entfernen.  Innerhalb 
aller  dieser  Windungen  liegt  der  Punkt  A,  und  da  der  Radius  die- 
ser Windungen  selbst  unendlich  klein  ist;  so  liegt  der  Null- 
punkt Onothwendig  autitrhalb  dieser  ganzen  Kurve. 
Denkt  mnn  sich  jetzt  r  unendlich  gross;  so  veracbwinden 
alle  Glieder  gegen  das  hüchste  sd^  und  man  bat: 

/,  =  r" cos (n^i}    /^=r"sip(n9i). 

Hierdurch  ist  wiederum  sitae  Spirale  dargestetit,  welche 
Siloh  nun  aber  in  n  der  Kreis  form  an  endlich  nahe  kom- 
ra«nden  Windungen  um  den  Punkt  A  herumschliogt 
Da  der  Radius  r"  ffir  diese  Kreisform  unendlich  grt^s  ist;  so 
mtfts  der  Nullpunkt  O  {■nntthalb  alier  jener  n  Win- 
dungen, liege». 

Bei  dem.  Uebergange  der  erstereo  unendlich  kleinen  kreisför- 
migen Spirale  von  m  Windungen,  welche  den  Nullpunkt  O  aus* 
scnliesst,  in  die  letztere  uneDdllch  grosse  kreisförmige  Spiral« 
von  n  Windungen,  welche  den  NuUpiukt  riaschllesat,  muss  non 


ieser  Punkt  im  Ganxen  n  Mal  und  auch  nicht  mehr  Mal  von  der 
iorre  getruffeu  »erdeH,  ivas  den  n  Wurzeln  der  gegebe* 
en  Gleicliuiig  entspricht. 

Um  dies  naclizuweiseri,  kann  itian  einen  dem  fraheren  ganz 
bnlichen  Gang  einschlugen.  Hierbei  zeigt  eiuh  eorort,  dass  auch 
lior  keine  benachbarte  Kurve  für  r+dr  weder  mit  der  vorher- 
eheaden  für  r  einen  korrespondirenden  Punkt  gemein  haben,  noch 
Ich  an  irgend  einer  Stelle  in  der  direkten  Richtung  ihres  da- 
elbfit  liegenden  Elementes  rortbeite^eo  kann,  das8  sich  also  die 
rstgenannte  Spirale  in  stet^  iiberemander  her  laufenden  Zflgen 
nveitern  niuss.  Hierbei  künnen  übrigens  Spitzen-  und  Scblin- 
Dnbildungen  vorkommen.  Diese  stehen  in  ganz  ähnliehen  Be- 
lebungen zu  den  unmittelbar  vorangehenden  und  nachfolgenden 
iarven  wie  die  fräher  betrachteten  Spitzen  und  Schlingen.  I>ie 
Intersuchung  hierüber  wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  anf 
Irund  der  beiden  Gleichungen  (12)  nnd  (13)    in   Erwägung  zieht, 

IBS  jede  neue  Kurve,   wie  etwa  ... />, jH,  iV,  Pi £, ...  in  Tar.XII. 

ie.  19.  oder  Fig.  20.  auf  allen  früher  betrachteten  Kurven,  wie  AC,, 
^Ca,  ACi  in  den  Punkten  iV|,  A„  P,,  welchen  Ein  und  derselbe 
Ferth  von  r  angehört,  normal  steht.  Hierbei  ist  die  direkte 
lichtoDg  des  v(»n  Mi  auslaufenden  Elementes  itf,  Nj  der  neuen 
Lurve  gegen  die  direkte  Richtung  des  korrespondirenden  Glemen- 
!8  der  Kurve  AJ^liCi  stets  so,  dass  das  letztere  Element  um 
inen  rechten  Winkel  nach  der  Seite  der  positiven  Roti- 
ung  um  den  Punkt  jV,  gedreht  erscheint.  Einer  Spitze  der 
kUrve  ACi  liegt  stets  eine  Spitze  der  Kurve  E^D^  direkt  gegen- 
ber,  wobei  die  eigentlichen  Spitzenpunkte  von  beiden  genau  in- 
inander fallen.  Wie  sich  früher  Spitzen  nar  aus  den  links  herum 
Ebweakenden  Krümmungen  der  Kurve  ACi  unmittelbar  erzeu- 
eil  kannten;  so  kOnnen  jetzt  nur  rechts  herum  laufende  KrÜm- 
Hiiigen  der  Kurve  E^  />,  unmittelbar  in  Spitzen  übergehen.  Bei 
enliieraus  entstehenden  Spitzen  bat  man  den  wiederkehrenden 
•chenkel    stets    zur  Rechten,    wenn   man    die  neuen    Kurven 

.  iiD^E^...  stets  von  Ein  und  derselben  früheren  Kur?e,  z,  B. 
on  ACi,  also  vom  Punkte  Mi  her  in  Richtung  ihrer  positiven 
Entstellung  durchläuft.  Jetzt  geht  jeder  Spitze  DaE^  eine  sich 
pg  zusammenziehende  Krümmung  i^£i  voian,  und  es  folgt  c 
Ichlii         ""  .    .    .     ^     . 


ühlinge  DgE^  nach,  und  es  findet    inc  cum  uiii^eilciiiid  uiscnci-  ^_ 

ang  statt.     Eine  solche  Schlinge  erweitert  sich   nun   bei  der  Ije-  ^H 

regung  der  Kurve,  also  für  immer  grosser  werdende  r,  mehr  und  ^H 

lehr,   ohne  an  irgend  einer   Stelle    eine    rückgängige   Bewegung  ^^M 

nicunehinen,    und  niuss    zuletzt  den  Ausgangspunkt  A  aller  Kur-  ^B 

en  mit  umschlingen  (Taf.  XII.  Fig.  21).  Nachdem  dies  geschehen, 
«tdie  Kurve  eine  ganze  Windungum  den  Punkt  A  mehr 
let  ömmen.      Das    Verschwinden    einer    Schlinge    oder    ganzen 


Vindung  bei  positiver  Fortbewegung  der  neuen  Kur\'e  liegt  nach 
len  obigen  Gesetzen  in  der  Unmöglichkeit.  Die  Zahl  derselben 
»tin  sich  also  nicht  vermindern,  sondern  nur  vermehren,  bis  diese 
Lnzahl  =n  geworden  ist,  welche  den  unendlich  grossen  Wertfaen 
oo  r  angehört.  Da  eine  jede  dieser  zusammenhängenden  Schtin- 
|en  oder  Windungen  sich  zuletzt  über  jede  Gräuze  hinaus  erwei- 
is  und  hierbei  niemals  rückwärts  schreiten  kann;  so  folgt, 
n  jeder   der  schliesslich    entstehenden  n  Windungen  eine 


4 


jede  den  Nullpunkt,  aber  auch  nur  ein  einzigea  Mal  treffen  moMb 
Hierdurch  sind  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  vom  nten  Grsda 
nachgewieiscn. 

.  Das  Zusammen  (all  eD  eines  Pnabtes  der  Kurve,  narin  aiek 
£wei  Windungen  kreuzen,  enlspricht  deui  Falle,  dase  zwei  Witf- 
zeln  vorhanden  sind,  »'eiche  bei  verschiedenen  Werthen  voa  t 
dieselbe  Quantität  r  besitEen.  Fällt  ein  t^pitzeupitnkt  der  neue> 
Knivc,  welcher  zu!j;le>cb  ein  Snltzenumikt  der  frähercn  Kurre 
iftt,  auf  den  Nullpunkt;  eo  gibt  es,  insereni  diese  SpiUe  nul 
Eine  auf  null  reüuzirte  Schlinge  vertritt,  awei  votlkomnieii  gleiUic 
Wutaelii. 

Wenn  das  bekannte  Glied  A  der  gegebenen  Gleichung  glekfc 
nnll.also  eine  Gleichung  wie  (üi)  gegeben  bt;  so  springlaus  Aea 
mit  dem  Nullpunkte  zusammenfallenden  Punkte  A  sofort  für  die 
kleinsten  r  eine  Spirale  mit  m  Windungen  hervor.  Dieser  Punkt 
Ut  daher  a)»  die  Kednklion  von  m  solchen  Wiadungeo  anzueeheiL 
Es  gibt  iileo  dann  in  Wnizeln  £;leich  null.  Die  früher  ffl' 
wähnte  Unbwatiraintheit  für  diesen  Fall,  welche  darin  beruht,  daw 
loau  nun  den  Winkel  a  des  bekannten  Gliedes  willkäbrlich  tu 
nebmen  kann,  was  eigentlich  m  Systeme  ron  nnendlicli  vietrt 
Wurzeln  von  der  Quantitfit  null  herbeiführen  mässte,  spricht  tlA 
letzt  darin  aus,  dass  sofort  m  eanze  Kreistinifänge  aus  deM. 
Nullpunkte  hervorgehen,  und  derselbe  daher  wie  das  anfache  Tcj. 
unendlich  vielen  Kurvenpunkten  zu  betrachten  ist. 

Man  Qndel  leicht,  dass  sieb,  die  Spiralkun'e  niemals  wie  dit 
fr&ber  betrachtete  kurve  in  einer  geraden  Linie  ausstrecken  butti 
indem  der  Werth  der  gnniumetrischen  Tangente  de»  Neigungi' 
winkeis  ß'  der  Ben'ihrungsiinie  an  der  iieuea  Kurve,  nämlich 

i,..y..,.1    .1.    t!l„g^'=^^?  =  -.^=cotane(i (55) 

mit  Bezngnahme  auf  die  Gl.  (36)  wohl  ftir  die  VerXnderlicIie  r, 
nicht  aber  tiSr  die  Veränderliche  <p  einen  konstanten  Werth  aa- 
aehmen  bann.  Da  man  es  also  jetzt  immer  mit  wahrhaften  Ku^ 
ttta  ZH  thun  hat:  so  sind  derartige  Erläuterungen,  wie  sie  frühw 
bei  den  Fällen  der  geradlinigem  Kurven  no((iwend%  ers«bienen, 
hier  g&na  flberfiSssig.  E»  werden  srdi  demnach  mittelst  '(fer  SfA- 
rafkurven  auch  alle  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  mit 
pAellen  Kaieffizieuten  auf  eine  ganz  unzweideirtig«  Welse 
darstellen. 

Dagegen  ist  es  jetzt  möglich,  dass  die  Spiralkorve  In  meh- 
reren auteinander  fallenden  Kreislinien  zusammenläuft' 
Wenn  der  vom  Nullpunkte  O  nach^  dem  Mittelpunkte  dieser 
Kreislinie  führende  Strahl  durch  ce''*  ""^^ccosy+csiny-V  ~1,  alM 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  letzleren  Mittelpunktes  resp^ 
durch  CC0S7  und  eattiy  dargestellt  werden;  so  würde  der  RadtM 
R  des  fragliehea  Kreises 


4^3 


Ä=V^(yj  — ccosy)*+(/2— csiny)*  .  .  .  . 


(56) 


sein,  und  ivcdd  der  erwähnte  Fall  überhaupt  eintreten  sollte, 
mfisste 

(fi—c  coeyf  +  (/2  —  c  siiiy)2 

ein  Ausdruck  sein,  weicher  fähig  wäre ,  für  einen  gewissen  Werth 
Ton  r  einen  von  9  ganz  unabhängigen  Wertn  anzunehmen. 
Entwickelt  man  nach  geschehener  Substitution  der  Funktionen  für 
/i  und  f^  aus  GL  (3)  den  vorstehenden  Ausdruck  und  ordnet  den- 
selben gehurig  nach  der  Grosse  9;  so  findet  man  leicht,  dass 

c=a,  Y=^at  a=0,  a=:0,  a=0, a=0  ....  (57) 

0  öl  a  8  «—1 

die  nothwendigen  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  des  vorstehen- 
den Falles  sind. 

Hieraus    folgte    dass     bei  jede^^  binomischen    Gleichung 
ij|-far«=:0,   oder    ae'>'^~"^  +  r"e"'''^~*  =  0,    also    auch   bei   jeder 

0  o 

Gleichung  ersten  Grades,  aber  auch  nur  bei  einer  solchen  Gl  ei 
chung,  die  in  Rede  stehende  Kurve  einen  Spiralkreis  um  den 
Punkt  A  als  Mittelpunkt  bildet.  Dieselbe  geht  sofort  als  ein  n 
facher  Kreis  aus  dem  Punkte  A  hervor,  und  bleibt  stets  ein  solcher 
Kreis  vom  Halbmesser  R=r^,  Die  früher  betrachteten  Kurven 
werden  für  diesen  Fall  bekanntlich  zu  lauter  geraden  Linien, 
Welche  von  dem  Mittelpunkte  A  jenes  Kreises  ausLiufen. 


Bcstimmang'  de«  Integrrals 


Herrn  Hofralh  Oettinger 

•  EU  Freibnrg  i.  B, 


Bekatinflicli   ist    ein  Integral   mit  positivem  Gxponenleii  sMch 
einem  Üifferenziule  mit  deiiisellieB  negativen  Espunenteri    ut 
gekehrt,  oiler 

1,  y,i(8,,.  =  ^/>, 

2)  |^=y""(/i)(aj)-». 

Hieraus  hat  man  füllende  Ueziehuiigen; 


3) 


-(8«)— . 


') 


/■(||)<-)-=<fe(/-A«")- 


DieUarstcllungeD  3)  und  4)  dienen  zm  Werlhhestimmnnf;  il« 
oben  vorgelefrten  Integrals  und  svrar  dadurch,  dassman  es  aul'einlii- 
tegral  mit  ganzem  Exponenten  (hier  die  gewöhnliche  Integrairnrii) 
ztirSckfährt.      Man  eriiäU  KofoTt  {(i\^e.n4.«  iweV  Ueberi;angsforDi»' 


m 


^v 


Umden  Werth  von  5)  zu  bestimmen,  hatmanfolgendeDarsteUun- 
in  fSr  Differenziale  mit  gebrochenen  Exponenten  nSthig,  deren 
itwicfcelong  keilrer  weitem  Scbwierigkeit  unterliegt: 


6) 


l  -2  ,        ££+»-111       ,    ^ir^P  ,'»\ 

0^)'    1-    x"'^      Kär 

Id  diesen  Dafrstetlungen  ist  neben  der  Kr  amjp'schen  Bezeichnung 
3r  Fakultäten  l'ii=  1.2.3....^  auch  die  ▼cm  Legendre  r(a:+l) 
:l.2.3....a?  aufgefdhrty  vireU:  diese  in  Deutschland  mehr  gekannt 
1  sein  scheint,  als  die  Kramp^sche;  obgleich  die  jLe^en- 
re'sche  dem  Begriff  von  Fakultät  in  keiner  Weise  entspricht 
od  sich  auch  2ut  weitern  JSenuteung  io  der  Theorie  der  rakul* 
Lten  ganz  unbi^uchbar  zeigt. 

Behandelt  man  nun  die  erste  Form  in  B)  nach  7)»  so  wird 

la   l-lIf=Fr(i):=  V»  ist 

Dorcb  Einfuhrnng  dieses  Werthes  in  6)  entstcbt  ^ 

)  pidx^      V~i  pBa:     V^^ 

Aus  der  zweiten  Form  in  5)  bat  man  nacb  den  bekannten  Kegeln: 


A 


^^=  =  2V^ 


yr^ 


Wird   dieser  Werth  in  die  zweite  Form  von  6)  eingefiihrt  und 
?ird  dann  die  Gleichung  6)  angewendet,  se  entsteht 

Theil  XV.  'ia 


weil  iil»=iVrä=r(l+i)  ist. 

Hiernach  bat  man,  wie  aus  8)  und  9)  hervorgeht,  durch  verscbie- 
dene  Behaudlung  des  Integrals 

J     Vi 

zwei  unter  sieb  verschiedene  Wertbe  für  dasselbe,  einen  imagini' 
ren  in  Verbiodung  uiit  Logarithmen  und  einen  reellen. 

Diese  verschiedeno  Werthbe Stimmung  beruht  nach  dem  Vor- 
liegenden darauf,  dass  man  nach  5)  zuerst  differenzirt  und 
dann  integrirl  und  andererseits  zuerst  integrirt  und  das« 
differenzirt,  als»  auf  einer  verSnderfen  Ordnung  und  Ausl^' 
rung  der  vorgeschriebenen  Geschäfte. 

Setzt  man  nun  die  hier  begonnene  Behandlungsweise  fort,  m 
«hält  man  folgende  Integrale  mit  gebrochenen  Exponenteu  aiu8): 

'"  pi(.bx^  _  V=T  /^«Ig5     3£\ 

".'  '  /"ig^^V^/j^'lgg      lla:'\ 


/ 


Aus  9)  aber  erhält  man: 

J     V*-     1.2 


»■<> 
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2         ^r,     V         2 


(ftc)    Jl_   ar^V^ 


Beide  Darstellangen  (10)  und  (II)  sind  besonder«  Fälle  von 
folgenden  allgemeinern: 


13) 


r+l        ,+?  _«,, 

1 ~"  l.iJ3...r 


Liouvillelhat  das  integral/  ^-7=  imJouro^dL  l'eqoli^polyt.  T. 

SIIL  Cah^SL  Pg;*  161  und  162  behandelt  und  nur  die  Gleichttog 
8)  und  den  ersten  Ausdruck  vpn  10)  gefunden.  Diess  kommt  da- 
ber,  dass  er  nur  nach  eiher'Änsichtdievorstehende  Aufgabe  unter- 
suclit  hat«  und  zwar  .dadurch»  dasa  er  zuerst  differenzirt  und  dann 
integrirt  Die  Möglichkeit  der  zweiten  Behandhingsweise  scheint 
er  fibersehen  zu  haben.  Das  allgemeine  Gesetz,  das  hier  in  10) 
md  12)  angegeben  ist«  hat  er  nicht*  entwickelt,  denn  er  blieb  bei 
Sen  zwei  ersteh  Intögralaüsdrficken  stehlen.  Die  Ausdrucke  11), 
1^;  und  13)  finden  sich  in  dem  aUgefGhrten  Werke  aus  dem  an- 
g^egten  Grunde  nicht  Tor< 

Sind  nun  die  hier  gefundenen  Resttltatei  wie  nicht  zu  bezwei- 
feln ist  und  wie  sich  noch  auf  andere  Weise  darthun  lässt,  rich- 
S,  so  werden  die  in  3)  und  4)  aufgestellten  Gesetze  nicht  ohne 
e  Beschränkung  hinzunehmen  sein«  denn  es  kann«  wie  hier  vor- 
liegt«  der  Fall  eio&eten,  dass  die  Anwendung  des  in  ihnen  liegenden 
Clesetzes  auf  verschiedene  Resultate  fährt.  Hiedurch  wird  r  olgen- 
des  gerechtfertigt  sein. 

Die  Ordnung  im  Differenziren  und  Integriren  ist  nicht 
immer  gleicheultig.  Sie  kann  auf  verschiedene  Kesultate  fuhren. 
Die  in  o)  und  4)  liegenden  Gesetze  sind  daher  mit  Vorsicht  zu 
gebrauchen. 

Die  Angabe  der  Zahlenwerthe  des  Ausdrucks 

C(l,  2,  3....r)^-l=:ii<r 

|o  der  Gleichung  13)  und  der  FakultSt  l*"!^  verursacht  bei  etwas 
■^lihem  Zahlen  viele  Möhe.  Wir  geben  hierüber  folgende  Zusam« 
>>ienstellung : 


4=1 

i>i>                ^M 

^=3 

i*i>                     ^H 

4=11 

iii<                    ^H 

4=50 

i<i'                    ^H 

4  =374 

-4*1«»' "■■'■■  '' 

»■  =120  ^H 
1>I>  =720                         ^^H 

4  =13068 

l'l>  =5040                       ^H 

4  =109584 
4  =1026876 

=40320  ^^^H 
l'l>  =362880                     flH 

4o= 10628640 

HO]' =3628800                   ^^ 

4,  =  120313810 

liil>=39916a» 

4,=1486i4ä880 

1»I>=47!)OOI600 

^„=1»8(K7590J0 

l'>l>=622702aS0a             ,^^ 

<)„=2834656C360 

]"|>=:87117829I200          ^H 

4.  =  433lll6300l000 

li>l>=130767130800a        4^1 

4,=l-2ä3405590S79200 

l>'l'  =  38i!6S742809fl00O 

^„  =  22376688058521600     . 

1W1=6102373705728000 

J„=43150S140S17038400 

l"l>=  121645100408832000 

Jio=ö^52[l4803676160O00O, 

l«i>.i=2432902008176610000. 

Diese  Eabtenwerthe  KnrdeD   auf  zw0i   versclü«dfflie  Weisei 
berechiifet  Und  richtig  befanden.  i  <   i' 


it» 


hl 


I «  • .  1 


I  ■. 

•         f 


iBeiträgre  SEÜr  Theorie  der  finadrati« 

.sehen.  Formeii. 

'    Herra  Dector  F.  Aradty  , 

"  .  ■  ■      »       » 

h^kfot  am  Gjriiinasiiiin  ^ii^.-ßtvalsiind. 
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Die  ia  meiner  Abhanj^Iubg  '»j,fi«it>ag.  ziiif  Theorie  der 
quadratisch^i^Fornien'VCGTUjiiert  Archiv !^n!  pag.  106  ff.) 
eptwickelten  Resultate  fjihEep  zunächst,  zur  Auflösunjg  dreier  Haupt« 
Probleme  über  die  Transrormabilifat  der  quadratischen  F^ormen, 
welche  in  den  DisquiKitionibus  Arithmeticis  nicht  zur  Sprache  ge- 
bracht werden. 

JlSrsfe  Aufgabe.  Sftmmtliche  Efassen  der  quadrati- 
schen Forcen  von  bestimmter  Determinante  zu  fin- 
den, welche  in  da«  Produkt.  j5 wie I^V  gegebenen  Formen 
transformabel  sind.-  '    - 

..AnflSBUng.    Man  bezeic^e  die  gegebenen  Formen  durch 

/=(aAc),  /*=(a',ö',cO; 

ihre  Determinanten  durch  d^cZ'^ '  daSs'grusste  gemeinschaftliche 
Maass  von  a,2b,  c  sei  m,  und  eine  ähnliche  Bedeutung  hahem' 
in  Bezug  auf  die  Form  /*;  endlich  sei  D*  die  Determinante  der 
gesuchten  Formen,  und  D  das  grosste  gemeinschaftliche  Maass 
von  dmftnU  d'mm,  Soll  nun  die  Aufgabe  nicht  unmöglich  sein, 
so  muss  jD  durch  JD*  theilbar»  und  der  ^otient  ein  Quadrat  sein^ 
wesshalb  wir  D=iykk  setzen,    wo  k  eine  positive  ganze  Zahl 


bedeutet;  dies  vorausgesetzt,  muss  jede  in  das  Produkt  ff  tratri 
fofiuahele  Fonn  jede  beliebige  aus  /',  f  auf  dieselbe  Weise  in-- 
sammen gesetzte    Form    eigentlich    einscnlieesen ,    und    uingekehri' 


(Disq.  Arithm    Art,  239.  238.),    und    daraus  ergiebt  sich  f 
Lusung  unserer  Aufgabe. 

Man  eucbe  eine  beliebige  aus  /*•  /*  >n  Bezu^  aof  beide  Fof^ 
men  direct  zusammengesetzte  Form  ^,  welche  die  DeterminaDte' 
D^^iykk  haben  wird,  uod  bestimme  die.KIassen  Rtler  Forme d ^ 
von  der  Determinante  D',  welche  F  eigentlich  elnschliesseo , 
Aufgabe  wird  hiermit  vollständig  gelöst  sein,  wenn  f,  f  in  dtf' 
Trans  forma  tioD  ausf  id  ff  beide  direct  genommen  werden  sol-' 
len.  Will  man  beide  invers  nehmen,  so  legt  man  eine  aus  f.f- 
auf  eben  diese  Weise  zusammengesetzte  Form  zu  ijirunde,  unl 
auf  JibnUche  Art  wird  man  sich  verhalten,  wenn  eine  der  FormM. 
f,  f  direct,  die  andere  invers  genommen  werden  soll. 

Was  aber  die  Aufgabe  betrifft:  „die  Klassen  aller  Formn 
von  der  Determinante  U'  zu  6nden,  welche  die  gegebene  FoM 
F:^(A,B,C)  von  der  Determinante  D'lik  eigentlich  einschliessen", 
so  habe  ich  deren  Lösung  in  der  am  Eingange  erwähnten  Abhaud* 
lung  gegeben.  Man  ändet  zunächst  eine  endliche  Menge  voo  Fov 
men  {A',B',0),  welcher  alle  die  Form  F  eigentlich  eiu»cblies«eiip' 
den  Formen  eigentlich  äquivalent  sein  müssen,  und  es  bleibt  daW: 
bloss  noch  fibng,  dieselben  in  Klassen  zu  bringen.  Die  Bered»v 
pung  von  A',  B",  U  wird  nach  folgenden  Fonneln  geführt:       « 


A-= 


tt  '  ~  t 

v/o  k=::tu,  f  jedweden  positiven  Theiler  von  k  bedeutet,  desien 
Quadrat  A  misst,  der  folglich  wegen  der  Gleichung  BB—AC 
^=D'kk  in  B  aufgeht;  wobei  zu  bemerken,  dass  diejenigen  Zei- 
legungen  von  k  in  tu  zu  verwerfen  sind,  für  welche  B',  C"  keine 
ganzen  Zahlen  werden. 

Beispiel. 

/■=(9,  3,  29),  /'=(8.  2.  32),  rf=d'=:-2ß2,  />=-251 

D'=:  —  7  misst  D,  der  Quotient  ein  Quadrat,  nämlich  36,  also 
A=6.     Man  findet  F=(4,2,64);   für  (  =  1,    w=6  wird 

A'r^i,  CB'=2  (mod.  4),  ß'=l,  3;  C=2,  4  resp-; 

für  (=2,  i^3  wird 

A'  =  l,  3ß'=l  (mod.  1),   ß'=0,   C^7 

also  erhält  man  die  drei  Formen 

(4,1,2);    (4.3,4);   (1,0,7); 

welche  aber  nur  zwei  Klassen  bilden,  deren  Kepräsentanten  (1,0,7); 
(2,1,4)  sind. 


431 

Zweite  Aufgabe.  Zu  beurtheiien,  ob  «ine  gegebene 
orm  F*  in  das  Produkt  zweier  ebenfalls  gegebener 
ormen  fy  f  transformabei  ist. 

Anfiosong.  Man  bestimme  eine  beliebiee  aas  /*,  f  direct 
isamroengesetzte  Form  F,  so  z.  B.,  dass  beide  Formen  direct 
I  die  Composition  eingehen «  und  untersuche,  ob  JP  unter  F' 
iffentiich  enthalten  ist;  jenachdem  dies  der  Fall  ist,  oder  nicht» 
ird  W  in  ff  transformabei,  oder  nicht  transformabei  sein,  unter 
er  Voraussetzung,  dass  f»  f  beide  direct  in  dieser  Transforma- 
on  zu  nehmen  sind.  Um  zu  finden,  ob  F*  auf  eine  andere  Weise 
\  ff  transformabei  ist,  wird  man  wieder  eine  aus  beiden  Formen 
ar  dieselbe  Weise  zusammengesetzte  Form  zu  Grunde  legen. 

;.  Dritte  Aufgabe.  Die  Form  F  ist  in  das  Produkt  ff 
af  bekannte  Weise  transformabei;  man  sucht  sämmt- 
iche  darauf  Bezug  habende  Transformationen  aas  F' 

Auflösung.  Man  suche  eine  beliebige  Form  F,  welche  aus 
',  f  eben  so  zusammengesetzt  ist,  wie  F  in  ff  transformabol, 
AU  wird  dabei  zugleich  eine  Transformation  aus  F  in  ff  kennen 
9men,  welche  durch  p,  »',  p"»  ff";  y,  q*y  o",  jf^  bezeicnnet  wer- 
en  mag  (s.  m.  Abb.  Memoire  sur  la  tnäorie  des  formes 
nadratiques^  Archiv  XIIL).  Bestimmt  man  nun  alle  eigent- 
chen  Transformationen  aus  F'  in  F,  deren  Inbegriff  durch  a,  ^, 
,  i  bezeichnet  werde  (Archiv  XIII.  pag.  lOo  ff.),  und  macnt 

q=yp  +  «fi',     q':=rp'+V.     q"=yp"+V,     q'^=yp'^+«9'^; 

0  wird  p,  p',  p^  p*';  q,  q',  q",  ^  der  Inbegriff  aller  der  Trans- 
drmationen  aus  F  in  ff  sein,  für  welche  /*,  f  auf  die  bekannte 
krt  genommen  werden. 

Der  Beweis  für  dieses  Verfahren  folgt  aus  den  im  Art.  239. 
ler  Disq.  Arithm.  angestellten  Betrachtungen,  die  hier  nicht  wie- 
lerholt  werden  sollen. 

Die  folgenden  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  die  Zerlegung 
»ner  (]^uadratischen  Form  F  in  zwei  andere  fy  /*,  deren  eine  ge- 
;eben  ist,  während  die  andere  gesucht  wird,  wobei  alle  drei  For- 
cen dieselbe  Determinante  haben. 

h  Lehrsatz.    Wenn    die    drei   Formen  F,  f,fdie 
elbe    Determinante    D  haben,   und  Fin  das  Produkt 
j^   durch    die    Substitution   p,  p\  p",  p'";    y,  g\   y",  ^ 
ransformabel  ist,  so  wird  f  in  das  Produkt  aus  F  und 


il«.r  GDtgegengeaetsten   von   (  durcli  ili«  Sulistitvtlan 
-r-tt'  p*.  9"'f  — p";    ?.  — pt  — h">  p"  translormabel  bcId.*) 


Da  F  in  ff  Irans fnrtnabel  iet,  und  alle  drei  Fornieu  dieselbe  Uf 
ferniinatite  haben,  go  eiistiren  die  folgeniWn  neun  Glt^iehnngeo- 
(Disq.  Aritbm.  Art.  235.): 

P9'— yp'=o,  pq"—qp"-=.a',  pg'"—qp"'=i/'-i^O,  p'^*— y>*=i'-S, 

p'q^~t}'p'"=c',    p"9'"-9"p"=«;     g'il"-qr,"'=A, 

p(f+qp"'—p'q"~q'p"=^,    p-p"—pp!''  =  C. 

Nun  folgt  ana  diesen  Gleichangen : 

^'p~qp'=m.  q'q"—q<f=Ä,  —  q' p"  -{■  qf  =  B^i ,  —p'f-{-p<f 

',   =JB  +  6,  p'p"^pp"'=C,    q'"p"—ti"p"'-=^c%  pq"—qp"~^\ 

~q'p"—qp"'  +p'q"  +pq"' =20',     p'q"'^q'p"'~c'',     , 

folglich  ist  [_a',  y ,  c')  in  dus  Produkt  der  Formen  {A,B,Ci,  jf, 
-~1>,  c)  mittelst  der  im  Lehrsatz  gesagten  Substitatiöa  tcaluu^ 
msbel  (Disq.  Aritfam.  art.  233.)- 

Umgekehrt,  wenn  {a!,  b',  c")  in  (.4,ß,C)x(o,  —  6,c)  transfni- 
mabet   ist,    so   wird   iÄ,B,C)  m  (a,b,c)>Z\fi',b',c')   translormaW 

2.    Es  seien 

F={A,B,Q.    r=ia,b,c),  ■f  =  {a',b'.c') 

drei  Formen  von  derselben  Detcrmiaante  D,  M  das  gröaste  ^- 
meii>schal'tliche  Maass  zwischen  A,  '2B ,  C  und  »i,  m'  haben  eioe 
ähnliche  Bedeutung  in  Bezug  auf  die  Formen  /,  f.  Wenn  ddd 
f  ans/',  f  znsa.mm  enge  setzt  ist,  so  hat  man  bekanntlich  AJ=mm'; 
ferner  wird  auch  M  gegen  m'  prim  sein,  Ha  />,  die  Determinanle 
der  zusaiiimeugesetzten  Form,  das  grusste  gemeinschaflliche 
Maaas  zwischen  Dm'm',  Dinm  sein  muss.  —  Sind  also  F,  /ge- 
gebene Forraeo  von  derselben  Determinante/),  und  msii  will  eine 
Form  vou  eben  dieser  Determinante  finden,  aus  derea  Zusaumen- 
setzuiig  mit  /  die  Form  F  resultirt,  so  muss  itf  durch  i/i  theil- 
bar,  und  der  Quotient  gegen  m  prim  sein-  Diese  Bemerkung 
rechtferfigt  die  Beschränkung,  welche  wir  in  der  nSt^sten  Auf- 
gabe machen  werden. 


■  l>lfdll  bolraulilot. 
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^.Aufgabe,  ^  =.{A9B,C),  fz=i(a9b,c)  sind  zwei 
jregeliene  FörmeD  roo  derselben  Determinante 
1>;    M,    m    die    grossten    gemeinschaftlichen     Maasse 

von  A,  2B,  C;  a,  9b,  c  resp.,    und   —    ist    eine    ganze 

Zahl,  prim  gegen. im;  man  sucht  die  Klassen  aller  For- 
men f*  der  nämlichen  Determinante  D,  aus  deren  Zu- 
sammensetzung mit  jf  die  Form^resultirt. 

Auflösung.  Man  bestimme  die  Klassen  aller  Formen 
fz=(a/y  6^  &)  von  der  Determinante  Z>,  welche  in  das  Produkt 
der  Formen  F,  (a,  — b,  c)  transformabel  sind  (erste  Aufgabe), 
und  behalte  nur  diejenigen  bei,  fiir  welche  af,  26%  c'  dasgrüsste 

gemeinschaftliche  Maass  — =iit'  haben;  klassifizirt  man  die  letz- 
teren, so  wird  die  Aufgabe  gelclst  sein. 


Denn  An  f  m  das  Produkt  Fxfa,  "— A »  c)  transformabel  ist, 
so  mnss  JP  in  fXia^by^iizsLfjf  transformabel  sein  (erster  Lehr- 
satz); nun  Ist  aber,  da  m'  gegen  m  prim,  die  Determinante  von 
iP,  nämlich  D,  das  grOsste  .gemeinschaftiiche  Maass  von  Dmfm!, 
Ihnm,  folglich  F  aus  f,  f  zusammengesetzt  —  Umgekehrt,  wenn 
f  mit  f  zusammengesetzt  F  hervorbringt,  so  muss  f  In  F 
X(li,  -^A»  c)  tranäbrmabel»   und    das  gemeinschaftliche  Maass 

von  a^  Wf  c'  notbwendig  gleich  — sein;   folglich  giebt  es  keine 

Klassen  von  Formen   f,    welche  durch  das  gelehrte  Verfahren 
nicht  gefottden.  wfirden. 

In  Bezug  auf  die  Anwendung  dieser  Regel  werden  noch  fol- 
gende Bemerkungen  von  Nnta^en  sein.  . 

■             t             I 
^^^  ■  ■       •        •        I ■  ■ . 

Um  die  Formen  f  von  der  Determinante  D  zu  finden,  welche 
in  Fx(a,  — 6,  c)  transformabel  sind,  hat  man  zunächst  JP  und 
(ur,  -«-6,  c)  zusammenzusetzen.  Die  resultirende  Form,  welche 
offenbar  die  Determinante  Dmm  haben  wird,  heiisse  ^=(%S,<C). 
Hierauf  sind  die  die  Form  ß  eigentlich  einschliessenden  Formen 
von  der  Determinante  />  zu  bestimmen.  Zu  dem  Ende  hat  man, 
m=^tu  gesetzt, 

» 
"  :  a'  =1^,      ub'=j  (mod.  af),  6'6'-.aV=/> • 

Das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  31,  2J&,  C  ist  bekannt- 
lich lUm=imtmnf,    mithin  sind  3(>  2S,  C  sämmtUch  durch  mm 


(heilbar,  aleo  auch  ~   eine  ganze  Zahl*);     hieraus   ergi«bt  ei<^ 
daea 

a      »      fl^       ^       2* 
tt '    tu'    tu'     uu'     mu 

ganze  Zahlen  eel»  werden ,    nelche  Zerlegung   von  m  m 
wandt  werden  möge.     Nu»   hat  man 


folglich 


•vo  für   f  die  Zahlen  0,    1,  3,.... 
1  incongruenten  Werthe  zu  nehm 


folglich  sind  a',  (/",  c'  für  jedwede  Zerlegung  von  m  ganze  Zaln 
len.  Die  Berechnung  reducirt  sich  somit,  nachdem  die  Fora 
j=:(3l,<b>0  getunden  worden,  auf  die  folgenden  Formeln: 


tl  ' 


-^    ,y^i.  ££5. 


b'h'  -  D 


wobei  zu  bemerken,  dass  &  auch  nach  der  Formel 
gefunden  wird,  wenn  nur  a'  nicht  verschwindet. 

Unter  den  auf  diese  Weise  berechneten  Formen  (o',  i',  c'), 
deren  Menge  offenbar  der  Sümino  aJUr  Tbeiler  von  m  gleich- 
kommt, sind,  diejenigen  auszuwerfeo,  fär  welche  da«  grSmte  g«-^ 

meiDBchaftliGhe  Maaas  von  a'.  26',  C  nicht  gleich  —  ist,  an  täe 

abrig  bleibenden  in  Klassen  zu  bringen. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass,  wenn  m^l,  d.h.  /eine  eieent- 
licb  primitive  Form  ist,    die  Form  S  die  Determinante  D  titbSA, 


•>)  _  ial  ein«  am 
wenn  aber  m  gerade, 


i  ZabI,  rolglich  =  ehenfalli, 
2»  __Ä 


1 
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Iglicli  mit  f  eigentlieh  ftoiiiFalent  ist»  waa  auf  folgendeiif  Im  Art. 
19.  der  Disq.  Arithm.  aui  anderem  Wege  eefiiDdenen  Satz  führt: 
i¥enn  F^  fzwex  Formen  von  derselben  üeterminante  sind»  de- 
n  letztere  eigentlich  primitiv,  so  «iebt  es  immer  Formen  der 
imiichen  Determinante,  aus  deren  Zusammensetzung  mit  /^  die 
orro  F  riesultirt;  aber  sie  gehören  alle  in  eine  Klasse,  in  wel- 
ler  sich  auch  die  aus  F  und  der  Entgegengesetzten  Fon  /  zu- 
immengesetzte  Form  befindet 

Beispiele. 

1)  F=(12,  6,  24),/=t(3,  0,  84),  />=~252. 
»er  Ist  M^Ui  m=:3,  alfso  m'=:4.    Blan  findet 

5=(3ß.  ^54,  144), 
arans 

{a\  6',  cO==(4,  ~18,  144);    (36,-18,  16) j    (36,  -6,  8); 

(36,6,8). 

fir  alle  diese  Formen  ist  m^=4;  auch  gehSren  sie  In  verschie- 
ene  K^sen,  deren  Repräsentanten 

(4,  2,  64);  <8,  2,  32);  Y8,  -2,  32);  (16,  2,  16)  "        .  , 

2)    F=(20,  6,  -30),   f^{^,  -1,  -104),  1>=625, 
lier  ist  Jlf=10,  m=2,  also  m':=5.    Man  findet 

5=(iao,  -70,  SO),    , 

ivans 

(a',  V,  c')  =  (30,  -35,  20);  (120,  —35;  ö);  (120,  25,  0). 

Die  erste  und  dritte  dieser  Formen  sind  zu  verwerfen»  also  bleibt 
[120,  —36,  5),  welche  niit  (5,  25,  0)  eigentlich  äquivalent  ist 

4.  Lehrsatz.  Indem  die  in  der  vorigen  Aufgabe 
iDgegebenen  Bedingungen  beibehalten  werden,  so 
siebt  es  immer  mindestens  eine  Klasse  von  Formen, 
ius  deren  Zusammensets^ung  mit  /  die  Form  F  her- 
vorgeht 

Beweis.    Wenn  die  Form    ^=(3(,  S,  €)  nicht  schon   so 

21       2Ä 
i>e8cbaffen  ist,  dass  -im~»  'jo'    relative  Primzahlen  sind,  so  be- 

iutupte  ich,  dass  man  immer  eine  mit  S  eigentlich  äquivalente 
Porm  finden  kann,  für  welche  diese  Bedingung  Statt  hat  Es 
und,  um  dies  darzuthun,  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 


I.    j  8«i  aua  eiaer  eiE;entlicl)  primitiven  Faiia  (2^*  jy,  (°| 
ab}^leitet.     In  divsem  Pailo  ist 


'Mm' 


»"£0-201«  = 


;os— 2W;     />Bim 


Z) 


(üfm)"    —{Mm)»- MM 
Uurch  die  eigentlich  primitive  Form 

künneii  nun  uneodltcli  viele  Zahlen  dar&eetellt  werden,  nelcbe 
'geeren  jede  gegebene  Zahl  prim  sind  (Disq.  Arithm.  art  '238.), 
und  man  kann  annehmen,  daes  die  Werthe  von  x  und  y,  uÄ 
HQire  deren  dies  geschieht,  relative  Primzahlen  sind*);  ess*'"'"' 

d  prim  gegen  y; 

durch  die  Subatitution  a,  ß,  y,  S,  (Br  welche  aS~ßy=\,  wirf 
man  {ü.",  ^%  £*>)  in  eine  eigentlich  äquivalente  Fgcm  (3°',  V, 
C')  verirandeln,  und 

«■erden  ehenfalls  eigenllicb  äquivalente  Formen  sein.  Jpt/,[  müssM 


rcliitive   l'rimzablen    sein.     Uenn   hätten    : 
meiii,  so  Tvürde  itersclbe  in 


^  =  L>m(»o^'>-3*'C'')  =  ■2ni(S><^£>'"  ~  a"'«*) 


:lienc  /alil  2,    an  dasB  a   ii 
—   oöcnfnlls  priiu  Rcgcn  ?.  b"  prim  gej^cn  )■' 


ifgehen,  während  7L^  prim  [gegen  ^^  geoomm^nfi  ;Wur49.   Also 
t  S'  eine  Form  von  der  verlangten  Eigenschaft.  -  ^^ 

II.  i  ifd^tatb  einer  uneigentlich  {Mrlmiäv^n  Fötw  (HS  B^*C^) 

»gefeitet;'-  in  -diesem' FalU-bt        '  \  ■•  -    ' 

".•:■'■  •:     .  ].i-\,  t;  /•'..■■•...  ^     •-      *    ■      '•       .'   .      -■    :•    i    -..       '  '1    •■{;! 


n"  -Afin  5*  JMm  ■  TrlUfn 


■»( 


ri 


»>»>-»<«•::.  j^. 


*1; 

urch  die  Form 


erden  Zahlen  dargestellt,  welche  gegen  jg^  pnm  |sind^  so 
tss  ars^a,  y=F.y  keinen  gemeinspbaftliehen  Faktor  haben;  eine 
ikhe  Zahl  «ei  2:31—  Transformirt  man  nun  {Z^,  Ji^,  JIP) 
irch  idie  Sabstitution  a,:ß,  r,i,  fär  welthe  «d-/})'»!^  i^X^t^« 


^,  <E^),  so,  sind  ^  ^    .:       C 

S  und  (^Jlfmlio',    ^lfm»o',  ^Mm€*>')         '       ' 

f 

V  ■■■■''• 

gentlich  äquivalente  Formen,  und 

•-■  ..i.-.i'i.  I«.  .,  •■  ..... 

latvve  Primzahlen,  da 

t.    Die  Form  von  der  geforderten  Eigenschaft  ist  also 

(iMnCH"',    g-üfm^"'.  jiWmC'O- 

Da  nun  jede  mit  S  eigentlich  Univalente  Form,  ebenso  wie 
ielbst,  aus  /*,  f  i^usiMiimeiigesetzt  ist»  und  in  der  Aufgabe  3. 
ie  beliebige  aus   /,  f  zusammengesetzte  Form  zu  Grunde  ge- 


legt  irerileii  durfte,   so  sei  ^  =  (3,  Z,  <C)    eine  Fonn  der  M 
dass  jjf^'      TS"    Iceinen  Faktor  gemein   haben. 


Dies  vorausgesetzt,  wird  unter  den  in  3>  gefundenen  Fornea 
"geben,  welche  donli 
}  hervorgehl,    nSmIici 

<L    das    grSsste    ge- 


immer    diejenige   mit  /*  zusammengesetzt  F  geben,    welche  donli 
die  besonderen  Wertbe  i=»i,    «^I,   o— 0  hervorgeht,    nSmIici 


meinachaftlicbe  iUaaas  m'  baben/J 

üebrigens    ist    ku   bemerken,    dass    man   solcfae  Wertbe  ron 
x=a,  y=-'r,  mit  deren  Hülfe  die  primilive  Form 

a"3::E  +  'i^''xy  +  <L°yy 

einen  Werth  erlangt,  welcher  gegen  eine  gegebene  Zahl,  od« 
deren  Uülfte  prim  ist,  nach  einer  bestimmten  Methode  findet 
kann,  fiarüber  art.  •£&.  <ler  Disq.  Ärithra.  zu  vergleichen. 

Beispiel.     Ut 

F={m,  —70,  20),   /-^ce,  —I,  —104), 

wo  D=625,  ^=10,  in=%  .«'=5.  so  findet  sich  5=(I20,  —70,  M 
aus  der  uneigentüdi  pTimitiven  Form  (12,  —7,  i)  abgeleitet;  nnd 

da  -ü"'    jü-  den  Factor  2  gemein   haben,    ea  ist  S  ^'*^  (ransfar 

miren.    Zu  dem  Eode  ist 

6Ka  — 7ciq'  +  j7=2"21'" 

prim  gegen  50  zu  nehmen.  Dieser  Bedingung  genügen  u=G,  ]c=3; 
^,  d  kann  man  resp.  =1,  1  setzen;   dadurch  kommt 

(3"',  Ä"',  (E'")  =  (62.  5,  0),   Ä'=(620,  50,  0); 

r  man  die  Reducirte  (5,  25,  0)  an- 


3£     %& 


folglich  m'  das  gröule  geiBeinachnftlivIie  Haan  TOn ,   -^;  and  dl 

dauelbe  io  C    aufgeht,    indem  £  durch  Mm  =  mmm'   (heilbar  iit,    m 
wird  PK  auch  dai  gr.  gem.  Vaaii  von ,    -^  ,  £  aciti  j    q.  e.  d. 
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5.    Wenn    man   die  Fonn    ^  =  (31,  2,  C)  so  wählt,    dass 
j—9     -^  keinen  Faktor   gemein  haben»   ao  gewährt  dies  den 

ortheil  y  dass  man  die  Menge  aller  deijenleen  in  3.  aufgestellten 
ormen«  welche,  mit  f  zusammengesetzt,  F  geben»  a  priori  be- 
;immen  kann.  Zur  Abkürzung  bezeichne  man  den  Complex  aller 
I  3.  aufgestellten  Formen  durch  Sl,  den  Complex  derjenigen 
uter  ihnen,  aus  deren  Zusammensetzung  mit  /*  die  Form  F  resul- 
rt,  durch  ex 

Ist  f^(a',  h'y  c')  eine  Form  aus  A,  sp  hat  man 


Ü  2£  C 


id  eine  solche  Form  wird  in  co  geboren,  sobald  diese  drei  Glie- 
ar  keinen  Faktor,  geinein  haben. 

Diese  Bedingung   erfordert,    dass  u  gegen  das  dritte  Glied 

2JB 
im  ist,  da  -^  den  Faktor  u  enthält  •—  Umgekehrt,    wenn  u 

3gen  das  dritte  Glied  prim,  so  haben  die  drei  Glieder  keinen 
imeinschaftlichen   Faktor.    Denn  hätten  sie  einen  Primfaktor  p 

»mein,  so  konnte  derselbe,  da  er  -^  und  jg-  nicht  zugleich 
essen  kann,  in  -^  nicht  aufgehen,  mfisste  u  messen,  was  un- 
5glicb.  Noch  wird  bcfmerkt»  dass  ^sr- »  v  keinen  Faktor  gemein 
iben,  indem  u  ein  Theiler  von  -jg    ist 

Setzen  wir  also  zur  Abkürzung 

2Ä 


Mm        *  Mm  *    Mm 

a'^^  +  »V+€'«  =  Z, 

»  ist,  damit  f  in  den. Complex  »gebore,  nothwendig  und  aus- 
lebend, dass  Z  und  tc,  oder,  was  hier  gleichviel  gilt,  IV Z  und 
,  keinen  Faktor  gemein  haben. 

6.    Die  Aufgabe,    q  der  vorhergehenden  Bedinffüng  gemäss 
1  bestimmen,  last  sich  vereinfachen,  wenn  man  von  aeruleichuog 


ausgeht,   vm 


ist._   Dabei  sind  folgende  Fälle  zu  aDteracheideti. 
I)    Wenn  J&'f  gerade  ist,  so  b&t  man 

und  Dndet  die  sümmllichen  Wertbe  von  q  unlet  k,  n-elche  Z  prim 
gegen  u  machen,  uacfa  folgender  Regel,  deren  Grund  leicht  er- 
hellt.    Man  hestimme  alle  Werthe  von  i  Ewiecben  —  ä"  "      ""^ 

+  H^M,  für  welche  z' — -^  prim  gegen»  wird,  hierauf  fSr  jede* 
derselhen  eine  entsprechende  Zahl  @  mittelst  der  Congruenz 

s^  a'e=ji— jÄ'i  (mod.  a) 

-1  tncl.   Der  Werthe  von  ^  sind  also  dien  w 


'2)     Wenn  Si't   unqerade,    u  ungerade,    so   suche  man  alle  i 

zwischen  —  ö"  "'"'    +  ^ "'     ^"^    *^^^^    * ITä"    1'"™  g«gß"  " 

wird ,  und  bestimme  die  jedem  einzebcn  i  entsprechende  ZaU  f 
aus  der  Congruenz  i 

22l'p=z  — Ä7  (mod.  u) 

zwischen  0  und  u  —  1  Ind.,  welche  Aufgabe  immer  müglicb  und 
bestimmt  ist^  Der  Wcrlhi;  von  9  sind  wiederum  ebenso  viele 
als  der  von  i. 

3)    Wenn    Ä'i    ungerade,    u  gerade,    so   kann  Z  für    keiaen 
4D 
Werfh  von  g  prim  gegen  ti  werden,  sobald  -^^1  (mod.  8.),  da 

4D 

dann  Z  stets  dfin  Faktor  2  enthalt.  —    Ist  aber  ^  =5   (mod.  8) 

in  welchem  Falle  Z  für  jedeS  ^  uogerfltle  wird ,  so  bestlttiihe  man, 
»=2^%'  gesetzt,    wo  u'   ungerade,     lunächst   alle   s'  zwificfaeo 

—  2  «  ind  +  2  « .  welche  1^ ^b"  pnm  gegen  «  raaCben ;  diese 

Werthe  seien  z',  t",  i",  etc, ,  ihre  Anzahl  J.  Sucht  man  hierauf 
den   jedesmaligeu  Werlh  von  i  unter  u,    welcher  je   einem  def 
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M^ertbe  s't  tf't  ^  etc«  naeh  ^etn  mtidi  Mf  und  je  einer  ungeraden 
2#ahl  unter  2^  naeb  dem  möd.  2^  epngment  iet^  so  hat  man  alle 

K  anter  ti,   (tir  welche  jfz^-^'-s^J    ganz    und   prim  gegen   u 

irird.  Die  Menge  derselben  hsi.^—^  Endlich  wird  man  zn  jedem 
s  zwei  Werthe  von  q  unter  u  mittelst  der  Congmenae 

32^9=2— 23'^  (mod.  u) 

finden,  so  dass  also  die  Gesammtfüenge  aller  Werthe  von  q  in 
diesem  Fälle  gleich  2^£  ist. 

7.  Die  drei  vorfaergebenden  Fälle  fuhren  also  nur  auf  eine 
Aufgabe  zurück^   nämlieb   alle  Werthe  von  z  zwischen  —  g-tcund 

•f  s-  tf  zn  finden,  für  welche  s'-^Zr  prim  gegen  u  wird.*)  Die  Auf- 
llsung  derselben  beruht  auf  dem  leicht  zu  beweisenden  Satze : 

^t  u  das  Produkt  der  Zahlen  vf^  u",  vP  etc.»  welche  paar- 
weise prim  gegen  einander  sind ;  bedeutet  dann  zf  jedweden  Werth 

ron  z  zwischen  ^^k^    nnd    -{-^vf»    fär   welchen    t^'^L  prim 

gegen  uf  wird,   i"  jedweden  Werth  von  %  zwischen  — ati"   und 

■fall",   für  welchen  j'—Xr  prim  gegen  u'*  wird,   u.  s.  f.,  und 

limmt  man  endlich  x  zwischen  —  ntc  und  -fö^  ^^»  ^^^  es  den 
Kahlen  %*,  z'%  etc.  nach  den  Moduln  u'y  u",  resp.  congruent  wird, 
lo  ist  X  der  Inbegriff  aller  Werthe  zwischen  — 5«  und  *\-x^»  für 
nrelehe  z^-^L  prim  gegen  u  wird." 

Hieraus  folgt  ferner:  Ist  ü  die  Menge  der  z^  ^'  die  Menge 
ler  2",  Ü"  die  Menge  der  if'*  etc.,  so  wird  das  Produkt  {'ff"  etc. 
lie  Menge  der  %  siem. 

Man  denke  sich  nun  statt  u\  yf'y  u*'*  etc.  die  Potenzen  der 
f^rimfaktoren ,  in  welche  u  aufgelöst  werden  kann;  es  sei  u*:=ip^. 
!jtt/i=2,  so  kann  man,  damit  z^—L  prim  gegen  2^  werde,  für 
•  nur  gerade,  oder  nur  ungerade  Werthe  setzen,  je  nachdem  L 
"eSp.  ungerade  oder  gerade  ist,  [folglich  f^2^~^.  Ist  p  ein 
ingerader  Primfaktor,  und  L  ein  Nichtrest  desselben,  so  darf 
tir  z  jeder  beliebige  Werth  zwischen  den  obigen  Gränzen  gesetzt 
A^erden,  folglich  ü^zip^.    Ist  L  durch  p  theilbar,  so  müssen  alle 


Di*  4:1h* 

*)    Iro  ersten  Falle   ist  ^=1^9    In  den  beiden  andern  ^=— stt  • 

md  im  letxten  Falle  überdies  u*  an  die  Stelle  T«n  u  so  setsen. 
Theil  W.  "^ 


t  'prim  gegen  p  sein,    fol^^h  f^p*-* (p— 1).    Ist  enilUA  ^    ^ 
Reet   von   p    (dureh   p   nicht    thetibar).    so  hat   die  Göngram    ' 

«*— /*=0  (mod.  p)  z«r«i  Wurüeln  zwischen  —  g-  p    und  +a-pi 

also  2^"-'  Worzeln  zivischen  —äj'"    u"d    +5-^''.    folgHcb         , 

S-  =  p''^^p''-^p'-Hp~1i)- 

Hiermit  ist  die  Men^e  aller  t  zn'i»dien  ~  si  und   -f  n  v, 

fnlglich  auch  die  Menge  aller  g  zwischen  0  und  u  —  1,  filr  nelcl^ 
2  |iriin  gegetin' wird,    vnNIcomnien  hestimntt. 

Beispiel.     Man  sucht  alle  9  unter  60.  Itir  fvelche 

prim  "B^eu  fiO  wird:    Hlei-  Ist 

I  -"IIW^jK^ap— ll)»  +  -2751.  -27535  (m<td.  K.):  ' 

kb«  hat  man  den  dritten  Fall  des  voriren  Paragraphen.   DiedM^I 
emt'uz  i»+275=0  (mod.  3.)  hat  die   VVur/.cl  i=— I.  +1;2H1 
iliicch  5  theilbac,  folglich  1=0  (»kkL.  3.)  und  ^—2,  —I,  -fl. 
+  tj  (mod.  6.)  lind  =1,  3  (mod,  1.);  mithin 

i=±3,  ±'J,  ±'21,  ±27; 
2Jy  — 11  =  ;   (moiL  OÜ.)  gielil 
e  =  %  G,  11,  14,  17.  -20,  2ö,  29,  32,  33.  41,  44..  47,  50,  50,59. 

K.  Es  sei  nun  iii=iPQ,  wo  P,  Q  relative  Primzahlen  sind. 
Wie  leicht  erhellt,  lindct  man  alle  Theilor  von  m,  weua  man 
jeden  Theilur  von  P  mit  jedem  Theiler  von  Q  als  Faktor  verbin- 
det. Die  Theiler  von  i*  seien  p,  p',  p"  etc.;  die  Theiler  von 
Q:  fi,  q',  ff"  etc.;  ferner  hezeichne  man  die  Mengen  der  Formen 
im  Cont^des  m,  ivelche  den  Thedern  p,  q  van  m  entsprecbem 
rcsp.  durch  ^,  _  t/  und  lasse  i',  t}';  J",  ij"  etc.  eine  ähnliche  Be- 
deutung hahen  in  13eitug  auf  p' ,  q' ;  //',  q"  etc.  Die  Menge  alier 
Formen  aus  tu,  welche  durch  Anwendung  der  Theiler  qp,  op', 
tip"  etc.  entstehen,  ist  iififenbar  jj(H  J'f|"..);  eben  so  i)\|-j-|'+5""} 
die  Menge    aller    Formen   aus  ..... 


Thpiler   q'p, 

Menge  der  s' 


»  eiche 
nraehei 


h   Anwenduns  der 
rolgtico  die 


=  C»,  +  V  +  i!''...)(l  +  l'  +  r'.-)- 


) 


„Es  sei  m  das  Produkt  beliebig  vieler  Faktoren  P,  Q,Ri:lC;  I 
rreljie  paarweise  prim  °:t'gen  einander  sind.     Bezeichnet  maa  dit  I 
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ilfo|»^n-ik^>i>önti^ti  ai}8  Mr<,  wtUchf^  dmcb  AitW^ti^^aaig  der  sämmt- 
EMMrf  Titeil^  v^ipP.  d^  roir  $>  der  vod  jR  ett.  resültl^^ti,  tüsp. 
Lurch  S,  H,  8  etc.,  die  Menge  aller  FormeD  in  oof  überhaupt 
kirch  (i,  so  ist  y^=SR8  etc/' 

9.  Man.  denke  sieb  jetzt  unter  P»  Q,  /?....  die  Potenzen  der 
Prihtfakfofeh ,  i^  -vi't^lcbe  m  anfg^iSJBt  t^erdlM  kann  5  so  dass  P=:2^ 
jfeO  ^{e^^t^t;  i^eiitt  m  üngclratf«),  ©=±0«,  Ä=W,....,  und  unter- 
MfcSde  folgende  Falte. 

.  U  F^seien  beide  eigentlich  prinritiv^n  Formen  derivirt,  in  welchem 

Falle  im'.^>  §3^'  ganze  Zahlen  sind;  die  Formen  in  co  sind 
ebenfalls  aus  eigentlichen  Formel»  derivirt. 

'^-    II.    F  «^  aus  einer  uneigentlichen,  f  aus  einer  ei^ntlichen 
xorm  derivirt.    Dann  sind  die  Formen  in  »  aus  unei^ntlich^n  For- 

■en  ^eriy|rt;^  ferner  -r-^;»  jjm  ganze  Zahlen«  die  letztere  congruent 

i,     ^    iN    ,^  \,      j    «.         4Z>      4Z>    /iHV  M 

i(mod.  4),  JSf  uogeräde;.  da  ferner  ""^^^Ijp'^fr^  J  '  so  muss  — 

gerade,  also  in,  welches  prim  gegen  —  ist,  nothwendig  unge- 
f^d^iseim ,:    ■;...- 

>  '  HL    W^M  f  an^  eineir  ttfiei^efntKchdb  Form'  abgeleftirt  ist,  s6 
vird Dasselbe  für  F  gelten,  weil,  wenn  j^  eine  ganzieZahl  wäre 

^=^j^.r— J    es  ebenfalls  sein  müsste.    In  diesem  Falle  ist  J&' 

iiigeräde,  m  gerade,  folglich  m*  ungerade,  und  die  Formen  aus  co' 
bte  eigentlichen  Formen  abgeleitet.^ 

■  Um  Dutt^JCzubiMtimneni  sei  zuerst  t«3ia^^  wo  A<o  ;/=3>'a<'-^b^... 
rird  den  Fakför  a  entbatten,   folglich  -jro  »  —^^  ^dJitvXXs  \    in 

leo  Fällen  I.  und  III.  ist  Ib't  gerade,  in  IL  Ib't  ungerade,  u  unge- 
lidd;  düfatfr  di^  Meri^e  dlef  dem  Theiler  a^  entsprechenden  For- 
WWidfcifl^i(4--l)'  (70   —    fet  Ä=a«,  so  enthält  t  den  Faktor  a 

*dl*;' itt^  Falte  11*. -^  =  ^p- •  f  9 J    Rest,  oder  Nichtrest,    oder 

'  iD 
VMHkdUidd'  von*  a  mit  ^  zugleich;   daher   die'  Menge    der   dem 

Dheiler  (\"  entsprechenden  Formen  .=:a«^*(a— 6\  «=0,  1,  2  ge- 
setzt, je  nachdem  ^^^  1™  Falle  L,  nr^  '^  ^^^  Fällen  ü.  und  III. 
^ichtrest.  Vielfaches  oder  Rest  von  a  ist.    Hieraus  folgt: 

Jj=l+a— 1  +  a(a-l)+a*(a— i)  + ....  +  a«-«(a— I)  +a«-HÄ-f) 


30* 


m 


Um  3  za  bestimmen ,  wobei  nur  die  FKlIe  I.  and  111.  m  Bi 
tracbt  bomroeD,  bat  man  in   I.  für  jeden  Theiler  2^  die  K 
der  Formen  2^>,  folglicli 

S^l+2»  +  9>  +  2''  +  ....  +  2^'= 

Im  Falle  HI.  hat  man  für  jeden  Theiler  2*,  wo  l<v,  ebei- 
falls  die  Menge  2^'  (da  t  gerade),  folglich  die  dem  iDbegrilf  dir 
Theiler  1,  2,  2',....2'-'  entsprechende  Menge  2^*.—  Dem  Th» 
1er  2^  {für  welchen  ©7  ungerade)  entsprechen  keine  Formeo,  wenn 

^=l(mod.  8.).  Wenn  aber  ^=5(mod.8.),  so  kommt  die Menp 

2»  hiniu  (vergl.  6,  und  7.).     Es  ist  aiso    im  FaUe  HL  5=^', 

oder  =2"-» +  2«,  jenac-hdem  1^  =  ^  oder  5  (mod.  8.)  ist. 

Fasnt  man  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  !kl| 
folgendes  Resoltat: 

Es  ist  (t  (die  Menge  aller  Formen  in  dem  Comp lei  a) 

m.CT.(fl-t+l)(b-t'-fl)(c-f"4-l)  etc.. 
Abc   etc.  ' 


wo  Vl=l,  2,.j 

eigentlich,  firimitiven  Form 
ner  nneigentlich  primitiven 

aerdem 


je     nachdem    /    auB    ein) 
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(' 
Nicht] 


m  i  t  i  V  e 

,d.  8.);   ^ 


=l(mod.  8.),  - 
>bgelo 
1^0, 


Form 


eitet,  oder  f  aui  «i- 
abgeleitet,  uadaaB- 

s    einer    uoeigentlici 


ähalichen  Bestimn 


tel,    uitil     ausserdem 

I,  2  zu  setzen,  je  nach 
er  Rest  von  tt  ist;  $',  s' 
ingen  in  Bezug  aufb. 


Han  bemerke,  dass 
1  abhängig  it^t;  denn 

an    die    IStcIle    von 


4/J 


H  bloss    von  den  Zablea' 
iden  Regel  kann  man 


gehl 


10,     Wir  gehen 
tenen  Formen  über. 


letzen,  wie  aus  der  Gleichunj 
ganz  und  prim  gegen  m  ist,  leicht  folgt 
('lassificirung  der  im  Comp  lex   u   entfall- 


r  =  (a',6:c');r'-U,".b",c.") 


n   in    ü),    deren   eretere  in  ife 
ß,  y,  ä  übergeht.     Es  erbeUl, 


Indem  9, 9'  diejenigen  primitiven  Formen  bedeuten,  ans  denen 
/^  abgeleitet  sind»  ^  vermitteist  der  nänlicben  Substitution  aus 
entstehen  mrd.  In  den  Fällen  I.  und  IIL  sind  9,  9'  eigentlich 
imitiv,  und  man  bat» 

■OwCy 

i  Falle  II.  sind  9,  9'  uneigentlieb  primitive  Formen,  und  man  hat 

■B  hat  man  folgende  Gleichungen: 

*'      /  1)  y=Sraa+2Ao7  +  t)7,| 

2)  A'=^ai3  +  Ä(a«+iSy)  +  t)^, 

Nf-deDrä  leicht  ooch  diese  folgen: 

fc,»  4)(Ä'-^A)«=^^+iy, 

»-  5)  (A'  +  A)y=är'«-^i7«. 

grSsste  _ge'meinschaftlicho  Maass  von  n,  u*  iverde  durch  <& 

inet.     Da  in  den  Fällen  I.  und  III.  d'  \n  g  und  2A  aufgeht 

»  wie  ti),  g,  2A,  i  aber  keinen  Faktor  gemein  haben,  so  ist 

t^egen  t;  da  ferner  ^  In  A'— A,  g'  aufgeht»  so  ist  es  nach 

i%ln  Theiler  von  y.     Die  Zahl  IX'  ist  prim  gegen   h'-{-h  (da  sie 

2© 
Ina  -jjf  prim  ist),  misst(A'-hA)y  nach  5),  folglich  auch  y.    End- 

ih  ist  <&  g^gcn  TL'  prim  (da  es  in  2A  aufgeht,  und  2A,  TV  keinen 

W^ioft  ffemein  haben) ,  folglich  dlM  ein  Theiler  von  y.    Die  Zahl 

ist  durch  »,  u\  folglich  durch  deren  kleinsten  gemeinschaftli- 

Dividuus  -;g7.  theilbar. 

Im  Falle  II.  geht  d'  in  ^,  A  auf,  und  da  hier  g»  A,  i  keinen 
Imt  gemein  haben;  so  ist  d  prim  gegen  i,  misst  folglich  nach 

Me  Zahl  y.    Die  Zahl  V  geht  in  \  (A'  \  A^y    wi  ,  ^t^^  \%K 


Itrtm  gesen  ^(k  +h),  folglich  y  dar^L  21'  Üieilbv.  O  Ist;  ffV^. 
H'  prim,  also  wiederum  &H'  ein  Theller  von  y.  Andi  fal  m  eil 
Vielfaches   von  -„-  ■ 

Fall  I.  Ist  F  aus  einer  eigentlich  [irimitiveo  Form  de|i(ift 
80  ist  —;^  durch  m*  tbeilbar,  und  die  sicti  aus  I)  ergebende  Glei- 
chung ^^_ 

verwaw(e|l  fticb,  yr&ifi  maa  i  i 

■y-^Tl'  q,  ga-t-by=:^2l'p,  ™=-^  *»  ^^^* 
setzt,  in  die  folgende: 

Nun  kann  g  ebenso  wenig  wie  j  verscfi winden ;  denn  fiSnde  du 
Letztere  Statt,  so  folgte  aus  den  Gleichungen  1)  bis  3)  leicht 


«M 


ff=-g,  h'^h  (mod.  g),  d.  i.  e'  =  p  (raod.  a),  e'=:p,  A'=Ä; 


Bei  negativer  Determinante  bann  also,  soll  der  vorhe^ebeD- 
den  Gleichung  genügt  werden,  nur  k= — I,  d.  h.  />^— jh*  ?«'*:=— äP 
sein.  —  Bei  quadratischer  Determinante  ist  die  vorbergebendi 
Gleichung  unmöglich,  da  die  Differenz  zweiei'  Quadratefnur  t  seil| 
kann,  wenn  Aas  kleiaere  vergchwindet  j 


Fall  11.     Hier  ist 
?1  (mod.  l),  uud 


40 


durch  m*  tbeilbar,  also 


folgliah 


Bei  negftlivw  DetermioaBte  erfordert  di«  letzte  GileidbiiDg^  odIw 
4»r  p^O,  ioder  (-A)  ^=1;   der   «rste   KaK  ist  aber  litettüflell 
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weil    sonst  —  X.(»q)*=i,   —  ;i  =  l,  k  nicht  =  1  (mod.   4)  wilre; 
folglich 


3 


A' 


»  , 


— i.(Äj)a=3,  A=-3,  /)=:-|ilf«. 

■  * 

Bei  quadratischer  Determinaote  ist  die  obige  Gleichung  überhaupt 
mmftglich«  da  die  Differena  -äweier  Quadrate  nur  4  sein  kann, 
wenn  das  kleinere  yerscb windet., 

.   : .  '  ,  ■  I  •      1 :    . .  ■ .       '  ■       -    :  >  •  •  •  '         * 

Fall  ill;    Hier  iat  -^  ebeirfidls  darckm«  tbeiAftf,^^Am« 

i=l.(mod.4),.  .  _    .  „       .  .  ;     .     . 


5  •  O    . 


m 
und  wenn  wir 


>  1 


setzen,  so  kommt 

..»■       .■.;.-.  .•..-■■  .        ■    ■ 

Bei  negativer  Determlüaote  kann  nur 

J  .     •    .•  - 

sein«  folglich 

D=-^lm.   ... 

Bei  quadratischer  Determinante  ist  die  vorhergehende  Gleichung 
UDmoglich.    Hieraus  folgt: 

Die  Formen  in  oo  geholfen  fiel  quadratischer  Deter- 
nLinantepbne  Ai>snanme,  bei  neeratlver -DeteTminante 

nit  Ansnahme  der  Fälle  Z>=— ^,  D=:^-^JtP,    säramt- 

lieh  in  verschiedene  Klassen,  deren  Anzahl    folglich 
339^  ist.(f.er9L  SO* 


11.    Betrachtung  des  Ausnahmefalles  Dsz-^JIP, 

Iffach  dem  Vorhergehenden  ist  nothwendig 
II  '  psO,  ^ssi,  x=l; 


ga  +  Ay={i,  ya=d»a'>,  m=-- 


UiDgekehrt,  bestimmt  man  die  relativen  Primxahlen   a  und  )> 
BUS  der  Gleichoug  — =^ — ,  ß  und  d  ans  ad — ßy^nl,  macbt  «'= 


tion  a,  ß,  y,S  in  q>'^(g',  h',  i'),  so  lässt  sich  Folgendes  scbliesien' 
1",     Man  erhält 

2°.  Wegen  je(  +  Aj'=0  geht  ü'  in  Ar.  folglich  in  y  auf,  dt 
es  gegen  h  prim  ist,  also  u'=±&  eine  ganze  Zahl. 

d".    bs  ist  — ^4:  — -i  ferner  a  K(1(  +  — j'=0, eine  ganw 

Zahl,  folglich  u'  Theiler  von  7;i. 

40.    Es  ist 

A'  =  Cj?«+Äy)|3  +  (Aa  +  7V}5=(A«  +  i»ä=A(mod.  y  oder  ^^),        \ 
A=  w(mod.  20,  also  A  =^(mod.  3'). 
Ferner 

durch  u"  tbeilbar.  also  Aa-f-i}'  durch  tf'  theilbar,  mitbin  aach  A'; 
nnd  da  u'  auch  In  ^  anfgeht,  so  folgt  A'  =  ^  (mod.  u').  Da 
endlich  "H!  gegen  u'  prim,  so  kommt  h'=:  -a  (mod.  IIV),  oder 

5°.  Liegt  a'  innerhalb  der  Grenzen  0  und  u'  — '1  incL,  so 
folgt,  dass  die  Form  9'  sieb  im  Complex  10  befindet.  Ist  jenes 
uiclit  der  Fall,  so  sei  9'  der  kleinste  po^tive  Rest  von  0'  dbcB  den 


«ftO 

lod.  uf,  und  man  erhält  h'^^-{^Q*Ti'tif  (mod.  ff).  Bekanntlich 
ann  man  nun  für  ß  und  8  andere  Werthe  finden,  eodaes  %'  einen 
eliebigen,  der  Zahl  -^  +  ^'2C'ic'  nach  ^  congruenten  Werth,  folg- 

Kh  diesen  Werth  selbst  erlangt^ünd  dani^  wirdsicli  qf  wi^^m 
(0  befinden» 

f 

6^.    ^  und  9'  sind  liicht  identisch. 
Denn  wäre  ;g^==^^  k=h\  bo  kommt  nach  10.  4)  0=tf^/9-F^« 

»er  t?  prim  gegen  i,  folglich  ^f-3   eine   ganze    Zahl;   aus    der 

Ytn  y  1 

leichung  m'  =  db  -^jj^  folgt  aber,  da.  •* =**'  M*»  5^=i -*  mit- 

n  m=:l9  welcher  Fall  stets  ausgeschlossen  wird*). 

1^.    Bezeichnet  man  den  Werth  des  Bruchs — »  in  den  klein- 

z  .    ^ 

en  Zahlen,  durch  2&>  so  ist  eQtwedery<(,==-|;2>  y=+^>  oder 
=-Z,  y=-iV. 

Es  verwandle  sich  o  in  9'  durch  die  Substitution  4-Z,  Z*,+N, 
'l  in  9^^  durch  die  Substitution  —  Z,   Z". — N,  ]!r,  so  dass 

ZN^'^Z'N=zl,  '-'ZN^+Z^iVz^i 

t,  und  man  denke  sicfaZ'/JV^,  sowie  Z",  N^^.ao  bestimmt, dass 
',  9>"  sich  beide  im  Complex  0  befinden,  was  nach  dem  Vor«: 
ergehenden  möglich  ist.  Die  Formen  q>',  qn"  werden  identii^'i^n. 

Bezeichnet  man  dieselben  durch 

'  '     ' . '     '  "  ■ .  .'t  ^  •     ■  . .  . 

>  bat  man 

A'  =yZZ'+A(ZA'  +  Z'A)+fiV:ZV', 
h''=i—gZZ"+h(—Zl!f-Z'J!f)—iNN', 

■  Z2V  -  Z'JV=— ZiV* + Z'Ä = 1. 

ieraos  folgt 

Z(A'-A*)=^(Z'  +  Z")=0  (mod.  ^, 
N(h'—h")=g'iN'+Tf'')=0  (mod.  ^); 


*)    I«t  01^1,  «0  enthält  der  Complex  m  nor  ei  ne  Form. 
<**)    DsM  die  Anfiuigsglieder  gleich  werden,  erhellt  aogleich.. 


fbl^liticli  f'—  ^sO  (BOil.  «'),  (bber  ^=:^ ,  iodera  9',  9*  badt 
twisdien  d«n  GrenzMt  0  'ind  k'  —  1  Hegen. 

V.    Jede  Form  9  ist  also  mil   einer  von  ihr  fcrscbiedcaea 
Form  im  Complex  fi>  eigeotlich  aetiuivaleDt ,   folglich    die  än- 


"">  Ül.'B^etltMbtttng  des  Ausnafamefali«  /J=:~^JP. 
B«t(gliärttgeti  »tr  osä  surürder«!  mit  dem  ^atte,U«;p«  iil 


folelich 


'■  ■■    "■  •■,.+(*T>»)r=o.  "'=±S- 

Umgekehrt,  mi 


1 


tutioi 


d  traiwfnrmirt  *p={g,  k,  i)  \a  f'^ijl'  A*.  i')   dun 
tion  a.  ^,  y,  d,  so  lässt  sich  Folgendes  scbliessen: 


durch  die  Substi 


I".    Man  „ethatt       , ,' 
folglich  ):!i.i  >  ,. 

-2°.     Man  findet  leicht 

■■Jy'-jzm — K~~  (»od.  U'), 


IUI 

•  ':■•:■*!  •■»>:m»:    t.\     '-j  ■>■>    ?iiK!      a;tT4i  MaPQ.   A)T, 

und    daraus    folgt»    da«>8    91'    prim    gegen  — g—  ist.     Nun   war 

und  u'  eine  ganze  Zahl**).  ,  '       '  '    ''  ;       ,.       - 

3^.    Es  ist  ^=db— ;  ferner  21'tea  +  ^J^y=0  (weil  Ä,  w, 

tt  ungerade  sind,  so  ist  -~k —  ganz),  folglich  eine  ganze  Zal^l, 

u'  Tbeiler  von  m, 

40.    Es  ist 


;   i\  ...      y,' :      .       ^  \1 


t  gerade  (indem  q>  eine  uneigentlicb  primitive  Form)»  ^folglich  iy. 


•f      ■  • 


sowie  ^9  2/ durch  22('  thcalbar,  also  hf — h^H  (mod.  23(0>  h'==-^ 

(mod.  2210^  —•    Feriiir  V— (^+'«^)*"+3^^^  durch  w' 

theilbar,   also  auch  h^,  welches  den  Werth  iimßy-i-dihix-^iv)  hat.. 
Da  endlich  k'  als  ungerade  Zahl  prim   gegen   ^A'^    so   konnüt 

h'=^  (mod;  ^V7.>V.Miti>liaikl  %tä]f''daHll^\\9i  ^«^  bestimmt 


2» 
zen  0  und  tt'— 1  ifcl  lie^.r  \    ■        ''    i 


denken,  dass  A'=-;i|--|~29'^'m'  wird,  wo  q'  innerhalb   der  Gr^n«^* 


*; 


6^.    Ist  diese  Bestimmung  getroffen^  s4'i|sf>furvtils|36tir.ida«lü 
die  Form  op'  sich  im  Complex  co  befindet. 

V.t.  ■        -^^  ."v  v-.. 

6^.    q>  und  9'  sind  nicht  identisch,  was  ebenso  wie  im  vo- 
rigen Paragraphen  erwiestdi  wird^»  i  ''^^^.• 

70.    Bezeichnet  man  den  Werth  des  Bruchs  m    den 

kleinsten  Zahlen  aurch  j^»    so    entspricht   den    Werthen   «=:  Z, 

y=:N  eine  Form  q>'={g',  A',  i'),  während  die  Annahme  «=~Z, 
y=— iV  ZU  eipQr  jDi^.^'  identischen  RoriQ<  fubKtj(v«rgf..l].  1^.). 

Eine  zweite  Form   9"  =  (gr",  A^.:)?').  ^Thjttt;  man,  ^,von.  d^r. 


I        •*  ll  '  '     «  V      • 


4/^ 
*)    Au«  «B»— 5f ®  = /?»l«  folgt  »'»'— 4SC'(£'  =  T3=^-^»s    «n«!  dar-. 

aus  diese  Congruenz. 

**)    Man  beachte,  dtt«i»^^f/^  JS-  'wifefwW  sind  (vergl.  9.) 


Glelchuug   — = ausgebend,  und  ea  ist  «u  uatersuchen, 

ob  tp',  ip"  unter  aicn  identisch  sein  künnen.  i 

8".  tp  Rehe  in  rp',  ip"  liher  resp.  durch  die  Substitutionen  o*,  J 
^'.  r't  ^'i  «^.  ß"y  y",  ^"i  und  es  werde  angenummen ,  dass  ?)',  y'  1 
identiB>;b  sind,  so  dase  g'=g",  h'=-K'.     Dann   hat   man  wegai'  u 

5'=-^—^,  5"=-i--^  zunächst  >''+y"=0.    Aus  i 


folgt  ferner 
d.  i. 


g^ + Ay'  =  my',  ga"  +  A)-"  =  -  my' 


Ferner  nach  10.  5) 

(fif  +  k)r'=g'i'-3t^,  ß'+h)r''=g'6''~gaf; 
folglich 

{A'  +  A)(y'-F/')=ff'(5'  +  ö'')-ff(«'T«''). 
d.  l. 

also  nach  {I]  und  f2] 

Uie  Hultiptlcbtion  dieser  Gleichungen  giebt 

folglich 

(«'T«")(«'iFö")=l,  tt'Ttt"=3'T«"=:±l; 
also  j/'=j7.    Gudlich  nach  10.  4) 

(h'-~h)a-=gß'+iy',  (h'-^h)a!'=gß''+iY''; 
folglicb  durch  Sobbaction 


1 


d.  i. 

fo^lich 

h'—h^O  (mod.  g}, 
der  Faktor  ß*  ^  ß"  mag  verschwinden,  oder,  nicht    Nun  tat 

Ü80 

•p'ri-lp^O  (knäd,  ff),  |^'=S5^. 


Wenn  also  ip\  <p^  identisch  wSren,  so  niussten  es  9»  9'  eben- 
ails  sein,  gegen  das  vorher  Bewiesene. 

9®.  Jede  Form  q>  ist  also  mit  zwei  von  ihr  verschiedenen 
formen  9',  9^,  die  auch  unter  sich  verschieden  sind,  eigentlich 
kcquivalent 

Zu  demselben  Resultat  fährt  die  Analyse  des  Falles  III.  Die 
b«ideB  Formen  g/,  q^"  erh&lt  man  hier  nach  den  Formeln 

p —  '  ««-/3y=t,  «'=Jrg.  £r'=21'ii^, 

3 

Ä'^  +  jin? 

Hieraus  schliessen  wir:  ][n  dem  Falle  />=— jilf*  ist  die 
Anzahl  der  Klassen.,  in  welche  die  Formen  in  cozerfal- 
«n,  gleich  K-jit* 

13.  Die  positive  Determinante,  welche  noch  übrig  ist,  bietet 
^hon  mehr  Schwierigkeiten  dar,  lässt  indessen  eine  der  vorher- 
palenden  ähnliche  Analyse  zu. 

Erster  Hauptfall.    Aus  den  Gleichungen 

uuf        D 

^gt,  wenn  man  noch  --^^^zzx,  x^fsy  setzt. 


Umgekehrt,  macht  man 


tiix—hjf 


so  dass  a,  r  relallfe  Prirtlzdblfan'sf^lt,    ' 

und  transfonnirt  9=0t  b,  Q  durch  die  Substitation  a,  ß,  y,i'a 
ip'^=[g',  h',  i"),  so  lääst  sich  Folgendes  schliessen. 

"  i'  ■  .■..,.  !■.,■,    ..»!,,    nee^tr 

I.    Man  findet  u  „-  W  i.  i\-tt«t%  ,<tli*  «fal 

folglich      '        '■'    '■"■  ''     "  '"■'  •■-'    ••"''^-  "v  .'■■»•'I'"**-''« 


1 

game  y 


II.    Setzt  man  Ai^-nÄ",   t=&t',y  =  9y",    vra'h'    eine'  game  ' 
Zahl,  #  (las  grüsste  gem.  Maass   von  t  imd  j/;  f°,   jr"  also    rela- 
tive Primzahlen  sAid/^o  kommt  —  ^ — =-. — r«~-    Nan  findet  loui 
[eicht 

(x~l^'y)(x+l^-y)  +  li'€'»^r'=li   :■-■■■■ 

('olgl^cl^' ^iiiq  ^r«r— «"y",  'ät'ji"  relaüve  Primzahlen  (l^a  T^  pna 
ge^en  m,  so  ist  es  auch  prim  gegen  f.  dw  Thei(e^  T(in  m).  Be- 
zeichnen wir  also  das  grüeste  gem.  Maas's  vW'  ("x— Ä*iy",  a  iätch 
if,  so  folgt  < 


u*  eine  ganze  Zahl.  ( 

III.    Es  folgt  fernen 


..  yi"  ^." 


4JUI 

UKW 


?^=i:22aL=^,^^ 


u'  y  ^ 

Theiler  von  m. 


IV.    Man  hat 


\ . 


-:£r^:=zuu'ßa:,  }^=0(niod.  2'),  ad=l  (mod.  y  oder. 31')» 


!•  ■       ■ '    ■  I  ■■-.•--ii' 


Iglich 


■   i..  f   . 


k'^A^-gf  (mod.  aO* 


erner 


^o.kü^+.if  durch  v'  theilbar;  abei  aiich  ^^^  s  X' v^^    Sam, 

Iglich  A'~0  (mod.  u%  ferner  -^=0  <modi  »0»  folgHeh  A<3^j| 

nod.  lO.  Nim  ist  y  Segen  u*  prim,  also  auch  A'^-3iÄ(mod.  V  lOf.' 

uch  käuo  man  /}',  ^  «o  bestimmen,  dass  &'=  i|^  4-  ^'  3'  ti' .  ^ir^> 
id  ^'  zvriBcherl  (VaiVd.fe'  — 1  incl.  liegt. 

.  V.;  Ist  diese  Bestimmong  getroffen,  so  ist  erwresen/  dasa  if/ 
ch  im  Complex  g>  vorfindet,  welche  Wurzeln  der  Gleichung 
a;  —  kyi^z=i\  zur  Berechitu^g  dieser  Form  auch  angewandt  5ver- 
Bii  nOtüi^^n.  • 


VI.     Sind  q),  q>*  identisch ,  so  folgt  wie  in  11.  6^. ,  dass  ^jt-^ 

ine  ganze  Zahl  int;  nach  dem  Vorhergehenden  aher,  wegen  «'=!£, 

y  9/ 

;^=--9.  folglich  können  €p,  fp*  nicht  identisch  seil,  wenn  nicht 

durch  nt  theilbar. 

Umgekehrt,  wenn  das  Letztere   der  Fall  ist,  so  flind   ^^  ^ 
len tische  Formen. 

Denn  nach  II.  ist  t«'=~f>.    ferner  ^  =  -|--,  folglich  f>=!, 

a  es  prim  gegen  y,  und  u  Theiler  von  y^y   daher  auch  ^  Thei* 
it  von  y^;  nun  erhellt  leicht,    dass  i(;  prim  gegen  jf^  ist,  folglich 


I 


it=:l,  und  i^=v,  ff's^g-  —    Man  bat  ferner  yÄ^'u»  i=y^^ 

also  nach  10.  4)  (A'-A)«=ff|3+^^,  folglicb  A'-A=0(iiM>d.j). 
in  g  a\a  Theiler  von  y  prim  gegen  a  Ist.') 

Vli.  Üie  Gleichung  xx—Xyi/  =  l  bat  unendlicb  viele  positive 
Wurzeln,  nelche,  nach  ihrer  Griiese  aufsteigend  geordnet,  durch 
^i>  t/i't  ^ti  }/%■  '3>  JTif  <>■  s-  "'•  bezeichnet  werden  sollen,  sodass 
Xf,  yi  die  kleinsten  Werthe,  aber  nicht  1  und  0  sind-  Aua 
diesen  kleinisten  Wurzeln  findet  man  bckannttich  alle  übrigen  nub 
den  Formeln 

2x,=(3-,  +y,  S/Jy+(Ti-y,  VT)', 
aus  denen  leicbt  noch  diese  folgen : 

Da  nun  die  Gleicbuni;  XX — InA   Fl'=l  immer  ISsbtf  iat,  H 

folgt,  dasa  ^V,  mY  der  Gleichung  x^ — Aj*=l  genügen;  alen  wird 
in  der  Progression  ji,  yt,  Wj,  u.  s.  w.  jedenfalls  ein  durch  tu  tbeil- 
bares  Glied  Torkonimen.  Ist  ««  das  erste  Glied  dieser  Art,  so 
erbellt  ans  der  letzten  der  beiden  vorhergehenden  Formeln,  nenn 
man  darin  t:=e,  i'  kucc.;^^,  2e,  3e,..,  setzt,  das»  y^e,  y^r,  y^i,... 
Hänimtlich  durch  m  theilbar  sind.  —  Umnekehrt  ist  pt  durch  n 
tbeilbar,  so  niuss  t^O  (niod.  e)  sein.  (Jenn  wäre  dieses  nicht 
der     Faii  ,    so    sei     i  =  nc  +  r' ,     wo    0  <  «"  »i  e ;      dann     koiniiit 

¥r=Xi'y»  +  yi'  ^H,  folglich  ^i' ;rxc  durch  tn  theilbar,   abermals 
heiler  von  yxe  prim  gegen  xxtt  mithin  yr'^O  (mod.  m),  g.  e.  a. 

Wird  also  die  Form  ^'  und  a  mittelst  der  Wurzeln  ^Xt, 
J:3rr  hergeleitet,  so  ist  sie  mit  <f  identisch,  oder  nicht  identisch, 
jenacbdem  t=0  oder  nicht  ^0  (mod.  e)  ist 

VllL    Bezeidinet  man  den  Werlh  des  Bruchs ^  in  den 

Z  ** 

kleinsten  Zahlen  dnrch  ^y,  sokann  o=Z,  7=iV,  und  auch  :r=—Z, 

v=  —  Pi  gesetzt  werden;  man  wird  aber  nur  eines  dieser  beiden 
Paare  in  Betracht  ziehen,  da  die  entsprechenden  Formen  <|',  gt" 
identisch  vrerden  (vergl.  11.  70.). 

•)  Weno  a  Tcrachwiadet,  lo  ist  flix— 4jr  =  Ü ,  jr— A  —  =  0,  —  prim 
gegen  X  (wegen  XX—lW=^i)i  mitliin  j/  =  ±m,  X  =  ±A,  tn  and  A 
dnrch  U  (heilbar,  bI>o  U  =  I,   A:=A'  =  s- 


ut 

iren  zu  jedem  positiven  Paar  a:,  y  drei  andere  Paare:  —a:,  — i/; 

^t  -^iff^v '^^ i'ifi    Estgeiöftabefi  bloss  das  .erste  und  vierte 

Betracht  zu  ziehen;  denn  das  zweite  entsteht  aus  dein  ersten;» 

IS  dritte    aus  dem    vierten   durch    gleichzeitige   Aenderung  der 

eichen  von  x   und  ^^  was  in  dem  'Werthe  des  Bruchs 

»De  Aenderung  herfieifthrt         '^       ■  "  ■      '   ^    ^      ^^ 

Dies  vorausgesetzt,  bezeichne  man  die  aiis > '  illtt  Rüfffci  ifer 
Berthe  xr,  Vx  re^ltii;ende^Form  durch  q>Tz:z(gt9  hx,  tV);  die  durch 
nwendntig  d,er  Wefthie  -^Wr».  jT^VJ^sätirende  Form  durch 

ttp^=^(xg  9  xh,  ti)  * 
ie  entsprechenden  Werthe  von  u,  ß,  y,  d  seien 

•  -  ii  •  -  ;         . .      •.' 

«T#  ßxf  yxf  0x9  T«»  xßf  xy,  XO. 

IX.    Die  Formen  ^x\  ^x]^e  Werdieni  identisch  sein« 

(.'■.'. 
Ist  nämlich  ^  das  grusste  gem.  Maass  von   t  und^r»  t=^t^ , 
=  ^^0^;  ^jß  dass  grösste  gem.  Maass  von  u  und   t^Xx — h'y^Xf 

I  bat  män^^W   Eliensk  koiniti^^^riV^^         ^^  *'  eine 

Ux  Ux-^9 

milche  Bedeutung  wie  <&,  if;  haben. 
Nun  folgt  aus .  den  Formeln  in  VD.    .> 

ler^  y=6  gesetzt^ 

■    •  .      -t^-  '    •' • 

misst  y^s  '«^eil  y«  durcb  wi,  iii==^i®M  durch  ^  thellbar  ist,  -ö" 
rim  gegen  Xx  (da  a;<>  ^r  relat.  .ßrimsablen*  aind>,  folglich  ^  ein 
heiler  von  «r+e ,  also  auch  ein  Theiler  des  grossten  gem.  Maasses 
>n  t  und  vr+e,  dw  b.  ton  ^^  Ebenso  fipigt,  dass  ^  ein  Theiler 
3n  ^  ist;  mithin  ^==^'. 

'   S^tkt^män  ferner 

......      i  ■:*•.;.■•.  -    ..^; 

>  kommt 

08  dieser  Gleichung  folgt,  dass  ^  in  K'Vr" ,  mithin  in  K'  auf- 
«It  (^*  offenbit  öClm  gegen ^r»  ist);  daher  geht  i|;  in  ij/  auf, 
b3' di  «bfens*  b'<Hvfe8en  wird, -das»  i>»'  «»  i|»  aufgeht,  so   folgt 

Theil   XV.  '' 


■m 

1 

HieriDlt  W  erwie«m.  das*  ut^»^**  »!«>  ***  S»=9't« 

i«. 

Dm  zu  «eigen.  das8  Ar EAr+, (mod.  j;,),  be««*»«   n«» 
GleichuogeD 

<< 

i;,«,  =  i»ir,-Ao  j,,o,             ^y^^-H'uy.o, 

^«,+e  =  (Oj;r+,  — AOyO.4,.   ,;^yr+,  =  3l'My'>.+«i    ,/ 

1 

aus  denen  eich  emiebt :                                                         ■  <>>* 

1.1 

u 

■<k 

Nun  hat  man                                                  ^^^    .^    _  ,^^__^,  _    _^^^^ 

.1 

{Ar+.  — A)ar+«=>T|Sr+.  +  >V»+»'         , 

' 

ivoraua   fnigt 

folglich 

(A,— Ar+B)aifft+i^O{mod.  j,). 
Mit  Hälfe  der  Gleichungen 

(ht  +  h)Yt=g,it—9''., 

(Ar+e  +  A)j',+e  =  Sr«r+.— ff«i+. 

gelangt  man  auf  ähnliche  Art  zu  der  Congruens 
(At— A.+e)ri)'r-H=0(raod.  yt). 
so  das  grüsste  gern   Maass  von  tt,  ui-f«,  fi  yti 

(Ar— A.+«)i:=0  (mod.  gt), 

und  wenn  emiesen  norden  kann,  doss  i;  gegen  gj  prim  ist,  i 
wird  folgen  Ar — Ai4.,=0  (mod.  gi),  und  91,  tpt+t  M'erden  ide 
tisch  »ein. 

In  der  That,  bezeichnet  man  das  gTüsgte  gem.  Maasa  ▼ 
*>it  yt+e  mit  v',  da«  von  ct-t-t,  yi  mit  ir.  so  ist  eTaichtlichr  da 
r=i:'c"  ist. 


4M 

..  e'.  ist  umiehst  pviiii  gegentSI',  denn  V  miasl  /#»  welches 
rini  gegen  «fi!^-  Hai  -nehme:  fimer-^an^^  dase  isf  imd  Ur  eiueo 
^rimfactor/? gemein  haben*  und  ziehe  folgende  Gleichungen  In  Be^ 

■«'J  - 1     -     •_        .  ■■".,•■     1  ■»/■»  •■        .  •     ,:  ■■ 


-j 


■«■.'•■;.      .  t         •    .  . . 


-t:: 


Jx.^ 


Nach  [1]  geht  o  in  i^af>  foigKcb, /da  i  gegen  tcpriro,  nach  [2] 
1 1^,  folglich  nach  \ö\  in  Ar»  nach[^also  in  A»  foTgliehin  AO,  daA=:tc£o, 
nd  /?  als  in  t  aulgeh eo4  iltt  ii?id|i^t-a|lb^<Sf|  kann;  nach  [51  da- 
er  wird  p  in  t/;ttr-fe  aufgehen.  Dies  ist  unmugllch,  denn  p  Kann 
I  cfr+e  nicht  aufgehen,  VrfA  ^a.^^r^»  «lifist*  und  in  if;  deshalb 
[cht,  weil  1^  in  t£  aufgeht*  u  aber,  wie  schon  vorher  erwiesen 
orden ,  durch  p  nicht  thettbftr  \Ut.  '  Hieraus  folgt,  dass  t'  prim 
^en  TX'  ux^=^gt  ist.  —  Auf  ähnliche  Art  zeigt  man,  dass  x!' 
n»^  ^g^««  ißH^^-g^  i^if  folgUA  ncT  c'^nViltirim  ^gea  fr«  q,  e.  d. 

X.  Die  vorhergehende  Schlüsse  erleiden  keine  Aenderung, 
ee»  n^i  ^r^ ,  ^-fe,  mit  den,  ^ejtgegeii}g^^t?4evi  .T^if^dben  ninnnt, 
ährend  die  Zeichen  von  yr,  yt\9  lieibehalten  werden,  und  es 
rigt  däh^^4ltt9s''r^*,^r^f>  (eJl)0«&lir  i  Formen  sind. 

XI.  Nach  dem  Vorhergehenden  Ist'  Jede  aiis  9  abgeleitete 
orm  mit  einer  der  fql^nden    ; 

>thwenilig  iaehtisch.' V    '  ... 


%  •    - 


Keine  der  Formen 

t  mit  9  identisch ;  es  fragt  sich  aber,  ob  einige  unter  sich  Iden- 
sch  sein   können.    ., 

Ich  behaupte  zunächst,  daS9  e^%9\  Vt»  wp  t  zwischen  1  und  ' 
—  1  incL  lit^gtV'td^nliöchfe  Fornrdn  seien. 

Nach  MI:  bdt  man  a^ryt+fft^t'^^tfe,  «renn  r+Vase  Ist. 

* 

Da  diese  Gleichung  der  .  in  IX.,  von  welcher  die  dortigen 
chlusse  hauptsächlicih  abWngen,  ganz  ähnlich  ist,  so  bleiben  die 
^irachtiHFgex)  afl^eh.^strWgrtlich  diesolben,  und  die  obige  Q^jb^upr 

«g  ist  er vKi eisen. 

31* 


'     Xll.     Endlich  xoH  geE€i)c;t  Trerden,   dass  die  Farmen  91,; 
^;..,.qv#_,   sümmtlicb  unter  einander  verHchieden  sind. 

Ea  seien    ji,    n'  zwei  utilersdiiedene   Zahlen   zwischen  1 
e  — 1  in*:!,;  und  es    iverde  angcriominen,  dass    rpn,  ipn-  identische 
Formen  seien ,  nelcfae  aus  9  resp.  durch  die  Substitutionen 

a,  ß,  Y,  Siif,  ß'.  fi  * 

entstehen.     Die  entsprechenden  Werthe  von  x,  y  irerden  durch 
Xp,  y,i;  Xfi;  yn-  bezeichnet.  '  '     ' 

Dies  rorauagiesetzi ,  geht  f  durch  die  :ern' ahnten  Subslitntin- 
nen  (welche  beide  eigentlich  sind;  in  dieselbe  Form  fiber,  und 
man  nat  nach  den  Formeln  Disq-  Aritbm.  p.  181.: 

.  ■<,t.''p  .  ß'  =  |3A-(Ä|5  + 1.1)1'. 

/=yÄ  +  (>;«+A)')F, 


irelch«  der  Gleißhang  Jf  — Im»!^! 


indem  X,  ¥  Werthe  bedeuten. 
Genüge  leisten- 

Substitntrt  man  nun  Inder  dritten  Gleichung  (ür  gtt-\-kj  Mmen 

Werth  -^-- ^.    und   beachtet  rSi^-^-y'Vß^    «eiche   Gleichung  aus 

g^=3ß-    f'*'S*.  so  erhält  man 

.V„.  =  Xs„  +  »iK.r^.....[lJ. 


Berechnet  man  ferner  nach  der  ersten  u 
die  tjrü'sse  ^[/  +  Aj'',  und  berücksichtigt  de 
und  die  Gleichung  A' — -gi-^hv^,  so  kommt 


id  dritten    GleicbuDg 
L  Werlt^    von  ga\hy 


folglich  . . 


x^'=Xx^,  +  lm  y.y^ [2]. 

det  man  endlich  [1]  und  ['2]  mit  den  Gleichungen 


Tolglich  fffi'l/,'  du 
durch  ni  theilbar 


ch  m  theilbar,  was  uninüglich,  da  gt  das    erste 
Glied  der  Progression  ^,,  y^,  g^  u.  b.  w.  sein  soll. 


461 

XIII.  Am  Aljeib,  wa«.  v.orhergeht^-  folgt ;^*  dass  jede  belie- 
bige Form  g>  ttiH  )ö^l  öhd  nicht  niebr  Föräeft/  welche  sowohl 
^00  9  selbst,  als  unter  einander  verschieden  sind,  eigentlich  aeaui- 
alent  ist.  .  •  ®v  ^ 

14.  Die  Betrachtung  der  beiden  anderen  iBauptfölle  ist  der  des 
raienl  soyäbütücb,..  dap«  eßr  gen^eli.-  wini>:mtDr<  .auf  .diejenigen 
'unkte  aufmerksam  zu  machen,  wo  Differenzen  hervortreten. 

Zweiter  HauptfalL    Hier  ist    *' 


A=l  (mod.  4), 


•  »       •   I  r 


i  ungerade,  a?a?— Ayy=4.    Der  ßruch' -  erhält  den  Werth 
nd  man   findet         ••'.-:•'*!;    »•       ■■•:    i-i!»<»*'  u''»'»iM'j-..;!    :...  **i.,  : 

Y   prim  gegen    j^^ifT^X^  ^T^ÄV«  ®*°®  ^*"*®  ^**''  ^^' 
3m  ^  das  grös£fte..^e9ieinsch«  Ma^s  ,yy^  ti.und  jg(t?ari—  k'^y**) 


"        ¥ 


kleutet;  «'=--£0.  .      / 

'^ 

Die  Differenz  A'-A  ist  hier  durch  27('  theilbar""),  und  tf'  als 
Dgerade  2ahi  gegen  221'  prim,  weshialb  *'==-ijür  +2$'21V    wird. 

Die  Gleichung  xx-'hgy:=ii,  erfordert  offenbar,  dass  x,  y 
eide  gerade,  oder  beide  ungerade  sind;  ist  sie  in  relativen  Prim- 
ihlen  nicht  lösbar,  so  kanii'  sie  wenigstens  mit  Hülfe  solcher 
i^erthe,  welche  den  Factor  2  haben,  geßist  werden,  da  die  tilei- 
lung  XX — Xyy:=i\  immer  möglich. 

Bezeichnet  man  die  kleinsten  positiven  Wurzeln  (^»=±2,  ^=0 
isgeschlossen)  mit  Xi,  ^i,  so  smd  alle  übrigen  positiven  Wur- 
zln in  folgenden  Formeln  enthalten: 


*)    Man  hat  hiebe!  so  beachten,  4aM*^  und  i  geradf  Zahlen  aind. 


} 


;-,:'";!,; 

.!#= 

(J»,+?» 

V»)'  +4^^,- 

i».v«', 

'f^ 

iU,..,i  .1 

ll|nr.U' 

1 

Vi». 

=  (j»i+jyiVl) 

—(2^1- 

-2».V1)': 

1   , 

woriHier 

'arl.  209.  Disq.  aritfam.  bu 

vCTgleicheo.    Hietüus 

f»lBl 

^,t. 

=a:»^ 

-Um. 

23,,+, 

=*«. 

+s,«. 

Die  in  T3.  Vfl.  rollenden  Sctililsse  behalUn  Kraft,  <Ju  v 
ist.     Statt  lier  Gleichung 


überhaupt  aber   bleiben  die    in  IX.  geaiacliteii  Schlfisee  mit  Au» 
»ahme  von  geringen  Modificationen   dieselben. 

Statt  der  Gleithungeo  in  XII.  hat   man  die  folgenden: 

•>y'=yX  +  (sn-\ky)y. 
^i'=6X  +  (gß-{-bS)r; 
HU  X,  y  Werthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung 

genügeii. 


15.     Dritter  Hauptfall.     Die  Gl« 

iLhung,  aus  weichet  o,  1 

11      ,nx  -2Ay 

y~     ■igy 

ferner 

i=^- 1  <inod.  4.) ,    A"-ffi=  ji».^ , 

a;«_iy«  =  4,      2h=zuifi, 

a'y"    prim  gegen   .jC^J  — AV).     "*ie 

ni   vorigen    Falle,    -^1  itt 

firiisst«  gemeinschartliche  Maasa  vtii  n 

uNd^((«^-AVJ.  «'=!'"■ 

■'( 


4S3 


ass^^   und  y^   keiaeD  iinteraden  .Faatd#^g«i«<riii  iiab&a>    eiheHt 
»gleich.    Hätten  sie  den  Factor  2  gemein «   so  wäre 


gemein 


»rad^l   r,.,wird,.i4iigecad^  seiQ^    ^a  es  prim  gegen  y®„ 'g- ;t:    wird 
lenfalls  ungerade  sein«  wegen  der  Gleichung 

(2  ^y  — ^  (2^7  ^'^^  ^^^  Ä»^l  :(mod.  4.),»' 

Iglich    t^.^a:   ungerade.    Ist   nun  ^2/^  gerade,    so   ist  iK  un- 
grade.   Ist  ^y**  aber  ungerade,  so  muss«  weil '^y  =  n"^^*    gc- 

de  ist,  ^  gerade  sein ,  i=p&f^  ebeafatls»  und  auch  A'=;^'<Hr2^2(', 
Iglich  K  wiederum  ungerade.    Es  Ist  also  ijß  gegen  y®  prim. 

Was  über  die  Wurzeln  der  Gleichung  xx — kyii-=A  in  14. 
»agt  worjlen,  gHt  hier  ebenlalls.  »^  Statt  der  am  *Eiide  inf  14. 
Strachteteci' Gl^icfWung»  hat  man  die  in  iSoüXIL^'WodMin  : 

,  .,  .    .......     XX^jrXnfiY^^i^J  :..        . 


16.    Die  vorhergehenden  Jßetrkchtungen   fuhren  uns  also  zu 
»m  schönen  Satze:  ''  V 

.  Sind, bei. positiver,  nicht  quadratischer,  Deter mi- 
aute (D)  Xi,  yi;  ^2,^2»  *'*^3»  ya;  «tc.  die  nach  ihrer 
rSsse  aufJ!ttBigen:d  geord^t^n  j^ositii^ep  Wertbe  der 

leichung  '     \ 

.      ■     •  •      ■».-•.  ■  •     • 


der  der  Gleichung 

4Z> 


XX  — 


MM 


3^^  =  f. 


p^  ^0  oder  =1  (mod.  4.),  sodass  X\t  y\  die  klein- 
en Werthe  mit  Ausnahme  von  xssi,  pssO;  :r=:2,  y=0 
n  einen  oder  andern  FaHe  bedeuten;  ist-ferner  ye  das 
fste  durch  m  theilbafe  Glied  In  der  Pvogte'sston  y«,  ^29 
I,  etc.;  so  beträgt  die  Anzahl  der  Klassen,  welche 
it  /  zusammengesetzt  F  geben,  den  eten  Theil  von 
er  in  9.  bestimmten  Anzahl  aller  im  Complex  od  ent- 
altenen  Formen. 


17.    Die  positive»  Wurzeln  der  GleicheiifJ   "«  lit«    «  r.' 


*'-»»»  =  ' 
findet  mau  succ.  nach  den  Formeln 

3fj=2ar,  .y, ,  ys=2a-,  .y^— y, ,     i^i=2x,.y,— y«  ■ 

die  positiven  Wurzeln   der  Gleichung  [ 


K] 


iD 


nach  den  folgenden ; 

yt  =  xt.yi ,  ya  =^i-y«— yi .     , 

lud essen 


=4 


Zu  bemerken  ist,    dasa  man  indessen  nur  die  aivelte  frogre 
iii  BeEUg  auf  den  Forliegenden  Zweck  zu  berechnen  brauclit, 
es  sogar  nicht  auf  die  absoluten  Werthe  der  (ilieder  y,  ,y^,SK- 
aiikomuit,    sondern    nur   auf  die  Reste  derselben  nach  uem  mod. 
n> ,  weshalb  Bich  mancherlei  AbkßrEungetj  anbringen  lassen. 

Uie  Gleichung 


mx- 


MMyy= 


lä&st  sich  in  allen  Fällen  nach  der 
thode  (art.  108.),  und,  wenn  V  ]giM 
tenbrüche  liisen.    In  unserm  Falle  ist 


uas  entdeckten  He- 
>  4,  auch  mit  Hülfe  der  Kel- 


AD 


Ist  il^l  (mod.  H.),  so  ist  die  Gleichung  xx-~Xyy=-A  in  relativen 
PrinizahleiJ  nicht  liisliar;  denn  da  :i;,u  beide  ungerade  sein  müss- 
ten,  so  wäre  das  erste  Glied  durch  b  theilbar.  Ist  A^5  (mod.S.), 
60  sind  die  kleinsten  Wurzeln  bald  ungerade,  bald  gerade. 

Wenn  x^,  y,   gerade  sind,    so  folgt  aus  dem  Büdunssgeseti 

der  Progressionen  Xi,  x-i,  arg, .yi ,  «a,  y^,....,  dass  alle  Wuf- 

nelti  gerade  sind.  Sind  x,,  yi  uiiserade,  so  folgt  ebenso,  dass 
Xt,  Vi  t;erade,  wenn  t=0  (mod.  C),  in  allen  fibiigen  Fällen  tin- 
eerade  sind. 


465 

18.  Die  vorbergeh«fuIeii  Untersuchungen  stehen  mit  äem 
rVerhällniss .  welches  die  Mengen  der  Klassen  in  zwei  verschi«- 
,denen  Urdnungea  la  eitianiler  haben ,  in  einem  nierkn'ur4igen 
Zusanimeu  hange. 

*  Ea    seien   O,  Ö*,  O"    Ärei   heMcblge   Ordnungen   für  <liesGlbe 

1>eterininante  D.  welche  resp.  die  Formen 


F=(A,B.C)i  f={a,b,c);  f=(a',b',C) 


k 

RDtbalten;  IH  sei  das  grüsste  gemeinachat'tliche  Maass  voit  A,  2B. 
t'C,  und  m,m'  haben  eine  ähnlicbe  Bedeutung  in  Bezug  auf  die 
f.  Formen  f,  f;     auch   sei    M=min',    und  m  prim  gegen  /«'.     Die 

Mengen    der  Klausen   in   den  Ordnungen  0,    O"  werden  respect. 

durch    L,  li"    bezeichnet.     Endlich  sei  K'  eine  beliebige  Klasse 

der  Ordnung  O', 

Dies  vorausgesetzt,  gieht  es  nach  dem  Vorhergehenden  stets 
Klassen  aus  der  Ordnung  O",  welche  mit  £'  zusammengesetzt  eine 
fcf4iebige  Klasse  K  der  Ordnung  O  hervorbringen;  diese  Klassen 
seien  Ä",  K'\,  K\,....K"r—i,  ihre  Anzahl  also  r;  den  Complex 
derselben  bezeichne  man  durch    W. 

Es  sei  nun  Ki  eine  von  K  verschiedene  KlB<i<se  der  Ordnung 
O,  Ki  =  q>  +  K,  no  7  eine  eigentlich  primitive  Klasse  bedeu- 
tet*), nod   W'  der  Complex   der  Klassen 

q>  +  K",  V  +  K",,   g)  +  Ä"a ip  +  R"r~i: 

welche  offenbar  sümmtlich  in  die  Ordnung  Ü"  gehüren,  und  unter 
einander  verschieden  sind.  Jegliche  Klasse  aus  W  wird  mit 
K'  zusammengesetzt  K.  geben,  woraus  lolgt,  das»  iV,  IF'  keine 
Klasse  gemein  haben  (indem  jede  Klasse  aus  tV  mit  K'  eusam- 
mengesetzt  die  ron  Ki  verschiedene  Klasse  K  erzeugt). —  Ueber- 
diess  musa  jede  Klasse,  welche  mit  K'  zusammengesetzt  £•  her- 
vorbringt, in  IF  enthalten  sein.  Denn  es  sei  Ki  =  K'  +  L,  L  aus 
der  Ordnung  0",  Ij  =  q>+  L',  also  Z.'  ebenfalls  aus  der  Ordnung 
O",  dann  ist 

Kj=tp  +  K'-\-L'=9  +  K. 

folglich  K'-i-L'  mit  K  identisch;  da  also  £  aus  der  Zusammen- 
8e!tzung  von  K'  mit  der  Klasse/''  entsteht,  so  muss  L'  mit  einer 

der  Klassen  K" ,  K'\, £"r— i ,    folglich  L  mit  einer  Klasse  ans 

W'  identisch  sein. 

Ist  ferner  K^  eine  von  K,  Ki  verschiedene  Klasse  aus  O,  so 
erhSit'man  ebenso  r  neue  Klassen  der  Ordnung  O",    welche  mit 


•)  Heber  ilie  Aiiw«iii]hi>|;  üe> 
•eUuiip  iln  Furmen  oder  K1mil-ii 
vt.   »9. 


r  sich;    ala  tud 

Scblieast  man  so  Tort,  bis  alle  Klassen  in  0  erscbOpft  firniß 
so  hat  man  rli  Klusseii  atie  O"  erhalten,  und  ausser  ilieseii  Iuidd 
küoe  mehr  übri^  sein,, da  jqde  Klasse  aus  O"  mit  K'  »ueammen- 
gesetzt  eine  Klasse  aus  O  hervoTbriogt.    Dab^ei  ftHgl  L"=rL.    ,, 

Setzt  man  JU=^m,  so  erhält  man  den  besondorn  ia  den  Dlsq. 
arllhm.  Art.  25.3.  betrachteten  Fall;  nümlich,  «retin  t  die  Menge 
der  eigentlich  |iriraitiven  Klassen  bedeutet,  welche  wit  einer  be- 
liebigen Khisse  d'er  Ordnttn»  O  zusammengesetzt  eiite  btifiebige 
Klasse  derseNien  Ordnung  hervorbrinaen,  so  beträgt  die  Meng« 
aller  Klassen  der  OrdnungO  den  rtenTheil  von  der  Menge  aller  Klassen 
der  eigentlich  jtriniitiven  Ordnung.  Die  Zahl  r  kanrt  man  fBt  jed* 
Determinante  nach  dem  Vorhergehenden  bestimmen,  folglich  läsrt 
sich  die  Menge  der  Klassen  In  jeder  Ordnung  linden,  nenn  man 
die  Menge  der  eigentlich   primitiven  Klassen   kennt. 

Versueht  tnan  z.  B.  die  Menge  der  Klartsen  in  der  ui>«igeglr 
lieh  primit.  ürdoung  bU  bestiDimen ,  so  findet  man  nach  9.  zunficM 

(mi=:2,  X7:=T^.  2  zu  setzen)  n  =  \  oder  3,  jenachdeni  D=l  oder 
5  (mod.  8)  ist;  daher  r=I  im  ersten  Falle.  Im  anderen  Falle 
tet'bei  negativer  Determinante  t^3;  ausgenommen  />=— 3,    wo 

r=j(t=l  ist.  Wenn  endlich  i)~5  (uiod-  ü.)  und  positiv,  aa 
hat  man  e=l,  3,  also  r=3,  1  res^i.,  jenachdem  die  kleinstes 
Wurzeln  der  tjleictluhg  xx-~Dyy=-X  gerade,  oder  ungerade  sind 
Hieraus   folgt: 

Beiteichnef  ama  die  Menge  der  Kinssen  in  der  eigen llicb  pri- 
mitiven Ordimng  durch  L,  die  in  der  uneigentlicb  primitiven  Ord- 
nung durch  L',  so  istL'  =  L,  wenn  yj^r(mod.  8.);  oder  wenri 
D  = — 3;  oder  wenn  />-positiv,  =3  (mod.  8-)  und  die  kleineteo 
Wurzeln  der  Gleichung  xx-^Dyy^i  ungwade  sind.    Dagegen  ist 

\j'  =^n  L    in  allen  übrigen  Fällen.  *)  , 

19.  Die  Theorie  der  Zerlegung  der  quadratischen  Formen,  welche 
11  ir  hier  milgetheilt  haben,  ist  völlig  allgemein.  In  den  Disq. 
Arilhm.  wird  nur  der  specielle  Fall  zur  Sprache  gebracht,  wo  die 
gegebenen  Fornien  aus  derselben  Ordnung  sind,  und  dieser 
iriederam  auf  einen  noch  einfachem  Fall  zurückgeführt  (cf.  ait.  251). 
Hierauf  wendet  sich  Gauss  zur  Auflösung  der  Aufgabe:  „Die 
sfimmtlicbeu  eigentlich  primitiven  Klassen  zu  bestloMnen,  welche 
mit  der  einfachsten  Form  einer  Ordnung  zusammengesetzt,  diese 
Form  selbst  geben,  und  tindet  zunächst  eine  eadliche  Älenge  von 
Formen,  welche  in  Bezug  auf  diesen  besnndern  Fall  mit  unseren 
Formen  im  Coniplex  lu  übereinkommea.  Was  endlich  die  Classi- 
fication dieser  Formen  betrifft,  so  wird  art.  256.  V.  gezeigt,  dass 
sie  in  verschiedene  Klassen  gebOren  bei  negativer  und  quadrati- 
scher Determinante,  ausgenommen 

I   Ordnung    cxiotitt   nur,    wenn  /7  =  l 


1 1  * 

■  I    » :  • '  •    •       '    .- ;  •  !   i  *  ' 

und  ohne  Beweis  angemerkt ,  dass  im  ersten  dieser  Ausnahme- 
lälle  immer  je  zwei,  im  andern  immer  j^  drei  Formen  eine  Klasse 
bilden.  Die  positive  Determinante  betreffend  sagt  6auss*):.^Pro 
casutertio  autem,  ubiD  est  numerus  positivus,  non  quadratus,  re^ufam 
generalero  gro  comparanda.  mnltitcdiue  for^^urum^  p^«.  |irimit.  in 
F«  P>  F",ii,...  cum  multitudiae  classiüm;  diversanun  ji^d^  resul-. 
tantmin.  hucusque  non  habemus.  Id  qui^em  asserece  possniiiusi 
hanc  vel  illi  aequalem,  vel  ipsius  partem  aliquotam  .esiie ;  quia 
etiam  nexum  singularem  inter  quotienteni  horum  numerorum  et 
▼alores  minimos  ipsorum  i^u  aeuqimtioni  tt — Duu=^AA  sutisfacien- 
tes  deteximuSy  quem  hie  explicare  uimis  prolizum  foret;  an  vero 
possibile/sit«  iiwm  «niotientem  in.omnibus  ca^ibus  ex  sola-inspe- 
ctione  numerorum  u,  A  cognoscere,  de  hac  re  nihii  certi  pro- 
nuaciare  possumus/' 

-f'Mi:Der)lwMcmiite  QvMeiit,  von  «vetcbemr  hier  4ie  Rede ,  ist 
dto'ibi  V-orhergehenden  tnif  e  heseiebnete  Zahl  i  deren  Bestim« 
Diane  lediglich  darauf  zurückkommt,  das  erste  fcrch  in  theiUnre 
Glied  der  Progression  if,,  y«,  ya>*-  zu  ermitteln.  Es  scheint,  als 
wenn  Gauss  mit  dem*  AfUHraek  „nexus  singularis"  diese  Bezie- 
hung der  Zahl  e  zu  den  Wurzeln^  der  Gleichung  xx — lyy^sl, 
äflär  :tx^Ü/ff::^i  nicht  gemeint  haben  kann;  denn  sobst  nürde 
ßt.jMA  gesa^  haben:  „regala^i  generaiem  non  hab^mtis." 

■.'*'...■  ^  ■  .        ■     •  !  .1  .  •    •  /  .  : 

30.  Da  man  bei.  den  vorfaergehendeta  Untersucnuiijg^  die 
kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  xx — Z>yjy= 4  kennen  inuss,  und 
dieselbe  in  der  Zahlentheorie  6berhau{)t  von.  oMu^iiichfacIt^^m. Nutzen 
sein  kann,  so  mag  darüber  noch  einiges  beijrebracbt  werden,  wo- 
bei  wir  auch  die  Gleichang  ^j;-^/>^=: — 4   berücksichtigen.**) 

Die  Gleichung  mr— Z>w=sJ:4  gestattet  aiinftehst  eine  ,Re- 
doelion  auf  die  eiofechero  Gleichung  jr:r---0'«v==dtlff  CSv  welche  be- 
rmts  Tafeln  vorhanden  sind,  in  folgenden  Fällen. 

Wenn  DsO  (med.  4.)»  und  t^u  MÜe  Wertbe  der  Gleichung 


bedeuten,  so  sind  :i?=2^,  y=ti  alle  Wertbe  der  Gleichung; 

XX — -Dyy=±4. 

In  den  Fällen  />=2  oder  3  (mod.  4.),  />=!  (mod.  8.)  können 
jp.itfp4,gf  f^r  beide  gerade  sein,  und  x=2t,  y=:2u  sind  alle 
Werthe  der*  Gleichung 


**)     D  ist  poaitiT  und  nicht  quadratisch. 


wenn  (,  h  alle  Werthe    <ier  Gleichung 
-^-•ii'jt -•,.<.  tt—Dw 

ß»i  bleibt  uIho  nur  der  Kall  D=5  (mr>d.  8.)  ilbrtg.  Alle  Oe- 

terinliianten  />    voh   der  Form  8n-fS   zerrallen    in  zivei  Klassen. 

In  die  eine  gchüren  diejenise«,  für  «eiche  die  kleinsten  Wuneh 
der  Gleichung 

*3-  — Z^y=±4 

doppelt  fiü  gniSM    alu  die  kleinslen  Werthe  der  Gleichung 

sind  (nenn  diu  letztere  Gleichuug  für  daa  untere  Zeichen  (ibei- 
haupt  lödhar  ist)i  in  der  andern  Klufise  sind  diejenigen  Uetw- 
niinanten,  (lir  ivelcbe  die  Gleichung 

in  retaliven  Priinziüileti  lüsbar  iat.  Zwischen  5  und  1005  gi«ht 
es  126  VVerlhe  /)=8a  +  S,  von  denen  die  folgetiden  32  von  da 
ersten  Art  sind:  37,  101.  141,  189.  197.  2fl9,  325,  333,  349.37^ 
381,  389,  397,  405,  485,  557,  573,  677,  701,  709,  757,  781,  813, 
829,  877,  885,  901,  909,  925,  933,  973,  997. 

Um  ZV  entscheiden,  ob  die  Gleichung 

xx—Dsg=±4 

in  relativen  Primzahlen  lösbar  i9t,  oder  nicht,  verirandelt  oun 
V'^  in  einen  Keltenbruch.  Findet  xich  Icein  vollstäniliger  Qno- 
tient  mit  dem  Nenner  4,  so  ist  die  Gleichung  nach  einem  bekann- 
ten Theorem,  vorausgesetzt,  dass  />>16,  in  relativen  Primzahlen 
nicht  lüsbar.    Findet  sich  der  Nenner  4 ,  so  merke  man  Folgendes: 

1)     Wenn  die  ungeraden  Werihe  x,  y  die  Gleichung 
a;x~Dgy=—4 


,  xy  ebenfalls  imgerade  sind,  d.  h.  nenn  die  Glelehnag 
n  Primzahlen  lUsbar,   so  ist  auch 


n  relativen  PrimzahleiL:. lösbar. 

2^  Sind  o:,  iy  die  kleinsten  positiven  Werthe  der  ersten 
\Mkimagi-  so: nirinK  behautiteti/  däs»hX:^it!x*^^^i  :}f=&m  idie 
leinsten  positiven  WwcUiO'jde^:  anderem  CffeielMuigi^BtD  y^f&üii. 

,  Wäre  dies  nicht  der  ,FalL   so  foezeicbne  man  die  kleinsten 
iÄälttveri)*  Werfflte'Ä^  ei^fÖiäfig         '       '    ^^^  V-«-    /...ii^iW 

urch   ^,  u,    so  dass   atso  i<^'X,   U'^Yist.    Die  Multiplicalion 
er  Gleichungen  i^vil;^^.J 


•    '.VI     •       V.\!-    ■ 


)   ^^rr./>|tj(,=^^.4'N      .,!..,..      ^u'A 


«-Dum  =  +4 

lebt 

5i;\  ■     vV 


iro s — ^»         o         gao^ *Zahl.(ö|i : sf In  werden,   da  a:  und  y, 

ebenso  t  und  u,   beide  gerad^«>  ojdfr  beide  ungerade  sind.    Die 
Sahl  -qijty—ux)  ist  positiv ,  da  -   offenbar  >  — .  Die  andere  Zahl 

\(ix — Duy)  anlangend,  nehme  man  zuvorderst  an,  dass  ^>u  sei* 
>emnach  folgt  durc6  Multiplibatibfi'  o^r  Gleidiungen 

velc6«r  Wertli  positiv  seinoni^s,  fiiÄem  w=^iw>  Ti'lst,  Ibli^ieh 

1^ — ^Z>tf^>0.    Setzen  wir  also 

r   »         ■.  •  .  ■    • 
1  1 

10  siijd^  r,  C^  posititi  Äah^len  j  welcffcf  'der  Glei^tonf    '^ 


-■■'•  ;    "r'../:    ''.-.:       '•■•:••  /      Hj.. 


;cnägef^^.  mitbin  n^cht  kleine^  fein  köpnen   als  a,  v  resp.    Nun 
Irfcäßliiaamtt. Hülfe    fter  VorVl$,?i^^^^^  aus  d^ 

Jleichung  '  v.ii;.{M-i;>   i..J=  *^:-n  ,  ./^   v:.:  .  .^r 


folglich 


Hieraus  folgt  u^y,  J>x.    Nachdem  dies  beniesen  «cordei), 
hat  man 

,     ,  CD«y)a-(tT)»=4C/)«ti-Oj^  +  4), 

folglich 

positive  ganze  Zahlen,  welche  die  Gleichnog 

TT—DVÜ——i 

befriedigen,     üIso  nicht    kleiner  sein  kBnnen    als  z,  y  resp.    El 
folgt  ferner 

H=Tx+DVy, 

'"_  "'"      ■'"■    -"         SK^r^+üi;        •''*'■"   -'-'  '-'!'" 


d.  h.  t"^  xx  +  2,  u^.xy,  was  der  obigen  Annähme  widei- 
spricht.  Wir  scbliessen  also,  dass  X  —  xx-yl,  ¥j=xy  die 
kleinsten  Werthe   der  Gleichung 

3)  Vorausgesetzt,  dass  in  der  EntwickeluDg  von  VO  ein 
vollständiger  Quotient  mit  dem  Nenner  4  vorkommt,  setze  man 
dieselbe  soweit  fort,  bis  »lieser  Nenner  zum  erstenmal  er- 
scheint, und  berechne  den  vorletzten  Nalierungsbruch  — .  Es  lässt 
sich  sogleich  erkennen,  ob  ]}p—Dgq:=-\-i,  oder  pp~Do^=—i 
ist.  Trifft  der  erste  Fall  ein,  so  sind  x^^p.  y^q  die  kleiasten 
positiven  Werthe  der  Gleichung 

xx-Dyij=  +  i. 


m 

and  man  kann  sicher  scblieBMiu,  .(^aSB^  die  Gl^ichun|D^ 

in  ungeraden  Zahlen  nic^t  losDar  ist;  deiin  wkre  IlTes^^er  Fäll* 
so  mCissten  ihre  klein8te|A^Wur2#(l|)  P\j9^  offenbar  >  als  resp.  p, 
g  sein,  was  wegen  p=zp'p^-\^,  q=zp'g^  (vergl.  2))  unmöglich  ist 


kleinsten  (positiven)  \Verthe  der  Gleichung 

i  —  -■»•••,■■■.  — \\ 
XX — Dyyzn — 4; 

■;i     :''•.;•    -ir     vnn;'   ijl-;    ')J>ii*«iJo7j  ■'Mit*'/     ;.'ii'    i^..     ,:r\    .."i-'f-jf;. i:tt.. . 

die  Gleichung  .*  tj..  ^     .  ;  ;  \  ,;  ,.;     .^ 

iat  da^n  iehcfifs»lte  Hl  retetivjei^.Sr^jjWW^^ 

y=pq  ihre^  Ueip€|ften  Wurzeln,  \.  \  w  . 

Nach  diesfen  Principien  ist  die  dieser. Abhandlung  beigeragte 
Tafel  berechnet.  Alan  findet  in  der  e^&t«M*€i^iäikine  älTe  Zaiirftii 
D  von  der  Form  ^n-J-^S  zwischiei}  5  und  1005  m^t,  Ausnahme  der 
32  vorhin  aufgestellten  ^eft^e,'  för  welche  "kel he  Auflosung  in 
m^^,^9^^%Vk^^^/^^,  In  der  zweitfjn  €^^^^^^  stehen 
die,  lueinsten.  positiven  il^orsB^iili,;   ^elfhe  f^c||b^  i^f  die.^|pipni|iig 

'  ■  •  •  # 

ibepielien/ffoBätd  i>  tnYt  diem  2elcb^n^  V^eh^ft  ist^/ln,  den  llbrt- 
gen  l*SlteiB  ^er  Gleichung  '~    » 

•  •    • .  1       , .  ■  ■ » 

genügen. 


'■■  ••.«  f  :    •■;; 


% ' 


I   -iii      ■  If: 


4)  Mehrerer  Vollständigkeit  wegen  bemerke  ich  noch  Folgen- 
des. Wenn  die  Determinante  das  Zeichen  *  nicht  fuhrt,  die 
Cileicbung      .,., 

■vi...    .:,.p^:     ;■;.   •;..:    ^^M?  —  D^  =t*— 4: '  -  :.    M  ;::...•     . 

'■■■.'■:     --''.■   nj    ]■    r.    >    ••*;     .■    '•  ■:.■■■;  •:  ■{■•.■^',\.,  •..,., 

also  in  relativen  Primzahlen  nicht  lösbar  ist,- sollissl  die^GteicbiiQg 

keine  Auflösung  zu,  ist  also  xx — Dyy^=z — 4  übernaupt  nicht  lOs- 
ImiT-    Ö^o:tdie  :Ma|%lioation  der:,6(«ic)iangie^.  .  -...nii ;;  »> 

gäbe 

wo  tx-{-Duy,    ty-i-ux   offenbar    ungerade  Zahlen  wären,    welche 
der  Gleichung  . 


.» ■•  ~» 


•■«    :        ■  ■■  .  >..-  ■..-.  .'*    .    ;  .•    'ii\'\ 


iX—Di,y  =  —i 

nacb  der  Voraussetzung  nicht  genBgen  künoen.  —  Wenn  die  D«- 
t^rnfinaote  das  Zeichen  *  fuhrt,  di«  Gleichung 

"i  xx~Dyy=±—'i 

also  in  relativen  Primzahlen  lüsbar  iat,  so  IXsst  die  Gleichnng 

tt  —  Duu=  —  \ 

Aullüsungen  ku,  ist  die  vorhergehende  Gleichung  also  aach  ii 
geraden  Zahlen  liisbar. 

Um  das  letztere  zu  erweis«!,  bemerke  ich  zuvörderst,  daai 
ip  der  Entt^ickeluii^  von  y/>  der  Nenner  4  hiiuligtena  in  zwei 
VD  H  ständig  eh  Qu  oKehtett  vorkommen  bann.    In  der  That,   m  «ei 

— j —   ein  Tollständiger  Quotient,  n-elcbem    j^i vorher' 

gebt;  dann  ist  Uekuntitlich 

4^'  =  D-JJ,     v/)-4<J<v/>, 

daher,  weno  wir  die  grüsüte  in  VO  enthaltene  ganze  Zahl  dnrtl 
ä  heseichneii,  J  gleich  einer  der  Zahlen  a — 3,  a — 'i,  a— 1,  ift 
von  diesen  vier  Werthen  tterdea  aher  nur  zwei  so  beschdfen 
sein,  dasB  D — JJ  durch  4  theilbar  ist,  wie  es  nach  der  erst« 
Gleichung  »ein  soll,  nämlich  die  Wert  he  J^a,  u — 2,  oder  dl« 
Werthe  l/=a— 1,  n~3,  jenacbdem  a  ungerade,  oder  gerade  li^ 
foklicli  küiinen  in  einer  Periode  (welche  nicht  zwei  identische 
vollständige  Quutientcn  enthalten  kann)  nlrht  mehr  als  zwei  voll- 
ständige Quotienten  niil  dem  Nenner  4  lorkommen- 

Wäre  nun  die  tileichuug 

tt—Duu=~l 

nicht  Itisbar,  so  niüaste  die  Periude  dnn  Kettenbruchs  von  V^ 
bekanntlich  <:eradgliedrig  sein,  und  wenn  wir  die  aufeinander  Tol- 
genden  vollständigen  Quotienten  mit  dem  Nenner  4  in  der  unend- 
lichen Entwltkelwng  von  VO  durch 

\/D+J     VD  +  J' .  VD\J"     vD+J'" 


bexciiAhnen ,  so    erhellt  leicht,  dass   die  denselben   vorangehenden 
Nähcrungsbriiche  siinimtlich  die  Gleiciiiing 

^^-%y=:-4 
lösen  würden,  itoraus  folgt,    dass  die  Gleichung 

xj;  -  Dyy=  f  4 
in  rel^itiven  Primzahlen  nicht  lüsbar  iväre,   gegen   1). 
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5)    Ist  die  Oleichung 

relativeo  Primzahlen  Kisbar,   sind  x^  y  die  kleinsten  Wurzeln^ 
id  madit  man 

a/'=ara:-2,  y"—xy\    a/^zsxaf'-x,  ^'=xy"—y; 

•   sind  (17.)   xf,  %f   die    kleinsten   geraden  Wurzeln    dieser 

11 

leichnng«  folglich    k^^*  ^-j^die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 

jrJ!f-./)FF=+l. 

an  findet 

Wenn  also  die  Gleichung 

orar— /)^y=+4 

ungeraden  Zahlen  I5sbar  ist,  so  mOssen  die  kleinsten  Wurzeln 
m  cubischen  Gleichungen 

»iigenj    Yio  X^  Y  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 

XX'-DYY^lX 

»deuten.    Die  cardanische  Pormel  giebt  folgende  Werthe: 

x=^V{X  +  Y\fD)  +  V{X-  YvD) , 
%  fY     X      \\       3  /F     ;r       1\ 

ekhe  unter  einer  irrationalen  Form  erscheinen.  Dieses  Umstan- 
BS  wegen  hat  man  x  und  y  durch  eine  andere  Betrachtung  aus- 
imitteln. 

Die  Gleichung 

x^-Zx^-'iX^^ 

at  nur  eine  reelle  Wurzel >  von  der  wir  schon  wissen,  dass  sie 
ine  ganze  Zahl  sein  muss.    Die  Funktion  x'  --  är — 2Jr  wird  ne- 

3  3 

Ätiv  för  ar=v2X  Ich  behaupte  ferner,  dass  sie  fSr  x^^x^^lX-^X 
ositiv  wird.    Für  diesen  Werth  findet  man  nMmlich 

a:»-3ar-2X=:  3(V2  JO*  ~  2 . 

"heil  \  f /.  ^»l 


welcher  Ansdnick  positiv  ist.  SetEen  wir  also  i^S^^a  —  t,  wo 
t  einen  positiven  fichten  Bruch  bedeutet,  so  liegt  ^r-zwisdren  a~i 
lind  a— i+l,    folglich  3r=a. 

Die  andere  Gldchoilg  betreffend .  wird  die  Pnnktio» 

ird  sie  ne^tiv;   AciiB 


a  2r  »8F 

po9itiTfllry=V'-n--      fflr  y:;=Vß" 

PBr  diesen  Werth  tommt 


>2F 


/■(j)  =  -«-3(V^  -l)(OV^-l). 

M-elcber  Ausdruck  iieg:ativ  ist,    sobald  V-rj  —  1  positiv.    Ist  ab« 

V-fT' — i  negativ,  d.  h,  der  angenommene  Werth   von  y  negatir, 
80  erbellet  von  seihst,  dass  D>/' +2y-^r<.0  ist    Die  Funktiei 


niscbeii  den  Wertlien 

»  2F 


n2F 


}I=V 


^  21- 


o" 


verschivinden ;  und  wenn    wir  V  7j"=tH-i  fietzen, 
sitiver  Schter  ßnich,  so  erhellet,  dass   i/=^l>  sein  m 
Daher  folgt:  Wenn  die  Gleichung 
XX  —  t)i/i/  =  +  4 


in  relativen  Primzahlen  litsbar 
kleinsten  Wurzeln    x,    y,    inden 


,    so  findet  man  ihn 
an  fttr  x  die  nSchste 


ganze    Zahl   an   v^-X  über   dieser  Gritsse,    ffi.i   «    die 

■  3  2K 

nächste    ganze    Zahl    an    V -fi       unter     dieser      Gtübs« 


wo   X,    F  die  kleinsten  Werthe  de 

xx-Dry=^^ 


Glelcbnng 


(»)     umgekehrt, 
Gleichungen 


wenn    die    Wurzeta    der     kubischeo 


x'—3x--'2X=0,     Dy'  +  3y-2¥=0 
beide  ganze  Zahlen  sind,   so  ist  die  Gleichung 
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XX — Dyy  =  +4 

in  relativen  Primzahlen  I5sbar. 

Denn  bereclinet  man  den  Ausdrack  xx-^Dyy  mit  Hülfe  der 
in  5)  gefundenen  Werthe  von  x  und^,  so  erhäft  man  xx  —  Dyy 
=  +  4,  beachtend,  dass  Jir2r-/>FF==:  +  1  ist. 

Eine  ähnliche  Beziehung  findet  zwischen  den  kleinsten  Wur- 
sein  der  Gleichungen 

xx^Dyyz=:^A^    2C^-/>FF=-1 

«tatt,  deren  Auffindung  wir  dem  Leser  fiberlassen. 

Da  nun  Legendre  eitle  Tafel  der  kleinsten  Werthe  der 
Crleichune 

xX'-Dyy^l, 

ipfler  der  Gleichung 

xx'-lhfj/^ — 1 

ffeseboD  bat»  so  würde  sich  die  Berechimog  unserer  Tafel  nach 
aem  vorhergehenden  Theorem  auf  eine  blosse  Kubikwurzelauszie- 
hang  feduciren.  Da  ich  aber  erst  nach  der  Berechnung  der  Tafel 
nf  dlöfie  Methode  verfiel  ^  so  blieb  nur -übrig,  nach  derselben  die 
schim  berechnete  Tafel  zu  revidiren,  was  mit  m?^glichster  Sorg- 
falt geschehen  ist.^) 

2.  B.    Die  Gleichung 

jfjr-.50trr=+i 

hat  die  kletnsten  Wurzeln 

jr±slli4Sf731902975,     Y^m2S8il8tö2    (Legendre's  Tafel). 
Nun  Ist 

V2X=28224 +  .,..,  ^=2005142628+...,   V^=1261+ .... ; 
folglich  a;=28225,  y  =  1261  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 


*)    Mit  Hfilfe   yfim  Kubiktafeln   lassen  sich  selbst  aus  sehr  grossen 
Wahlen  die  Kabikwarzeln  mit  Leichtigkeit  ausziehen.  • 


ii    I  > 
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nuten   Wnrieln 

dei   6lei 

knng    xx-Dys=i 
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eilen  5  u 
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.velchen 
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n  reUtirei 
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In  eiDem  älteren  englischen  SchiSfahrtslehrbiiche»  nSmIich  in 
Phe  complete  Navigator.  By  Andrew  Maekay.  London. 
80  4. 4  finde  ich  folgenden  Beweis  des  bekannten  trigonometri- 
chen  Satzes  ji  dass  die  Summe  zweier  Seiten  eines  ebenen  Drei- 
€ks  sich  zu  deren  Differenz  verhält »  wie  die  Taneente  der  halben 
Summe  der  Gegenwinkel  zu  der  Tangelite  der  halben  Differenz 
lieser  Winkel >  der  wenigstens  mir  neu  gewesen  ist,  und,  weil 
>r  wohl  auch  noch  manchem  anderen  Leser  dieser  Zeitschrift 
lobekannt  s^in  dürfte  ^i  deshalb  hier  mltgetheilt  werden  ^olh 

In  Taf.  XI.  Fi^.  11.  sei  ABC  das  segebene  DreiecJ^,  und 
ron  den  beiden  Seiten  AB  und  AC  sei  AB  die  grössere.  Man 
verlängere  AC  über  A  hinaus  und  mache  AD^izAlB^  ziehe  BD, 
Dache  AE=AC,  und  ziehe  CE,  welche,  verlängert,  BD  in  F 
ichneidet.  Nun  ist  die  Summe  der  gleichen  Wmkel  ACE  und 
iEC  der  Summe  der  beiden  Winkel  ACB  und  ABC  gleich, 
iso  ist 


^DCF=^UACB  +  .^LdBC) 


ind  daher 


j;:BCF=z^ACB'^^(^ACB  +  ^ABQ 


i.  i. 


^BCF=^(j^ACB--  ^ABQ: 


Vun  ist  aber 


^  BEF=^AEC=  Z  DCF , 

^EBF=Z.CDF. 

Also  sind  die  Dreiecke  CDF  und  BEF  einander  ähnlich ,  und  ei 
ist  folglich  auch 

^CFD=^CFB, 

d.  h.   CF  steht  aoF  BD  senkrecht.     Wegen  der  Aebntichkeit  d« 
beiden  Dreiecke  CDF  und  BEF  ist  aber 

CD.BE^DF-.BF, 

oder  nach   der  Conetruction 

AB^^AC  AB~AC  =  ^.:^, 


AB+AC-.AB—AC—tavsDCFAan^BCF, 

a\co    nach  dem  Obigen ; 

AB+ACtAB-AC 

^t&Dg}j(ji:ACB+j^ABOitans:\(Z.ACB~jiLABO, 

welches  der  zu  beweisende  Satz  ist. 

Mir  scheint  diese  Beweisart  sehr  einfadl   zu   sein,    und  iM 
deshalb  ron  mir   hier  mitgetheilt  worden.  ti. 


lilterarisclier   Serlelit 


Oesciiichte  der  Mathematik« 

1b  d«ni  Joarnal  des  SaTaats.  Fö Trier.  1850.  fladet  aich  eiif 
iafiiiu  de«  trefflichen  hochbejahrteo  Biot^  der  in  «o  hoiiem  Grade  inte-* 
reasant  ist,  dais  ich  nicht  unterlassen  darf,  diese  Nnrnmer  des  Literar« 
Berichts  zu  irenntzen ,  denselben  den  Lesern  des  Ardiif« .  ganz  mitzn- 
theilen,  und  bin  irersichef't  ^  mir  dadurch  einigen  Dank  tu  Terdienen. 

Urte  an^cdote  relative  a  M.  Laplace. 

in  ä  rAcad^mie  frangaise^    dans  sa  s^anoe  particuliere  da 

5  fevrier  1850,  par  M.  J.  B.  Biot« 

Messieurs  5 

Quand  un  homme  d'ordre  s^appr^te  k  partir  pour  un 
rrand  voyage,  il  met  ses  affairjss  en  r^gle,  et  prend  soin 
racquitter  tontes  les  dettes  qu^il  peut  avoir  cootractees. 
^oila  pourquoi  je  vais  vons  raconter  comment,  il  y  a  quel- 
ques cinqiiante  ans,  un  de  nos  savants  les  plus  illustres  ac- 
^ueillit  et  encour^gea  un  jeune  d^butant,  qui  ötait  venu  lui 
tiontrer  ses  premiers  essais. 

Ce  jeune  döbutant,  c'^tait  moi,  ne  vous  döplaise.  Notez$ 
»onr  excuser  l'epith^te,    que  ceci  remonte  au  mois  de  bru« 

Band  XV.  '  «\ 
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mairc  an  VIII  de  la  RepuWiq^ue  frantaise,  1"  Edition.  Quel- 
ques mois  plas  tard ,  oii  me  fit  l'iRsigne  hotineur  de  me  nom- 
mer  associe  de  rtiisliiTit  national;  mais,  ä  cette  date,  e( 
siirtnut  h  l'epoque  mi  peii  anlerieiire  oü  mon  r^cit  com- 
mence,  je  me  trouvais  completenient  iiicoimti.  J'eiais  alcrg 
un  tout  pelil  professeur  de  mathematiqiies,  k  l'EcoIe  cen- 
trale de  ßeauvais.  Sorti  nouvelleinent  de  l'Ecole  polytech* 
niquc,  j'avais  beaucoup  de  zele  et  peu  de  science.  Dau> 
ce  temps-lk,  on  ne  demanduit  guere  aiix  jeunes  geiis  que  dt 
l'ardeur.  J'etais  passioiine  pour  la  geoinetrie  et  pour  bei» 
coup  de  dieses.  La  forlune,  plutöt  que  la  raison,  lo«  pl* 
serva  de  ceder  h  des  goüts  trop  divers.  Fixe,  des  lors,  pir 
les  noeuds  les  plus  doiix,  ä  l'iiitei'ieur  de  la  famille  ^H 
m'avait  adopte,  Leureux  du  present,  complaiit  suf  raveiur, 
je  ne  songeais  qu'ä  suivre,  avec  delicci«,  les  penchaiits  de 
mon  esprttvers  toutes  sorles  d'etudes  scientiKqueä;  et  ä  faire, 
par  plaisir,  ce  qua  l'interet  de  ma  can-iere  ui  auiait  present 
comme  un  devotr.  J'avais  sortout  une  ambition  dänesnree 
de  penelrer  daus  les  hautes  regions  des  iiiathematiques,  nü 
l'on  decouvre  les  lois  du  ciel.  Mais  ces  graudes  tlieori«»., 
encore  eparses  dans  les  collections  academiques,  n'etaient 
presque  abordables  que  pour  le  petit  nombie  d'bomnies  w- 
p^rieurs  qui  avaient  concouru  ä  les  etablir;  et  s'y  lanoer 
sans  guide,  sur  leurs  traces,  e'etalt  une  entreprlse  oü  l'on 
avait  toute  cbance  de  s'egarer  pendnnt  bleu  du  temps  avant 
de  les  i-ejoiridre.  Je  savals  que  M.  Laplace  travaiüait  i 
r^unir  ce  magiiifiquc  enseitible  de  decouvcrtes,  daiis  l'oo- 
vrnge  qu'il  a  tres-justement  appelö:  la  Mecantcfue  cäettt, 
Lc  premier  volunie  ^tait  sous  presse;  Ie&  nutres  suivrdteDl, 
ä  de  bien  loiigs  iiitervalles,  au  gre  de  ines  desirs.  Une  d^ 
mai'che,  qui  pouvait  paraltre  fort  risquee,  nfouvrit  un  acces 
privilegi^  dans  ce  sanctuaire  du  genie.  J'osai  ecrire  direcie- 
ment  k  l'illustre  auleur,  pour  le  prier  de  perniettre  que  son 
Rbraire  m'envnyät  les  feuilles  de  son  livre,  ä  mesnre  qa'et- 
les  s'iinßrimaieBt.  M.  Laplace  me  repondit,  avec  autaat  de 
ceremonie  que  m  j'eusse  ete  un  savant  veritable.  Toulefois, 
en  fin  de  compte,  il  ecarlait  ma  demaude,  ne  roulant  pas, 
disait-il,  que  son  ouvrage  füt  preseut^  au  public  avant  d'^tre 
terniiiiö,'  aßn  qu'oii  le  jiigeät  d'apres  son  enscmble.  Ce  d<- 
clinatoire  poli,  etait  sans  doute  trcs-obligeaiit  dans  seK  fo^ 
naes.  Mais,  au  fond,  i]  accommodait  mal  mon  affaire.  Je 
ue  voulus  pas  faccepter  sans  appel.  Je  recrivis  immediate- 
Dient  k  M.  Lapl.icc,  pour  lui  representer  qu'il  me  faisait 
benucouji  jiliis  cfliunneur  que  je  n'en  meritais,  et  que  je 
n'en  desirnis.  Je  ne  suis  pas,  liii  disais-je.  du  public  qni 
juge.  niiiis  du  public  qui  euidie.  J'ajoutais  que,  voolant 
SQiTi'e  et  refatie  toiis  les  calculs  en  entier  pour  mon  inslni- 
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etiou,  je  pouriüis,  s'il  se  rendait  a  itia  piiere,  decouvrir  et 
•igiialer  les  fautes  d'impressioü  qiii  s'y  seniieiil  glLssees.  Ma 
'espectueuse  iiisistance  dei^arma  sa  re»ei've.  11  ni'envoya  (nn- 
es  les  feuilles  deja  iraprimees.  eii  y  joiguaiit  une  lettre 
iliarmaiile.  cette  fois  iiullemeiit  ceremoiiieuse,  mais  i'emplie 
les  plus  vifs  et  des  plu.s  preeieux  eiicouragements.  Je  ii'ai 
tas  bflsoin  ile  dire  avec  quelle  ardeiir  je  devorai  ce  tresor. 
e  pouvais  bieii  m'applicjuer  la  majcime:  violentt  rapiuntillud. 
tepuis,  cliaque  fois  que  j'allaU  a  Paris,  j'apportais  inon 
ravail  de  revisioii  typograpJiique,  et  je  le  pr^seutais  per- 
oimeUement  h  M.  Laplat^e.  II  raccueillait  totijours  avec 
WBte,  i'exaniinait,  Ic  disciitait;  et  cela  me  doiiuait  l'occa- 
lion  de  lui  soumettrc  les  diflicultes  qui  arr^taieiit  trop  soo- 
i«iit  ma  faiblesse.  äa  coiidesceiidance  a  les  lever  etait  (.ans 
lomes.  Mais  lui-m^nie  ne  pouvait  pas  toujouis  le  fotrc, 
lans  y  doimer  unc  alteutiou  qiielquefois  assex  longue,  Cela  ■ 
lUrivait  d'ordinaire  aux  eiidroits,  oü,  pour  e'cpargiier  des 
letails  d'expo&ition  trop  eteiidus,  il  avait  einiiloye  Is  lor- 
Dvle  expedilive:  it  est  aise  de  voir.  La  cliose,  eii  efTet, 
tvait  paru,  dniis  le  momcnt,  tres-cinire  ä  nes  yeux.  Mais 
lUe  Be  l'eCait  pas  toujeurs,  meme  pour  lui,  i>  (juel<]ue  temps 
le  lä.  Aiors,  si  vous  lui  eii  deniaiidte»  l'explicatiDu,  il  la 
ifaerchait  patiemment,  par  diverses  voies,  pour  sod  campte 
tomme  pour  le  Tötre;  et  c'etait  iä,  saiis  doute,  le  plus  ia- 
tnictif  des  commentaires.  Uiie  fois,  je  le  vis  passer  ainsi 
iris  d'une  heure,  a  tächer  de  ressaisir  la  cliaiae  de  raisoii- 
lemeots  qu'il  avait  cachee  sous  ce  mysterieux  Symbole:  ä 
H  tüae  de  voir.  On  doit  dire,  ä  sa  deeharge,  que  s'il  avait 
oalü  £tre  completement  expllcite,  son  ouvrage  aurait  dA 
Toir  hait  ou  dix  volumes  iu-4*'  au  lieu  de  ciiiq;  et  peut- 
tra*  n'aurait-il  pas  vecu  assez  de  temps  pour  l'achever. 

Tont  le  inoiide  comprcndra  le  prix  que  devaient  avoir 
onr  nn  jeune  liomme  ces  Communications  familieres  et  in- 
imes,  avec  un  gerne  si  puissant  et  si  ^teiidu,  Mais  ce  que 
«n  oe  saurait  bien  se  figurer,  k  moins  d'eu  avoir  ete  l'ob- 
itf  ce  sollt  les  seiitiments  de  delicatesse  afiectuease,  et 
pmme  pateriiellc,  dont  il  les  acconipaguait.  Ceci  m'amfene 
DtpreUemeiit  k  l'anecdote  que  j'ai  voulu  racoiiter.  Car  eile 
|i;t  ofire  u»  exemple  aussi  parfait  que  rare. 

Pen  de  temps  apres  qu'il  ra'eut  ete  pennis  de  rapprooher, 
cnsla  bounefortuiie  de  faire  un  pas,  quimesemblaUotiveau  et 
llprävu,  dans  uuepartiedes  mathematiques,  ou  Von  etait  k  petne 
nlre  jnsqu'alors.  J'avais  remarque,  dans  Ics  commeiitaiies 
t  Pitersboorg,    une  classe   da  questions  geometriques  fort. 


■tnguliere«,  cju'Euler  avait  traitees  par  des  nietbodes  indi- 
rectes,  dans  an  memoire  intitule:  De  tiisiynt  promotiüne  ■ii«>' 
thodi  tangentiuin  tnversae,  II  s'etnit  propos^  aiiK&i  tute  qne- 
■ttou  de  ce  gerne,  encore  plus  ilifGcile,  sur  laqaeile  ii  etait 
rereiiu  h  pltisieurs  reprises  dans  les  ^icta  emdi/oirHm,  en  la 
p^solvant  ckaqiie    fois  par  des  voies  diifereiites,    mats   ftm- 

iDurs  iiidirectement.  La  singalarite  de  ces  problemes  con- 
istait  en  ce  qa'il  fallait  decoovrir  la  iiature  d'une  coorbe, 
d'apres  certaiaes  relatioiis  assignccs,  dotit  les  caracl^Fti 
g^ometriqoes  etaient  d'ordres  dissemblables:  les  unes  ievau 
BToir  lieu  cntredes  poiuts  iufiiiimeiit  voisins^  Ics  autresflsln 
des  poiats  distants,  sepnres,  par  des  dlfierences  fiuies  U 
dflOD^es,  d'abscisses.  Or,  la  prämiere  classe  de  conditiou, 
relative  aux  poiiits  yoisiiis,  etaut  consideree  isnlement,  soll 
)e  poiut  de   yae  abstrail,    depend  du  caicul  difiereiitiet  ordi> 

>  narre:  la  deuxi^me,  relative  anx  poiiiU diijtancs,  depend  d'u 
autre  genre  de  calcal,  qui  s'adapte  speeialement  aux  A8& 
rences  fiities.  L'idee  ine  vint  qac,  pour  bieu  faire,  il  falliit 
icrire  d'abord  l'enonee  complet  du  probleme  dans  ie  Ut- 
vage  analytiqne,  en  appliqaant  ä  chacune  de  ses  partiu 
leurs    sjmboleti    propres.       Gela    conduirait    ä     na     gevt 

I  d'equatious ,  dit,  attx  differences  melees,  pca  etudie  JM- 
^u'alors,  qui  exprimerait  ainsi,  avec  uiie  eiitiere  gäi 
Beralite,  l'ensemble  des  couditioas  niixtes  auxquelies  od 
äevrait  satisfaire;  .apres  quoi,  on  n'aorait  plus  qn'ä  m 
tirer,  comme  on  poiirrait,  de  ce  dernier  pas.  Lareatisadon 
de  cette  idee  sarpassa  nie««  esperances.  Toutes  les  questions 
de  ce  genre,  qui avaient  ete  traitees  indirectemeut  par  EbIct, 
et  par  d'autres  geomctres,  etant  exprimees  anisi  en  ^b- 
boles  generaux,  $e  resolvaient  sans  difScuJte,  comme  par 
enchantcnient.  Lorsque  j'eus  trouve  cette  clef  qui  les  ouvrail, 
fapportai  nion  travail  ä  Paris,  et  j'cn  pariai  ä  M.  Laplace. 
D  m'ecouta  avec  nne  attention,  qui  me  scmbla  nit'lee  de 
qaelque  surprise,  II  me  questionna  sur  la  nature  de  moQ 
procede,  sur  les  details  de  mes  Solutions.  Quand  il  m'ent 
examine  .sur  töus  ces  points,  „Cela  me  paralt  fort  bien, 
„dit-il,  venez  demein  roatin  ra'apporter  votre  memoire.  Je 
»serai  bien  aise  de  le  voir."  On  compreiid  qne  je  fusexBct 
au  rendez-vous.  II  parcourut  fort  attentivement  tout  mon 
jnanascriti  l'expose  de  lamethode,  les  applications,  les  cbn- 
sid^rations  ulterieures  que  j'y  avais  annexees.  Piris,  il  me 
dit:  „Voilä  un  tres-bon  travail;  vous  avez  pris  la  veritable 
„voie  qu'il  faot  suivre  pour  resoudre  directement  ce  genre 
,jde  questions.  Mais  les  aper^us  que  vous  presentez,  ä  la 
„fin,  sont  trop  eloignes.  N'allez  pas  au  delä  des  resultats 
„que  vous  avcz  obtenus.  Vous  reiicontreriez  probablement 
„des    diflicultes  pluit   serieoses  que  vous    ne    paraissez  le 


781 

>croire^  et  l'etat  actuel  de  l'analyee  pouirait  bien  ne  pas 
,vous  fouroir  les  mnyeiis  de  le.«  surnioiitei-.''  Apres  m'ßtre 
efendu  quelque  tenips,  car  jamais  il  ne  lui  est  arrive  d'Jii- 
i-dire  aux  jeuiies  gcus  qui  Tappmcliaient  ia  liberte  d'une 
ispeetueiise  controverse,  je  ce(l»i  ases  üoiiseils,  et  je  rayai 
>ute  eette  fiii  hasardeuse.  ,iCoiiime  cela,  ine  dil-il,  le  reste 
sera  fort  bien.  Pi-esentez  demain  votre  memoire  ä  la  olasse 
^oii  appelait  alors  ainsi  l'Acadeniie):  et,  apr^s  la  seaiice, 
,Vous  revteudrez  dhier  avec  moi,  Maintenant,  alloiis  dejeu- 
,nei'-"  IH,  je  ne  craiodrai  ^la»  de  placer  un  tableau  d'in- 
ärieur,  tpii  le  fei'a  \oir  tel  qu'il  eiait,  tel  qu'U  tat  toujours, 
laus  la  siaipUcite  de  sas  vapports  avec  les  jeunes  gcus  qui 
traient  le  boiihear  de  Tapproclier,  et  qui,  devenus  de»  iiom> 
nes,  sollt  rest^s  groupes  autour  de  lai  pendant  sa  longue 
iarriere,  comme  autaiit  d'enfauts  adoptifä  de  sa  petisee. 
Ü'etait  dans  ces  iiistants  de  loisir,  apres  son  travait  du  ma- 
io,  qu'il  aimait  le  plus  liabitHeliement  h  iious  vecevoir.  Le 
lejenner  etait  d'une  simplicite  pytliagorique:  du  lait,  du  cafe, 
las  fniits.  Oll  aervait  dans  l'appartemeDt  de  &!■"«  Laplace, 
aqaelle,  alors  jeune  et  belle,  nous  accueillait  tous  indistiuc- 
«ment,  avec  la  lioute  d'une  inere,  qui  aurait  pu  ätre  notre  soeur. 
iik,  on  pouvait  eauser  de  seien ee  avec  lui  pendant  des  lieu- 
es.  Sa  conversation  blenveillante  se  portait  tour  a  tnur, 
>ar  les  suJets  de  noü  etudes,  sur  le  progres  des  travaux 
iBB  nous  avions  ««iiimeiices,  sur  ceux  qu'il  desirait  uous 
ruiF  etitreprendre.  U  s'oecupait  aussi  des  paiticularites  qui 
wncernaient  notre  avenir;  s'ialormait  des  opportunites  qui 
^ouvaient  hdu.^  ^tie  favorables;  et  nous  y  servait  si  active- 
neat)  que  nous  u'avioiis  pas  besoin  d'y  songer  uous-m£mes. 
En  retour  de  tout  cela,  II  iie  nous  demandait  que  du  zeie, 
^es  eÖbrts,  et  ia  passion  du  travail.  Voilä  ce  que  nous 
rons  tous  vu  de  lui.  Mais  le  trait  que  je  vais  vous  racoo- 
ir,  vous  fera  mieux  connaitre  encore,  ce  qu'il  a  ete  pour  nous. 

Le  leodemaiii  du  jour  ou  je  lui  avais  presente  mou  me- 
'e,  je  me  rendis  de  bonne  neure  ä  l'Academie,  oü,  avec 
nemiission  du  president,  je  memis  ä  tracer,  sur  le  grand 
[ableau  noir,  les  figures  et  les  formules  que  je   voulals  ex- 

Boser.  Monge,  arrive  un  des  preuiiers,  m'aper^ut,  s'approcha 
e  moi,  et  me  parla  de  mon  travail.  Je  compris  que  M. 
Laplace  l'avait  prevenu.  A  l'Ecole  potytechnique,  j'avais  ete 
Bn  des  eleves  aiixquels  il  t^moignait  le  plus  d'afTection ;  et 
lesavais,  combien  le  succes  que  j'esperais  lui  icauserait  de 
^Slaisir.  On  est  lieureux  d'avoir  de  pareils  ma!tres!  Quand 
_il  parole  me  fut  accordee,  tous  les  geometi-es,  c'etait  alors 
ansage,  vinrent  s'a^eoir  aotour  du  tableau.  LegeneralBo* 
naperte.  recemment  revenu  d'Egypte,  assistait   ce  jour-lä  s 
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la  seanoe,  comme  membre  de  la  seotioii  de  mecaoiqn«.  JE 
vint  arec  les  autres;  soit  de  lui-iu^me,  ä  titre  de  mubilS 
ticien,  dont  itse  Aiisait  fort;  ou,  parce  aue  Mouge  Viaut^ 
l^ur  lu)  faire  les  boiineurs  d'uii  travail  issu  de  sa  eher« 
Ecole  polylechiiique;  ä  quoi  le  general  repoiidit:  ,,Je  recoo- 
„neis  bieii  cela  aux  figures"  Je  pensai  qu'il  etaii  biea  ba- 
bile  de  les  i-ecouiialtre,  puisqae,  bormis  M.  Laplaoei  per- 
Boniie  eucore  ne  les  avait  vues.  Mais,  preoccupe  conioe 
je  l'etais,  de  toute  aatre  chose  que  de  sa  gloire  aiilitairet  el 
du  soll  importaiice  politique,  sa  presence  iie  me  troubia  du 
le  iiiotns  du  moiide.  J'aurals  eu  bien  plus  peur  de  &L  Li- 
graiige,  sL  rappiobaliDu  auterieure  de  M.  Laplace  iie  m'a- 
vail  doniie  toute  securite.  J'exposai  douc  tr^s-librement,  et 
je  crois  aussi  tres-clairement,  la  oature,  le  bat,  tes  resultati 
de  mes  recitercbes,  Tout  le  ntoiide  me  felicita  sur  leur  ori- 
ginalite.  On  nie  donna  pour  vommissaires  les  ciloi/ens  Ls> 
place,  Boiiaparte,  et  Lacroix.  La  seance  Siiie,  j'accompag* 
iiai  M.  Laptace  rue  Cbristiiie ,  oü  il  demeur<iit  alcirs.  um* 
le  cbeiiiiii,  il  me  tematgna  son  coiiteiitemeiit  de  la  neUel^ 
avec  laquelle  j'avais  presente  mes  demonstrations ,  et  asul) 
de  ce  que,  suivant  so»  coiiseil,  je  iie  me  fusse  pas  hasarde 
au  delä.  Nous  arrivous.  Apres  que  j'cus  salue  madant 
Laplace:  „Veuez,  nie  dit  il,  uii  moment  dans  ition  cabiutt; 
,,j'ai  queique  chose  ä  vous  faire  Toir.'*  Je  le  suivis.  NoDI 
etant  assis,  et  moi  pi-et  ä  l'ecouter,  il  soi-t  urie  clef  de  1> 
poche,  ouvrc  niie  petite  armoire  placee  ä  droite  de  sa  ebt^ 
minee,  je  lavois  eneore,..;  puis  il  eutireun  cabier  de  papiec 
jaoni  par  les  aniiees,  ou  il  tne  moiitre  Ions  mes  problemeiflia 
problemes d'Eulcr,  traittis  et  resolus  par  cetle  metbode,  dunt  J« 
crnyais  m'£ti'c  le  premier  avise.  11  l'avait  trouvee  aussi  oe* 
puis  Inngtemps;  iiiais  il  s'etait  arr^te  devaiit  ce  meme  ob- 
stade  qu'il  in'avait  sigual&  Esperant  le  surinoDter  plus  tanli 
il  n'avait  rten  dit  de  tmit  cela  ä  personne,  pas  m€me  ä  moi, 
quand  j'^tais  venu  lui  apporter  son  propre  travail  coinoie 
une  nouveaute.  Je  ae  puis  peindre  ce  que  j'eprouvai  aloi'S. 
C'etait  uu  melange,  de  joie  ä  voir  que  je  m'etais  rencontr^ 
avec  lui;  peut-£tre  aussi  de  queique  regret  k  me  savoir  pre- 
venu;  mais  surtout,  d'une  profunde  et  iußnie  recoiinaissauce 
pour  un  trait  st  noble  et  si  toucliant.  Celte  decouverte,  U 
premiere  que  j'eusse  iaite,  etait  tout  pour  moi.  Elle  etiii 
Sans  doute  peu  poar  lui ,  qui  eu  avait  fait  tant  d'an- 
trcü.  et  de  si  cousiderables,  dans  toates  les  par* 
ties    des     mathematiques     abstraites,     comme    dans     leuit 

Slus  sublimes  applications.  Mais  l'abuegatiou  scientifiqQe  Ol 
iliicile  et  rare,  meme  eu  de  petites  choses.  Et  puis!  cetM 
däicatesse  8  ne  me  vouloir  decouvrir  ce  mystere  qu'apWA 
\e  rnicces,  le  succe»  ]iiib]ic.  auquel  il  m'avait  condnit  fKiiiuw 
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ar-msia,  iie  sc  sei'vant  de  ee  qn*)!  avait  vu  quo  pour 
etbnrnor  des  ecueils  oä  laoii  inuxpeneiice  allait  ni'eiiga- 
!  M'eiit-il  inoBtre  ce  papier  avaut  la  seaiice,  il  uem'etait 
>  poseibl«  de  presenler  moD  travail,  sncliaDt  qae  le  8ten 
Bistait  auparavant.  La  distance  de  lui  ä  inoi,  ne  ni'imruit 
ermis  que  le  sileiice.  Et  b*!!  avait  exige  que  je  protitasse 
n  secret  qu'il  avait  garde,  quel  embarras  n'aurais-je  pas  d& 
pronver,  qitand  j'aurais  lu  ce  memoire,  ayant  la  conscieuce 
<"i  je  n'etais  que  l'echo  d'un  autre  espritf  Mais  sa  reserve 
laissait  toute  la  force  que  son  approbatioii  m'avait 
IH^.  Faraltrairje  trop  pre&otnptueus ,  si  je  me  persuadc, 
iie  4ous  ces  raftinements  de  boiite,  ii'auraieiit  pas  pu  lui 
tre  suggeies  par  un  inter^t  seulement  abstrait,  et  scieittiti- 
Qe,  mais  qu'ils  ont  du  lui  €tre  inspires  aussi,  par  un  sen- 
ment  persomipl  d'affectioni  Au  resle,  en  recompense  de 
&  noble  conduite,  je  me  {igure  qii'il  devait  eprauver  uu  vif 
IMsir,  et  uiie  joui^saucc  Wen  pure,  h  m'eiitendre,  gräce  k 
,  Id^biter  en  pleine  assurance,  ä  la  satisfaction  de  mon 
BTaitt  auditoire,  ces  nnuveanx  caiculs  dnut  je  me  croyais 
[nventeur,  et  qu'il  aurait  pu  m'enlever  d'uii  seul  niot.  Au- 
ait-il  öle  aussi  genereux  pour  un  rival?  Aurait-il  m€me  ete 
lors,  toujours  juste?  C'est  ce  qne  je  n'ai  nullemeiit  ici  k 
xaminer.  II  fut  tout  cela  pour  mni  et  pnur  bien  d'autres', 
t  commen^aient  aussi  ieur  carriere.  Je  n'ai  rien  de  plus 
dire,  ni  ä  voir.  Son  iiiflueoce  sur  le  progres  des  scieii- 
es  pLysiques  et  mathematiques  a  et6  immei)se.  Depuis 
[nqnaiite  ans,  presque  tous  ceux  qui  les  ont  cultivees,  se 
t  instruits  daits  ses  ouvrages,  eclaires  par  ses  decouver- 
j  appayes  sur  ses  travaux.  Mais  nous,  aujourd'hui  en 
ifln  petit  nombre,  qui  l'avons  connu  intimement,  et  qui  avons 
I  nous  inspircr  de  son  esprit  et  de  ses  conseils,  ajoutons 
icore,  ä  ces  titres  gtorteux,  le  souvenir  de  raffabititö,  de 
i  bonte,  qu'il  nous  a  montrees.  Effor^ons-nous  de  rendre, 
ceax  qui  vont  nous  suivre,  ce  ce  qu'il  fit  pour  nous;  et 
niCons.  s'il  se  peut,  ä  Ieur  egard,  cette  noble  abnegation, 
ont  je  viens  de  vous  rapporter  un  si  bei  exemple.  Voilä 
lessieurs,  le  trait  que  j'ai  voulu  vous  raconter.  M.  Laplace 
l  ^te  votre  collegue  dans  cette  Academie.  Vous  connais- 
iez  son  grand  geiiie  dans  les  sciences;  vous  aviez  apprö- 
üi  l'elevation  de  son  talent  comme  ecrivain.  Je  viens  de 
rous  le  montrer  sous  un  aspect  nouveau,  avec  des  qualit^s 
eat-Scre  plus  rares.  En  rendnnt  cet  hommage  a  sa  me- 
tnoire  je  lui  desobeis.  Car  il  m'avait  impose  un  silence  ab- 
l|o1a  sur  ce  qu'il  avait  fait  pour  moi,  dans  cette  reocontre. 
Xe  rapport  academique,  auquel  il  prit  part,  n'en  porte  au- 
trace;  et   il   ne   me  permit  pas  d'y   faire  la  moindre 


»r 

ailHsion  qaand  je  finbliai  mon  travail^).  Mais  an  interralli 
d'un  (lemi'Siecle  amene  fatalement  la  prescnption  de  ton 
les  engagements  hamains;  et  je  suis  coitTaincu  qne  toiu 
m'absoudres  uuanimemeDt  d'avoir  nianque  aujonrd'hai  k  ot- 
luUlä,  pour  acquitter  la  seule  dette  qiie  le  temps  iie  <' 
pas  eteiodre,  celle  de  la  reconnaissance, 

BIOT. 


1)  Becueü  des  m^moirGi  pr^tent^i  ft  1b  ctems  de«  aciencvi  math^H- 
tiqnei  et  pbjsiquea  de  l'InBtitiU  national  par  diver*  aavBiita  ^traagm, 
t.  I,  p.  296,  daie  du  lt>  jir^teutHlioii ,  S  brumaire  an  vm.  Lc  rappni^ 
redijfc  pnr  M.  Lacruix,  au  nom  de  la  commiiaian ,  fut  lu  4  ta  claue  h 
21  du  mttme  moii,  Iroia  jours  apria  la  grandn  r^rolutiun  politique,  ^4 
avait  piirtä  la  g^ii^ral  Bonaparle  bu  coniulat.  II  vtnt  tnr.nn  k  ccM 
aämiRe.  et  j  aasUla  anaai  trnnqailleiDent  qne  h'ü  o'arail  paa  cn  d'taM 
affaire  en  t£[e.  L'orif^lnal  du  rnpport  eiiale  dana  lea  archivea  de  l'Aw 
d£mic,    aigni:   par   lui   et   par   lc«    dem    autrea   commiaaairea  LapIlH  il 
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iiTm. 


JLtterarteelier  VLerleht. 


Arithmetik« 

Georg  Freiherrn  von  Vega,  Vorlesungen  über  die 
Hatbematik.  Erster  Band.  Keehenkunst  und  Algebra. 
Siebente  Aufläse.  Nochmals  durchgesehen,  verbes- 
sert und  vermehrt  von  Wilhelm  Matzka,  Ö.  o.  Professor 
der  Mathematik  an  der  k.  k.  Universität  zu  Prag.  1850. 
8.  3Thlr. 

Es  ist  sehr  erfreulich ,  dfe  nachhaltige  Wirksamkeit  eines  schon 
vor  so  langer  Zeit«  wie  die  Vega'schen  Vorlesungen ,  erschiene- 
nen Werks  zu  sehen«  Wie  viele  Offiziere  des  k.  k.  Artillerie- 
Corps  mögen  wohl  schon  diesem  Werke  ihre  mathematische  Bil- 
dung verdanken!  Der  Herr  Herausgeber  verdient  gewiss  allen 
Danky  dass  er  sich  der  neuen  Bearbeitung  dieses  verdienstlichen  . 
Werkes  mit  so  viel  Umsicht  unterzogen  nat.  Die  meisten  Zu- 
sätze scheint  die  Lehre  von  den  Gleichungen  erhalten  zu  haben, 
und  namentlich  ist  es  sehr  verdienstlich,  dass  der  Herr  Heraus- 
geber das  Wichtigste  von  Fourier's  Vervollkommnung  der  New- 
ion'schen  Annäherungsmethode  an  die  irrationalen  Wurzeln  der 
Zahlengleichungen  ohne  Differenzialrechnung  und  ohne  geometrische 
Betrachtungen  dargestellt  bat.  Möge  das  Werk  in  seiner  neuen 
wirklich  vervollkommneten  Gestalt  noch  lauge  zur  Verbreitung 
gründlichen  mathematischen  Wissens  fortiiirken ! 

Element^rlehre  von  den  Logarithmen,  auf  einen 
neuen,  verständlicheren  und  umfassenderen  Begriff 
dieser  Hilfszahlen  gegründet,  blos  die  Kenntniss  der 
gewöhnlichsten  Zifferrechnungen  voraussetzend,  ohne 
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Algebra  gemvintaüslich  iier 
Matzka,  Proteseior  der  Mathei 
stimmt  zur  Verbreitung  dieser 
neitig  nützlichen  Lehre  im 
Rechner,  in  Untersymnasiei 
lt»rf>er6chulen.    Prag.  18S0.  S. 

Ks  iel  eeirisG  immer,  iiamentlivh  aber  in  jetziger  Zeil,  tiüchsj 
verdiensttith,  die  Ergebnisse  nnd  Hüin^miltel  der  strengen  and 
hüberen  WiMsenschait  einem  grßssereTi  Kreise  von  GebildetM 
EUgSnglii'h  zu  macben,  iiberbaupt  in  das  Leben  einznföhren.  W<t 
grosne  Vi>rtbeile  und  Erleichterungen  die  Lugarilhiuen  bei  dn 
Ansfüliruiig  der  verschiedenartigsten  Rechnungen  darbieten,  «eif« 
jeder  MalRematiker:  wer  aber  einen  ßlick  in 'das  praktische  I* 
l)en  gethan  hat,  weiss  auch,  dass  die«e  Lehre  bei  Weitem  nuA 
nicht  allgemein  genug  verbreitet  ist.  rtaas  die  von  ihr  dai^hol*' 
nen  Vorflieile,  ausser  von  den  eigentlichen  Mathematikern,  noa 
lange  nicht  allgemein  genug  anerkannt  sind  und  henutzt  werdw 
|}ie  Lehre  von  den  Lngarithoien  müaiichat  allgemein  io  da»  pm* 
tische  Leben  Mnzarfibren,  ist  der  Hauptzweck  der  vOTlregeiiÄl»" 
Schrift.  Sogenannte  praktische  Anleitungen  »ur  Logarithnw 
rechnung  giebt  es  schon  genug,  mit  denen  aber  dif  voHiegaÄ 
Schrift  temeswegs  in  eine  Kalegorie  gestellt  werden  cIiltT,  M 
dem  dem  Herrn  Vr.  vielmehr  daran  lag,  neben  einer  n^Mflf 
praktischen  Anleitung  zur  Ansführung  der  Detreffenden  Rechnung'^^ 
namentlich  auch  durch  eine  einfache  vüllig  natnrßeniSxse  DarstWl 
lung  der  Theorie  der  Logarithmen  ein  »irklicbes  inneres  VersWlJI 
niss  derselben  herbeizurahren ,  wobei  er  von  dem  gewiss  v3«M 
richtigen  GeNii;htNpunkte  ausging,  duss  nur  erst  «liirch  ein  sot 
ches  inneres  Verstandniss  der  Theorie  der  wahren  Praxis  der  Weg 
gebahnt  werde.  Wir  wurden  es  uns  nicht  versagen,  mehr  üb« 
dieses  gewiss  recht  sehr  verdienstliche  Schrifteben  au  sagen, 
wenn  wir  uns  nicht  in  der  glücklichen  Lage  hel^nden,  die  Leser 
des  Archivs  auf  eine  in  dem  vorliegenden  Hefte  dieser  Zeitschrift, 
welchem  diese  Nummer  des  literarischen  Berichts  zur  BegleituM 
dient,  abgeil  ruclite  streng  wissenschaftliche  Abhandlung  Nr.  111. 
desselben  Herrn  VTs.  Ober  die  Logarithmen  verweisen  t.u  kSnnoi. 
Was  in  dieser  vorzüglichen  Abhandlung  streng  wissenschaftlich 
entwickelt  worden  ist,  bildet  in  mehr  allgemein  veratändlicbei 
Darstellung  wenigstens  zum  Theil  auch  den  Inhalt  der  voriiecea- 
den  Schrit!,  und  namentlich  Ut  es  die  im  Archiv.  Tbk  XVi  HeA 
II.  S.  150.  gegebene  Belinilian  der  Ln^arithnten,  von  weleber-te 
Herr  Vf.  auch  in  der  vnrliegeii(ten  Si-brift  seinen  Aii«lanf  länafa' 
Wir  sind  der  Meinung,  daas  diese  t>*liiiltioti  in  vorlieg  endet 'Schrill 
sehr  geschickt  zu  einer  mügtichst  allgemein  verständliche«  Eil- 
wickelung der  Theorie  der  Logarithmen  benutzt  worden  ist,  nnd 
was  die  mehr  praktische  von  vollsländiger  Sachkenntniss  dentlldi 
zeugende^  Anleitung  zur  Log  ari  th  m  en  rech  nun  g  betrifft,  so  wird 
'"emaud  über  irgend  einen  dabei  in  Frage  kommend« 
vergeblich  Belehrung  suchen.  Wir  empfehlen  daher 
diese  Schrift  allen  denen,  welclien  es  daran  liegt,  sich  eine  gehört 
theoretisch  begründete  Kennlniss  der  Lehre  von  den  Logarithinen 
zunächst  Behufm  praktischer  Zwecke  zu  verschaffen,  ohne  andere 
tnatbema tische    Kenntnisse    als    die  Kenntnis«    der  gewtihnlicben 
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Rechenkunst  zu  besitzen,  besonder^i  aber  auch  allen  Lehrern  an 
den  aaf  dem  Titel  genannten  Lehranstalten,  aus  vollkoninienster 
Uelierzeugung  zn  sorgfälltigster  Beachtung. 


Trigonometrie. 

• 

Cömpendium  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie. Von  F.  Schaub,  Adjunet  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Wl^n.    Mit  einer  Figurentafel.    Wien.  1849.  8. 

Eine  kurze »  recht  deutliche  Darstellung  der  beiden  Trigono- 
metrieen.  Die  meisten  Aufgaben  sind  zweckmässig  durch  nume- 
rische Beispiele  erläutert,  was  Anerkennung  verdient^  da  jeden 
Lehrer  gewiss  die  Erfahrung  seiehrt  hat,  dass  Anfänger,  wenn 
sie  aiQcn  die  theoretiscfaeb  Lenren  der  Trigonometrie  und  auch 
die  |jehre  von  den  Logarithmen  gut  im  Kopfe  haben,  doch  schon 
dadurch  keineswegs  betahigt  sind,  eine  trigonometrische  Rechnung 
zweckmässig  und  mit  einer  gewissen  Eleganz  zu  ftihren.  Für 
solche*  die  praktische  Anwendungen  der  Trigonometrie  zu  machen 
beabsichtigen 9  wird  namentlich  auch  der  vierte  Abschnitt:  Re- 
lationen zwischen  kleinen  Aenderungen  der  Bästim- 
muoesstficke  eines  Dreiecks >  lehrreich  sein.  Von  diesen 
Relationen  wird  zum  Schluss  auch  eine  Anwendung  auf  die  Feh- 
1^  bei  der  Bestimmung  des  Stundenwinkels  aus  Polhuhe ,  Polar- 
distanz.und  JSenithdistanz  eines  Gestirns  gemacht. 


Cl^eodäsie» 


Handbuch  der  niedern  Geodäsie  nebst  einem  An- 
bange über  die  Elemente  der  Markscheidekunst.  Zum 
Gebrauche  für  technische  Lehranstalten,  so  wie  für 
das  Selbststudium  bearbeitet  von  Friedrich  Hartner, 
Professor  der  hühecn  Mathematik  und  praktischen 
Geometrie  am  «iteierm.  stand.  Joanneum  zu  Gratz. 
Wien.  1850.  8. 

"Wenn  uns  auch  von  diesem  neuen  Handbuche  der  niedern 
6eod!ksie  bis  jetzt  nur  die  erste  Lieferung  vorliegt,  so  haben  wir 
uns  doch  schon  aus  dieser  Lieferung  von  dem  gediegenen  Inhalte  des- 
selben überzeugt.  Die  Darstellung  ist  im  höchsten  &ade  deutlich  und 
leicht  verständlich,  die  gegebene  Anleitung  überall  eine  wahrhaft 
praktische,  und  stets  ist  auf  die  neueren  Erfindungen  und  die 
mehrfachen    neueren  Verbesserungen    der  gebräuchlichen  Instru- 


menlo  ^eliUbrcnd  Riicksiclit  gciionuiicti.  Betioiiders  hat  uns  dfl| 
schon  in  dieser  ersten  Lieferuiis  deutlich  hervui  treten  de  systend» 
tische,  sehr  sorgfältig  von  dem  Einfiichereii  xam  Zusammengesetz- 
teren fortscbreitcndc  tiang  in  der  Boschreibung  und  iteurlEeitung 
der  Instrumente  angcsiirocben ,  und  auch  die  nothtrendigsteo  op- 
tischen Htiiralchren  fehlen,  wie  billig,  nicht.  Auch  nicht  setr 
allgemein  gebrliuch liehe  Instrumente,  wie  z.  B.  die  vertichiedeDa, 
bis  jetzt  bekannten  Uistanzmesser,  sind  deutlich  beschrieben  iib4 
ihrem  prukttschen  Werthe  nach  richtig  getvärdigt.  Die  aus  da 
Teubners'chen  Officio  in  Leipzig  hervorgegangene  äussere  Ansatat 
tung  ist  in  jeder  Beziehung  vortrefflich.  Wenn  iwir  nun  mA 
späterbin,  wcna  erst  die  sämmtlichen  Lieferungen  erschienen  sind, 
noch  weiter  auf  dicfies  Buch  zurückkommen  werden,  so  haben  yA, 
es  docb  liif  unsere  Pflicht  gehalten,  dasselbe  schon  jetzt  alhj 
Geometeru  und  allen  Lehrern  an  den  Unterrichtsanstatten,  wo  Afl 
Geodäsie  einen  besondern  Theil  des  Unterrichts  aunnaelil,  Mr 
Beachtung  zu  empfehlen. 

Knrzgefasstes  Lehrbuch  der  GeodSsie  oder  T»r| 
messungskunde  von  Heinrich  Westberg,  Lehrer  iB 
der  Kreisschulc  zu  Mitau.  Mit  14  Figuieufarelb.  Mltii 
1850.  8.  15  Ngr.  , 

Dieses  kleine  Buch  enthält  eine  deutliche  Anleltune  zu 
einfachsten  Arbeiten  der  Feldmesskunst  und  des  Nivelltrens. 
werden  darin  nur  die  gewöhnlichen  geometrischen  Elementarkei 
niese  vorausgesetzt,  tngonometrische  Rechnungen  nicht  zu  HM 
genommen,  also  Alles,  selbst  auch  die  Resultate  der  Hühenmtf 
sangen,  nur  auf  geometrische  Constructionen  mit  Lineal,  Zirkd 
und  verjüngtem  Maassstabe  zurückgcliihrt.  Von  Instrumentensi  nd 
beschrieben  und  zu  gebrauchen  gelehrt  der  Messtiscb  nebst  Zu- 
behur,  das  balbkreisitirmige  Astrolabium  und  die  Boussole.  Be- 
sonders als  Grundlage  für  den  Unterricht  in  der  Feldmesskanet 
auf  landwirthschaftlicben  Lehranstalten  scheint  dieses  Büchle'm 
wohl  geeignet  zu  sein.  Nur  hätten  wir  gewünscht,  dass  bei  den 
Nivellircn  ausser  der  gewübnlicheo  Kaiialwage  doch  auch  ein  Ni- 
vellirinstrumcnt  mit  Fernrohr  beschrieben  und  zu  berichtigen  and 
zn  gebrauchen  gelehrt  worden  wäre,  weil  man  namentlich  bei  den 
für  die  Landwirthschalt  jetzt  so  höchst  wichtigen  Bau  der  Rie- 
selwiesen doch  mit  jenem  sehr  mangelhaften  Instrnmente  nicbt 
ganz  ausreichen  möchte,  und  in  der  That  auch  hei  den  genaueren 
Arbeiten  dieser  Art  jetzt  meistens  schon  der  Nivellirinstnnnente 
mit  Fernrilhrcn  fast  allgemein  sich  bedient,  denen  man  en  diesen 
Zwecke  übrigens  eine  möglichst  einfache  und  der  zu  erreichen 
bsabsich  (igten  Genauigkeit  entsprechende  Einrichtung  giebt. 
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Mecltanlk. 


Die  Theorie  der  bifilareo  iAufhängans  von  Franz 
ietsely  Lehrer  der  Mathematik.  Einladungdschrift 
ir  SffeBtlichen  Prfifung  der  Kunigl.  Gewerbschnle 
id  Baugewerksehuie  zu  Zittau  am  21.  und  22.  März 
(60.    Zittau  1850.  8. 

Der  Herr  Vt  hat  in  diesem  Programm  die  Theorie  der  8o- 
«annteb  bifilaren  AufhSngung  im  Allgemeinen,  ohne  Rücksicht 
if  eine  besondere  Anwendung  vollstän^g  entwickelt,  und  wir 
Cissen  sagen»  dass  wir  diese  allen,  weiche  von  der  hifilaren  Auf- 
Insung  Anwendungen  zu  machen  beabsichtigen,  sehr  zu  empfeh- 
nde  Schrift  mit  grossem  Interesse  gelesen  haben.  Die  VoU- 
Sndigkeit  der  Behandlung  wird  man  aus  der  folgenden  kurzen 
ihaltaangabe  von  seihst  ersehen:  Einleitung.  Die  bifilare  Auf- 
Ingung.  Bestimmung  der  Gleichgewichtslage.  Bestimmung  des 
rehungsmoments  und  der  Schwineungsdauer  der  bifilaren  Auf- 
Ingung.  Correction  1,  wenn  die  Fäden  unsieiche  Spannung  ha- 
rn. Correction  II,  wenn  die  Fäden  ungleich  laue  sind,  Gorrec- 
m  m,  die  Berficksichtigung  der  El^ticität  der  Fäden  oder 
rllhle.  Correction  IV,  Berücksichtigung  des  Luftwiderstandes, 
estimmung  der  Schwingungsdauer,  wenn  die  Schwiugungsbogen 
nen  ieadnchen  Werth  haben.  Bestimmung  des  Trägbeitsmo- 
ekites  nicht  homogener  Körper  mit  Hilfe  der  bifilaren  Aufhän* 
ine.  Besonders  meser  letzte  Abschnitt,  aber  auch  noch  vieles 
ncfore  in  dieser  verdienstlichen  Schrift,  bt  auch  im  Allgemeinen 
r  die  Statik  und  Mechanik  von  Interesse. 


Optik. 

Als  Beili^e  ist  der  Mr.  719.  der  Astronomischen  Nachrichten 
u  Auszug  aus  einer  in  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Dan- 
g  am  12.  Juni  1850  gelesenen  interessanten  Abhandlung  des  Herrn 
rofessor  Anger  zu  Danzig  beigegeben  worden,  welche  den  Titel 
hrt:  ,>Zur  Theorie  der  Perspective  für  krummeBild- 
ächen  mit  besonderer  Berücksichtigung  einer  ge- 
auen  Construction  der  Panoramen.  Wir  halten  es  fSr 
(isere  Pflicht,  die  Leser  des  Archivs  auf  diese  einfache  und  ge- 
rne Construction  der  Panoramen  aufmerksam  zu  machen,  und 
>hen  dem  Erseheinen  der  vollständigen  Abhandlung  init  Verlan- 
m  entgegen. 


1.  B  t  r  o  D  o  m  i  e. 


•  Storia  Celeste  de)  K.  Oaser  vatorio  di  Potcriim  dil 
I7»9  at  181'%  Parte  secoiida  1^03-1^)3-  Toitio  »Mar« 
IH07-I81O.  Vienna.  1S4U.  4.  Aach  unter  lUm  Tilel: 
Annaleit  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  den  Be- 
fehle Seiner  k.  k.  Majestät  aufüf rentliche  Kosten  hei' 
ausgeben  van  C.  L.  von  Littrow,  Director  der  Slera- 
«parte  und  o.  ü.  Prufessor  der  Astronomie  an  der  k.  k. 
GoiTersttät  zu  Wien  u.  h.  w.  und  F.  Schaub,  Adjund 
der  Sterntvarte.  31.  Theil  Neuer  Folge  Ilr  ßan^ 
Enthaltend  Piazzi's  B  eobachtnageu  in  den  JakcetJ 
1807  Itie  1810.  Wien  1849.  4.  (M.  vergl.  Lilterar.  Ber.  ""' 
XLIX.  S.  885.) 

Der  Zweck  dieses  hHdist  verdienstlichen  Werks  ist 
«em  Anzeigen  tlet  früheren  Bände  in  diesen  literarisebeii  Bei 
ten  l>ekannt-  Wir  können  daher  nur  auch  jetzt  wieder 
Freude  darüber  ausdrücken,  dans  dasselbe  seiner  Beendigung  oäf 
so  schnellen  Schlitten  entgegen  eilet,  da  ja  jetzt  nur  nach  '  * 
Jahrgänge  der  Piazzi'echen  Beobachtungen  Eun'ick  sind,  udit 
sehen  den  Herren  Herausgebern  von  Herzen  Glück  zu  diesen 
gezeichneten  Erfolgen.  Ün  mit  dem  vorliegenden  Bande  zogli 
auch  der  gleich  nacbbet  angezeigte  33s[e  Theil  der  Aanalen  4it 
k.  k.  Slerntrartfl  in  Wien  erschienen  ist,  so  werden  die  Piazzi'sclm 
Beobachtungen  wahrscheinlich  mil  dem  9ten  Theile  (Theil  33 
der  Annale»)  geschlossen  werden. 

Annalen  der  k.  k.  Strernwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Refehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  C.L.  von  Littrow,  Director  d  er  SteTn- 
warte  etc.  etc.  und  F.  Schaub,  Ad  j  iinct  der  S  tern  warte 
33ster  Theil.     IN  euer  Fol  gc  13ter  Band.     Wien.  1S49.4. 

Der  Inhalt  dieses  Theils  der  Annalen  ist  nicht  bloss  astro- 
□omisch,  sondern  von  mehrfachem  allgemeinen  Interesse,  wie  die 
folgende  Angabe  desselben  von  selbst  zeigen  wird. 

Heft  1.  und  III.  Trigonometrische  Vermessungen  im  Kir- 
chenstaate und  in  Toscana,  ausgeführt  von  dem  Ingenieur  Johann 
Marieni,  unter  derDirection  des  k.  k.  militärisch  -  geographischen 
Institutes  in  den  Jahren  I84I,  1^2  und  1843.  —  In  einem  Vor- 
worte zu  diesen  Heften  sind  nach  einigen  historischen  Bemerkun- 
gen über  die  früheren  in  Italien  ausgeführten  Messungen  von  Bo&- 
covich  und  Maire,  Moynct,  Oriani,  Reggio ,  Cesaris,  von  Zacb, 
Inghirarai ,  und  dem  neanoKlanischen  General  Visrontt,  die  Instru- 
mente angegeben ,  welcher  eich  Herr  Marieni  bei  seinen  Messun- 
gen bediente,  und  die  Formeln  zusammengestellt,  nach  denen  die 
Berechnung  der  Breiten,  Längen  und  Aztniuthe  und  der  Hühen 
über  der  flleere»jfläche  gefflhrt  wurde.  Die  Messung  ward  auf  die 
im  Jahre  1788  von  den  Hailänder  Astromen  Oriani,  Reggio 
und  Cesaris  auf  der  Ebene  von  Gallarate  und  Snma  ISnes 
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des  TiciDO  geoie8f«ene  Basis  gegründet,  diese  Basis  dabei  n^h 
Cariini's  Angabe  zu  9990,  245:  Metres  angenommen,   und  Yer- 
mittelst  des  additiven  Logarithmen  9,7220213,  der  im  k.  k.  mili- 
tärisch-geographischen  Institute   zur   Verwandlung  der  Meter   in 
Klaftern  georaucht  wird,  in  Wiener  Klaftern  verwandelt.     Die  an 
den  gemessenen  Winkeln  anzubringenden  Correctionen  waren  im- 
sehr  klein.    Ein  schönes  und  Tür  Jeden,  der  solche  Messun- 
n  aosznfiihren  beabsichtigt,  sehr  instructives  „U  eher  sich  ts- 
kelett  trigononietrincher  Vermessungen    in  Italien'^ 
Ist  beigegeben.    Astronomische  Ortsbestimmungen  von  Bologna, 
Tloreuz,  Neapel,  Padua,  Pisa,  Rimini,  Ri{)atransone, 
8.   Salvatore,  Venedig,    und  lehrreiche  Versleichungen  der- 
selben mit  den  auf  trigonomefiriscbem  Wege  erhaltenen,    ferner 
die  LSngen  verschiedener  Meridianbugenj  Herben  Gber  der  Mee- 
resfläche u.  s.  w,  sind  gleichfalls  beigefiigt  und  ein  Relations- 
Anszug  des  Ingenieurs  Marleni  üfber    die   trigonome- 
trischen Arbeiten,  die  von  demselben    in  den  Jahren 
1841,  1842  und  1843  im  Kirchenstaate  und  inToscana 
ausgeführt  worden    sind,    bildet  den  Scbluss  der  in  vielen 
Bsztäungen  wichtigen  und  interessanten  Arbeit. 

Heft  IL  Resultate  fünfzehnjähriger  an  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Wien  angestellter  Hygrometer -Beobachtungen,  zusammenge- 
stellt von  Dr.  C.  lelinek. 

Heft  III.  Cometen  •  Beobachtungen  an  der  Wiener  Stern- 
warte, rediicirt  von  Dr.  C.  lelinek  und  C.  Hornstein. 

Wir  würden  namentlich  «über  die  letztere  sehr  verdienstliche 
Arbeit  hier  mehr  sagen,  wenn  dieselbe  nicht  schon  besonders 
in  dem  Literar.  Ber»  Nr.  LIIl.  S,  739.  von  uns  angezeigt  worden 
wäre,  worauf  wir  daher  uns  zu  verweisen  erlauben. 

In  dem  Augenblicke,  wo  wir  diese  Anzeige  schliessen,  geht 
uns  die  höchst  erfreuliche  Nachricht  zu,  dass  in  Wien  zu  dem 
Bau  einer  neuen  Sternwarte  geschritten  werden  soll.  Wenn  der 
Osterreichische  Staat  neben  so  vielen  andern  grossen  wissenschaft- 
lichen Unternehmungen,  auf  die  schon  früher  in  diesen  Literari 
sehen  Berichten  öfters  gebührend  hingewiesen  worden  ist,  in  einer 
so  bewegten  Zeit,  wie  die  unsrige  ist,  auch  noch  zu  dem  Bau 
einer  grossaitigen,  allen  jetzigen  Anforderungen  der  Wissenschaft 
entsprechenden  Sternwarte  schreitet:  so  muss  derselbe  in  der 
That  grosse  innere  Kräfte  besitzen,  und  einen  Eifer  haben,  die 
Wissenschaft  zu  einem  grossartigen  neuen  Aufschwünge  zu  brin- 
gen, der  namentlich  in  der  jetzigen  Zeit  mit  Recht  in  Erstau- 
nen setzt,  und  die  wärmste  Anerkennung  aller  wahren  Verehrer 
der  Wissenschaften  lebhaft  in  Anspruch  nimmt. 

Tellurium  und  Lunarium,  construirt  von  Gustav 
Grimm,  zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung  von 
Hermann  Kanitz  in  Gera. 

Dieses  nur  18  Rtlr.  kostende,  sauber  gearbeitete  Tellurium 
und  Luniirium  scheint,  so  viel  sich  für  jetzt  nach  dem  uns  vor- 
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Anra&ftBgrllnde   det  Physik   fSr 
den  ulicrn  KIsHitvD  der  V 


,  Gyn 


Iflii  Unterricht  In 
nnd  Kealgchnlen, 
_  fflo  üum  Selbstunterricht,  vor  Karl  Koppe,  Profea- 
■  or  und  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Soest  Mit  19S 
in  den  Text  eingedruckten  Holzscb  nillen  und  einel 
Karte.  Ztveito  vermehrte  und  verbesserte  Auflag» 
Eaaen.  1850.». 

Die  1847  und  1848  erschienene  erste  Auflage  dieses  6ud)l 
it>t  im  Literar.  Bcr.  Nr.  XL.  S.  579.  und  Nr.  XLIV.  S.  627.  rM 
Ulla  angezeigt  norden.  Wir  freuen  uns,  unsere  damalige  Cm- 
pfflhlnnKt  welche  nir  jetzt  wiederholen,  durch  das  baldige  liraehri- 
nen  dieser  neuen  Auflage  bestätigt  zu  sehen,  welche  mit  R«<^ 
den  Namen  eiacr  verbesserten  und  vermehrten  verdient.  RSct 
aichtlich  der  Süsseren  Einrichtung  unterscheidet  sieb  diese  neu 
Auflage  von  der  älteren  nur  dadurch,  dass  die  zwei  Tfaeile  diesS 
letzteren  jetzt  in  einem  Theite  vereinigt  worden  sind,  was  dea 
Herrn  Vf.  doch  zweckmässig  geschienen  haben  muss.  Mücc  du 
Ituch  nuch  in  seiner  neuen  Gestalt  fortfahren,  dem  so  tvicntigen 
Studium  der  Physik  in  einem  möglichst  grossen  Kreise  immer 
mehr  Liebhaber  zu  gewinnen ! 
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Cilterarteclter   IBerteht. 


Arltltmetlk^ 

Gesetze  in  den  h5heren  Zahlengleichangen  mit 
effler  oder  mehrerenUnbcikaAnten.  »VonSimon  Spitzer. 
Hit  einem  Vorworte  von  Dr.  Leopold  Carl  Schulz  von 
StrasBnitzki,  Prof.  der  Math,  am  k.  k.  polytechnischen 
Institute  in  Wien.    Wieft.  1849.  i^. 

Diese  Abhandlung  des  Bferrn  Simon  S  p  i  t  z  e  r »  welcher  schon 
früher  eine  im  Literar.  Ber.  Nr.  LH.  S.  717.  angezeigte  sehr  ver- 
dienstliche Arbeit  über  die  Gfeichunsen  lieferte^    hat  im   Allge- 
meinen den  Zweck»    die  bekannten  Ideen  von  Gauss  über  die 
hiiaginSren  Grössen  In  der  Theorie  der  Gleichungen,  namentlich 
bei  deren   Aoflnsung,    zur  Anwendung    und  Geltung  zu  bringen. 
Herr  Prof.  Df.  Schulz  von  Strassnitzki   hat  die  vorliegende 
neae  Abhandlung  mit  einem  Vorworte  begleitet,  welches  wir  in 
Vielen  Beziehungen    für   so   lehrreich  halten,    dass  i^nr  uns  nicht 
tersagen  kunnen,  dasselbe  unsern  Lesern,  so  weit  es  ohne  Figu- 
ren verständlich  ist,  im  Folgenden  ganz  mitzutheilen ,  weil  es  zu- 
gleich den  sichersten  Maassstab  för  die  sehr  verdienstlichen  Lei- 
stdngen  des  Herrn  Simon  Spitzer  abgiebt.    Herr  Professor  Dr. 
Schulz  von  Strassnitzki  spricht  sich  nämlich  in  diesem  Vor- 
worte folgendermassen  aus: 

„Gauss  hat  die  reelle  und  anschauliche  Bedeutung  der  ima- 
ginären Ausdrücke,  und  ihre  Zulässigkeit  in  der  Rechnung 
tx  den  Gottinser  Anzeigen  Stück  '  64  vom  Jahre  1831 
^ctchgewiesen ;  allein  dieser  grossartige  Gedanke  Gausses  spielte 
ri  der  Wissenschaft  bloss  äie  Rolle  eines  geistreichen  Einfalls, 
»hne  dass  von  ihm  weiter  greifende  Anwendungen,  namentlich  in 

^mnd.  XV.  ^^ 


iler  Genmetrie  geroacht  wurden.  Der  von  ihm  vorgeschlagene 
Namen  laterale  (seitliche}  GrSsse  statt  des  iiiipasHeDde»  imaginäri? 
ist  noch  wenig  durchgedrungen. 

f^n  nie  Deecartes  die  negativen  Warzein  einer  Gleichimg, 
von  ihm  nucb  falsche  Wurzeln  genannt,  zuerst  geometriech  er- 
läutert, und  dadurch  einer  umfassend  eru  Get^taltung  der  Geometrie 
den  Weg  gebahnt,  so  »ind  Mir  auch  der  Meinung,  das«  die 
Gauss'sche  Anschauungsweise  der  sogenannten  imaginären  Grü»- 
aen  durch  das  Gesammtgehiet  der  Mathematik  durchgeführt,  nicht 
nur  lichtvolle  Klarheit  in  die  bisherigen  Kenntnisse  Dringen  mti, 
sondern  sehen  auch  umfassenderen  Enveiterungen  der  Wissen- 
scbaft  entgegen.  In  dem  Voriyorta  zq  Hrn.  Spitzer's  MetbtMle, 
die  imaginären  Wurzeln  einer  nnmerisehen  Gfeichung  zu  finden, 
habe  ich  gezeigt,  wie  man  imagin&re  Werthe  angeben  kann,  dl« 
in  eine  GFeichnng  mit  durchgSDgig  TCellen  (^oefGcienten  fiDbalitiiirt, 
reelle  Resultate  geben.  Auf  diesen  Gedanken  fussend,  bat« 
Herr  Spitzer  unternommen,  die  geometrische  Bedeutung  diem 
reellen  Resultate  zu  ermitteln ,  und  so  gelang  ihm  die  ^eoinetii- 
Bche  Constructiou  der  imaginären  Wurzeln  einer  numerischen  Gl»- 
chung;  wodurch  sich  neuerdings  mit  voller  Evidenz  ergibt,  dau  dtt 
lateralen  (seitlichen)  Grössen  —  bisher  imaginär  genannt  —  nieU 
leere  Zeichenformen  sind,  sondern  dass  si«  in  die  Wissenschaft 
vollkommen  eingebürgert  zu  werden  verdienen. 

Descartes  nimmt  zur  geometrischen  Oentnng  einer  algebrai- 
Geben  Function  /'(a^),  die  Werthe  der  anbekanhten  x  als  Abscii- 
sen,  und  die  daraus  sich  ergebenden  Resultate  der  SubsfitutioB 
als  Ordinaten  an,  wodurch  das  geometrische  Bild  der  fuDclion 
f(.x)  eine  ebene  Krumme  wird,  und  die  Punkte,  wo  die  Abscissen- 
ase  diese  Krumme  schneidet,  die  positiveii  und  negativen  Wnr- 
ze'n  der  Gleichung  f{x)=S)  geben,  weil  in  diesen  Punkten  g=f{x) 
gleich  Null  wird.  —  Spitzer  nimmt  zur  geometrischen  Veran- 
schaulichung der  Function  f{x-\-yV — I)  als  CoustructLonsfeld  die 
Ebene  der  xy  und  zwar  so,  dass  die  x  auf  die  Achse  der  x  und 
senkrecht  darauf  die  Werthe  der  y  veriEeichnet  werden,  ganz  im 
ISinne  Gauss 's;  die  reellen  ResuUate,  falls  sich  solche  ergeben, 
werden  in  der  Richtung  der  j  angebrachl.  Das  geometrische  Bild, 
welches  dadurch  entsicht,  gibt  nicht  nur  die  ebene  Curve  dw 
Descartes,  namlicK  fifr  die  Werthe,  wo  y=0  ist,  sondern  aacli 
mehrere  damit  verbundene  krumme  Liirien  .vtm  domielter  Krüm- 
mung, und  durch  den  Platz,  iv»  diese  Krummen  die  Ebene  der  xy 
schneiden ,  erballen  die  imaginären  Wurzeln  ihre  geometrische  h)- 
terpretation.  Es  äei  u  eine  Function  von  ;c  mit  reellen  CoeflicleD- 
ten,  setzen  wir  statt  x,  x-\-yy — 1,  so  dass: 

.=/-(:.+j,v=i),      :'.,_.,";,"  i„„ 

so  hat  man;  '  '^   ;.t*^',i,'. 
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Da  wir  nur  die  reellen  Werthe  von  u  in  Betrachtans  ziehen 
wollen^  und  selbe  z  qennen,  so  haben  wir  folgende  Bedingungs- 
gleichungen: 

2=/^(a:)-ya/-2^  +  ^*.^^-  u.  s.  w., 

»lA(^)-»».^+»*.^  -  a.  «.  ^-i  =0. 

Eine  Auflösung  liegt  auf  der  Hand,  nämlich 

z=f{x),  y=0; 

das  ist  nun  die  ebene  Curve  nach  der  Verzeichnung  Descartes, 
welche  die  positiven' nnd  negativiep  Wurzeln  dural  ihre  Durch- 
schnitte mit  der  Achse  der  x  darbietet.  Das  System  der  andern 
Curven  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen : 

fx (*) -»«.^r  +»*-^ -  «•  8.  w.  =0; 

die  Wir  kurz  durch 

■  I  ■.  .    ■  ■■••.'• 

«=V(^»  y);  Hf{x,  y)=0 

darstellen  wollen,  wobei,  wie  man  läeht  sieht,  dertMchste  Expo- 
nent von  y  in  i/;(^,  ^)=:0  stets  gerade,  und  um  zwei  oder  wenig- 
ßfensAW  ejnen.  Grad  /lifclerer.  \^,  j|ls  der  fcOcbste  IgbipoDent  von 
X  In  det  ßleichung  /(ar)==:0. 

"  Wenti  wir  nun  nach  einander  di^  jt'  In  der  Gleicht^  i^(d?,y)=:0 
verschiedene  willkährliche '  Vf€tiM  kebeü^  dbd  den  Siesef  Glei- 
chung entsprechenden  Werth  von  y  bestimmen,  und  diese  Werthe 
▼on  X  und  v  io .  die  Gleichung  zip,tp{x9  y)  substituiren ;  so  hat 
man  einen  Funl^'  dieseis  Curvensystems.  Es  sei  so  m  ein  will- 
kQhrlicher  Werth  von  or,  und  die  Gleichung  if/(m,  y)=0  gebe  für 
y  die  Werthe  a,  6,  c,  <2,  . ..  so  erhält  man  für  i  die  Werthe 

q>{m,  a);  ^>{my  6);  ^(wi,  <^';  g)(ni,  «Q; ; 


feben  wir  nun  dem  x  einen  von  m  sehr  wenig  verschiedenen 
Verth  mfy  so  werden  die  Werthe  von  y  aus  der  Gleichung 
if;(m^  y)=^0  vpn  d®o  Werthen  n,  6,  c,  d,.  .  .  .  nur  wenig  ver- 
schieden sein.  Es  seien  dieselben  a\  6',  &^  d\  ,  ,  .  und  daher 
die  resultirenden  Werthe  vo^  z: 

9(m',  a');  y(m',  60j  !gp(m',  c*);  .  .  .  . 


let  eben  so  m"  von  m'  nur  sühr  wenig  verschieden,  so  (verdeti  ilie 
Wurzeln  der  Gleicbune  ^(m",  y)=0,  d.  i.  a",  A",  c",  (£",...  mo 
a',  b',  c',  d', ....  ebenfalls  nur  vreai^  »ich  uutersGbeidcn ,  wHtia 
uns  für  I  die  Resultate 

Vim».  a'');^(m".  6");  v(»i",  c«);  .  ,   .  . 

geben. 

m',  m",  folglich  uuch 

"...-b,6'.  b",...c,  c-,  c" 

an  eiuander  liegen,  uro  so  mehr  bilden 

fim,  a),  9(m',  a"),  ?('«"■  n"),  -  -  . 

eine  etätige  Reihe  von  Punkten  einer  Curve,  eben  so 

<f{m,  b),    9(m',  6').    ti«^"'  6").  -  ■  ■ 

und  ebenso 

<p{m,  c),    tp{m\  d),    9)(m",  c"),.  .  .  . 


r  nun  m 
a,  a'. 


Diese  Curven  im  Allgemeinen   von  doppelter  Krünunung  wol- 
len mr   conjugirte  Curven  nennen. 

,^      Es  sei  z.  B.  die  Gleichung 

a:»— ear'  +  lla:— 6=0  oder  {x^\){x—1){x-Z)=ü', 
setzet  man  hier  statt  x,  x-\y^—\,  so  hat  man: 

Damit  nun  u  reell  weide,  muss  der  Factor  des  zweiten  Glie- 
des sieb  auf  Null  reduciren,  und  man  hat; 

d.  h. 

.=a;>-6*«  +  Hl:-6-(3»-6)s«;  3i«-lii;+ll-äf"=0, 


aU  Gleichungen  der  conjugitten  Curven,  nährend  die  Gl 
ehungen  der  Uauptcurve  ^=0  und  x^x^—^a^^Wx — 6  sind. 
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Die  ProjectioD  aitf  die  Ebene  xy  wird  durch  y^=32:*— 120:4-11 
geben 9  welche»  wie  man  sieht,  die  Gleichung  einer  Hyperbel 
t,  deren   Centnim    x^^i,  3f^=0>    und   die   Scheitel   derselben 

Ä=2— -7=ä>  x=r-7Te  oo»  «=2+775?.  und  z=  — 


i  ihren  Coordinaten  haben.    Diese  zwei  Scheitel  treffen  mit  dem 
aximum-  oder  Mioimumpunkt  der  Hauptcurve  zusammen/' 

,,Als  zweites  Beispiel  diene  uns  die  Gleichang 

j;4«.6«»  +  I&r«-30ar+25=0, 

eiche  die  vier  imaginären  Wurzeln  1  J:2V^— 1  und  2J:V~ — i  hat 
an  hat: 

z=ar«— 6if»+18a:*— 3ai?+25  -  (ea:»-iar+18)y*+y«, 

4r»— 18a:»+36j:-30-(4r— 6)y«=0. 
Man  erhält  hier 

mr  x=l;  y=±2;  z=0 
.    far  a?=2,  y=±i;  2=0/' 


Herr  Prof  Dr.  Schulz  von  Strassnifzki  erläutert  nun 
e  beiden  vorhergehenden  Beispiele  sehr  deutlich  und  lehrreich 
irch  zwei  vollständig  ausgeführte  Constructionen ,  und  leitet  dar- 
IS  die  Eigenschaften  der  beiden  als  Beispiele  gebrauchten  Glei- 
rangen  rflcksickslchtlich  ihrer  reellen  una  Imaginären,  gleichen 
1er  ungleichen,  Wurzeln  ab,  wobei  wir  nur  bedauern  ihdssen, 
ISS  wir  diese  Gonstructionen  hier  den  Lesern  des  Archivs  nicht 
ittheilen  kOnnen,  weil  den  Literarischen  Berichten  Figuren  nicht 
slgegeben  werden  können;  und  fährt  dann  auf  folgende  Art  fort: 

,,Herr  Spitzer  hat  vorstehende  Betrachtungen  zunächst  zur 
renzenbestimmung  der  imaginären  Wurzeln  benutzt,  wodurch  die 
erechnung  derselben  wesentlich  erleichtert  wird:  er  erläutert  ler- 
er die  Fälle,  in  welchen  eine  Function  durch  imaginäre  Werthe 
inen  Maximum "  oder  Minimumwerth  erreicht.  Zum  Schlüsse 
ebnt  er  seine  Betrachtungen  und  Methoden  auch  auf  die  Auflö- 
ing  von  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  aus.  Hoffentlich 
erden  die  Mathematiker  das  hier  Dargebrachte  ihrer  Aufmerk- 
imkeit  nicht  för  unwürdig  halten,  und  die  hier  entwickelten  Ge- 
»nken  zur  weitem  Durcbföhrung  in  der  Wissenschaft  bringen.'^ 

Die  nun  folgende  Arbeit  des  Herrn  S.  Spitzer  zerfitllt  in  die 
ilgenden  Abscnnitte: 

1.  Bestimmung  der  Grenzen  der  reellen  und  imaginäreii  Wur- 
sin  einer  Zahlengieichung  höheren  Grades.  —    2.  Betrachtungen 


(ber  die  iumginKrui  Maximum-  und  SdUiiniuoiwartbc  eiaer  Fuhc- 
ikm.  —  3.  AulMiulmug  <It:r  reellßn  uinl  iuiaginiu'eD  WurzWi 
ii&berer  nunieriscber  tilei<.-liungcn  mit  lachrerea  Unbelfaiiaten.  — 
Note  über  dieimaginSrenMaxinia-  und  Minimawerthe  einer  Fuuction. 

Alle  bier  Ecsebeoen  Betrachtungen  zeichnen  sieb  durch  eil» 
vorzüglicbu  Klarlieit  au» ,  (velehe  durcb  die  stet«  betgegetwneii. 
mit  grosser  Mühe  vüllstäadig  ausgerechneten  BeUuiele  uoch  »tbt 
erhöhet  ivird^  so  dass  wir  dieae  Alihandlußg  allen  Lesern  ivi 
Archivs  dringend  zur  fieucbCung  emitfehlen. 

Herr  S.Spitzer  schliefst  aeirie  Arbeit  mit  den  bescheiden« 
Worten:  ,, Sollte  irgend  tiutea  dieser  Anfsats  eutbalten,  ad  g«- 
bfifart  der  Dank  hierfür  tinzig  und  allein  meinem  Lehrer  ilein 
Piof.  Schulz.  Er  war  e»,  der  mich  stets  in  dieser  Wissenscttalt 
leitetete,  und  mit  seinem  Kalbe  unterstatzte.  Ohne  ihn  hätte  lA 
diaHe  Arbeit  wiAl  nie  z«  Stande  gebracht." 

Vergleichen  wir  demnach  den  Anfanc  und  das  Ende  dieM 
TorzttglicneD  Schrift,  |So  haben  ivir  das  hüch^it  erfrevlicbe  BM 
eines  ausgezeichiieteu  Lehrers  uud  treulichen  Schiiters  voi  au, 
von  denen  jeiei  die  Verdienste  des  andern  auf  das  Freudigsie 
und  Innigste  anzuerliennen  sich  bestrebt,  ein  Beispiel  der  Aner- 
kennung gegenseitigen  Werthes,  das  In  unserer  Zeit  nicht  ebtD 
sehr  h&ubg  ist. 

Der  vorhergehenden  Abhandlung  hat  Herr  S.  iSpitzer  seil 
bald  eine  ziveite  folgen  lassen,  unter  dem  Titel: 

SkixzenauB  demUehiete  der  bShereu  Uleichnngei. 

S,on  äimoa  Spitzer,  Assistenten   der  Elementar-  ati 
Oberen  Mathematik  am  k.  k.  L>.*ly  technischen  Inst  itul«. 
Wien.   IHÜO.  4. 

die  sich  den  beiden  vorhergeheiiUen  iu  ivürdiger  Weise  m- 
reihet,  und  von  der  er  selbst  sagt,  dae^  er  in  derselben  Alanuhes 
allgemeiner.  Manches  strenger  aur<;t;lai>st  habe,  als  in  den  l'rübe- 
r«ii.  Aufsätzen,  uud  da:?s  zugleich  manches  Neue  von  ihm  lieige- 
fÜKt  »orden  sei.  Bei  der  Ausdehnung ,  welche  diese  Anzeige 
scniin  erhalten  hat,  müssen  wir  uns  leider  mit  der  folgenden  blas- 
sen  Angabe  des  Hauptinhaltes  begnügen : 

1.  GeonietrisdiesBild  der  binomischen  Gleichungen  z^u"— 1.  - 
3.  Geometrischer  Ort  der  symmetrischen  Functionen  der  Wur- 
zeln. —  3.  Erweiterung  der  Theorie  des  Grüssten  und  Kleinsten: 
(I.  Bei  Gleichungen  mit  Einer  Unbekannten,  b.  Bei  Systemen  von 
Gleichungen  mit  zwei  Uiil>eknnnten.  -c.  Bei  Systemen  Ton 
mehreren  Gteichnngen  mit  mclircren  Unbekannten.  I>en  Scblnss 
dieses  Abschnitts  bilden  Betrachtungen  specieller  Fälle  bei  2"ei 
Gleichungen  hüheren  Grades. 

Mügen  diese  beiden  Abhandlungen  die  Bcuchtung,  welche  sie 
gewiss  recht  sehr  verdienen,  so  allgemein  wie  mriajich  recht  bald 
finden,  und  zu  weitern  Untersuchungen  über  die  Traglichen  wich- 
tigen Gegenstände  reichliche  Veranlassung  geben! 
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Astronomie. 


Populäre  Astronomie.  Von  Ur.  J.  H.  MSdler.  Kafs^ 
rssischem  Staatsrathe  o,  a.  w.  Vierte,  Tnllig  nmge* 
beitete  AuTUge.  Nebst  eitieni  Atlas,  3ÜTafelii  ent- 
Itend.     Berlin.  1S4<.I.  8. 

Ein  Bach,  welcbee  in  einer  vierten  Anflace  Torliegl,  musa  eicb 
'ohi  die  Gunst  des  Puhlikumg  in  vorzüglicoem  Grade  ern'ofben 
ftbcn,  und  ein  Urtheil  darüber  zu  (iillen,  ist  kaum  oocb  an  der 
Bit  Wir  rerkennen  aueh  die  Vorzüge  dieses  Werkef  beineaw^», 
id  sind  selbst  der  Meinung,  dass  dasselbe  in  genisser  Rtk-ksicbi 
>r  den  Maun  vnn  Facb,  der  die  Wissenschaft  schon  kennt ,  last 
Kifa  mebr  Werth  hat  als  für  den  t>lossen  Liebhaber,  »eil  es  eine 
Imge  werthyoller  Zusantnieastellirtigen  über  die  Topographie  des 
Isnetensystems  der  tjonne,  die  Kometen,  die  Fixsterne,  die  N» 
letfleckef  die  Doppelsterne  u.  s.  w.  enthält,  die  man  bis  auf  die 
i^eate  Zeit  herab  kaum  in  irgend  einem  anderen  Werke  vftn 
Ibalicher  Tendenz  in  gleicher  Vollständigkeil  finden  dürfte,  so 
Aass  avefa  uns  selbst  das  Buch  in  dieser  Beziehung  manche  dan- 
bensnetdie  Belehrung  getvahrt  hat  und  öfters  von  uns  zu  Rathe 
{esoeeo  irorden  ist.  Wenn  wir  aber  auf  die  eigentlich  ivissen- 
icbaftliche  Behandlung  sehen,  so  müssen  mr  freilich  offen  beken- 
MD,  dase  ivir  bei  derselben  eine  auf  dem  Wege  der  Beobachtung 
Ben  L«ser  nach  und  nach  zu  einer  vollständigen  Kenntniss  des 
[Tossea  Weltgebäudes  führende  Darstellung,  welche  sp  treu  als 
iSglicb  dem  historischen  Entwicklungsgänge  der  Astronomie  folgt, 
1  gut  wie  ganz  vermisst  haben.  Wir  glanben,  dass  es  nament- 
eil  in  einem  {rouulären  Werke  bei  der  Darstellung  keiner  Wis- 
renschaft  so  zweckmässig  ist,  sich  dem  historischen  Entwickelungs- 
LDge  derselben  möglichst  eng  anzuschliessen  ^  als  gerade  in  der 
edranomie,  und  sind  der  Meinung,  dass  auch  eine  solche  Darstellur 
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nur  allein  für  ein  populäres  astronomisches  Werk  eigne. 
BKii  was  hilft  die  An.abe  aller  einzelnen  Erklärungen  und  Ge- 
itze,  ohne  dass  man  auf  einem  im  eigentlichen  Sinne  beuristi- 
ihen  Wege  zu  denselben  zu  gelungen  sucbt;  ohne  eine  solche 
wristische  Darstellung  sinkt  der  formelle  Nutzen  für  den  Leser, 
IT  doch  gewii«s  immer  auch  sehr  hoch  anzuschlagen  ist,  auf  Null 
(rab,  und  die  Wissenschaft  wird  mehr  eine  Idosse  Sammlung 
on  Notizen.  Sollten  wir  ein  Muster  für  eine  solche  Darstellungs- 
'  I«  angeben,  so  ist  dies  freilich  in  gewisser  Rücksicht  Sacne 
Geschmacks,  wir  aber,  ?od  unserm  Staudpunkte  aus,  wüssten 
,  der  That  Icein  uns  mehr  zusagendes  Buch  anzugeben,  als  die 
fT.eite')  Ausgabe  von  Biot's  Astronomie  pbysique,  in  der 

*y  Die  Deaeatc,  yitit  sclion  bis  zu  licr  atarkoa  Uäcideo  nngewachicne, 
litte  Ausgabe,  die  der  treffliche  honhlieiabrle  Vcifaaier  noch  niclil  su 
nde  geführl  hnt,  tliirfle  mehr  den  HeriürfniBNen  der  Männer  vom  FncE^ 
lUprerhen,  ai^hnn  ihres  gruasEU  Uinfan^BS  we„>en ,  daija  acbun  dfe 
banrie  der  B)iti«L-hen  Inslrinaente  fnit  iwei  ganze  l'h«iU  füU\.. 
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ir'n  immer  eine  nabibal't  popolSre,  udt  eia  äusserst  geringes  tAaam 
mathematischer  Vorkenntnisse  in  Anspruch  nehmeode,  dabei  i 
deich  durch  die  Sprache  buchst  ansprechende  Üarstellong  | 
runden  haben,  und  miMiten  sehr  wanachen,  daaa  einmal  ein 
diesem  Biol'schen  Geiste  verfasstes ,  bis  za  den  neuesten  Entd 
liungen  fortgeführtes  populäres  Werk  erscbeinen  mucfate. 

tjolche  Formeln  nie  rm  vorliegenden  Werke  aua  der  Theo 
der  Planetenhewegung  auf,  S.  100.  ff.,  ohne  allen  Beweis,  «L,^ 
alle  Deduction  angerührt,  und  selbst  durch  numerische  BeispU 
2U  gebraueben  eelehrt  norüea  sind,  hellen  dem  Manne  von  tu 
gar  nichts,  und  dem  ^evcübnlicbeD  Liebhaber  oder  Dtletlanli 
sind  sie  naturlich  bühmische  Uiirfer.  Ungeachtet  aller  AcbW 
vor  den  Verdiensten  des  Herrn  Verfassers  können  wir  «laher 
diesem  Werke  doch  keine  ^anz  glei<;hmässige  Oarstellung  erlH 
nen,  die  den  Iieser  unter  Voraussetzung  der  allereinfachÄt 
Lehren  der  Geometrie  nnd  allenfalls  noch  der  Trigonometrie 
heuristischem  Wege  und  an  dem  Faden  der  faislorischM)  Eal 
keluug  XU  einer  miigticbst  rollständigen  Keimtnitis  des  gr« 
Weltgebäudes  fuhrt,  und  ihm  ein  Staunen  abniitbigt  über  die  tii 
und  Stärke  des  menschlichen  Geistes,  der  —  und  in  d«r  ' 
doch  metstens  auf  ziemlieb  einlache  Weise,  wenn  man  ntcU  Ita 
in  die  tiefsten  Tiefen  hinabzusteigen  beabsiehti^t  —  Mittel  M 
Wege  fand,  in  die  Geheimnisse  des  Weltalls  eiRzsdrin^eB, 
bei  aller  seheinbaren  Unregelmässigkeit  der  siebtbaren  B«ire{ 
gen  der  Weltkörper  die  streng  gesetzn lässige  Ordnung  den) 
zu  erkennen,  ivefche  der  grosse  Urheber  desselben  mit  bo  g 
ser  Weisheit  darin  einführte.  Absichtlich  kehren  vvir  aber  ni 
mals  KU  den)  Eingange  dieser  Anzeige  zurück,  und  erkennen  wie- 
derholt gern  an.  dai^s  dieses  Werk  in  Uezug  auf  die  Topographie 
des  Himmels  sebr  iverthvolle  Zusammenstellungen  enthält,  die 
ntan  in  einem  anderen  ähnlichen  Buche  schwerlich  in  gleicher,  bis 
auf  die  neuesten  Zeiten  herabreichender  Vollständigkeit  fiiiden 
dürfte. 

Abriss  der  praktischen  Astronomie,  Vorzüglich  in 
ihrer  Anwendung  auf  geographische  Ortsbestimmane 
von  Dr.  A.Sawitsch,  Professor  der  Astronomie  an  der 
Kaiserichen  Universität  zu  St.  Petersburg.  Aus  dem 
Russischen  übersetzt  von  Dr.  W.  0.  Götze.  Mit  meh- 
reren im  Originaliverke  nicht  vorhandenen  vom  Herrn 
Verfasser  nachgelieferten  Zusätzen  und  Erweiterun- 
gen.    Erster  Band.     Harn  b  urg.   1850.  8. 

Schriften  über  praktische  Astronomie  besitzen  wir  namentlich 
Im  Deutschen,  nur  wenige.  Denn  ausser  dem  .llteren  Werke  von 
ItÜssler  und  dem  neueren  von  Jahn  wüsste  ich  in  der  deutschen 
Literatur  kein  Werk,  nelches  diesem  wichtigen  Gegenstande  aus- 
schliesslich gewidmet  wäre,  wenn  auch  freilich  in  vielen  astrono- 
mischen Schriften  trefßiche  Anleitungen  zn  astronomischen  Be- 
obachtungen und  Rechnungen  enthalten  sind,  vor  allen  in  den 
Künigsberger  Beobachtungen,  in  B  oh  nenberger's  wenn 
aocb  älterer,  doch  immer  noch  klassischer  Anleitung  zur  geo- 
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hen  Ortshestimmung  vorzüalich  mittelst  des 
piegei-Sextanten.  in  Uümkur's  Handi>ucfa  der  Schiff- 
thrtslcunde,  in  den  verschiedenen  OHtronomtschen  Zettschriften, 
^  s.  \e.  Aher  ein  Werk,  welches,  hauplsäcfallch  in  Bezug  auf 
feographische  Ortabestimnuing,  die  neuere  Beobachtungekunst  in 
iemlicber  V'ollständig)<eit  lehrte,  besitzen  nir  nicht,  und  die- 
BDi  Bedürfnisse  hiin,  glauben  ivir,  das  bis  jetzt  in  seinem  ersten 
lande  uns  vorliei;ende  Werk  des  Herrn  Prcfessor  Sawitsch  in 
■seezeichneter  Weise  ab.  Der  Herr  Verfasser  hat  sich,  ohne 
P'eitschweifiskeit,  grosser  Deutlichkeit  und  müglichster  Einfach- 
Nt  in  der  Darstellung  befleissigt,  auch  eine  müglichst  geringe 
kDzahl  von  Vorkenntnissen  vorausgesetzt,  indem  die  Trigonometrie 
nd  die  leichtesten  Lehren  der  Differentialrechnung  zum  vollstandi* 
eo  Versiftndniss  dieses  Werks  fast  allein  hinreichen,  namentlich 
Uch  der  Gebrauch  der  analytischen  Geometrie  bei  der  Bestim- 
mag  der  Fehler  der  Instrumente  u.  s.  w.  fast  ganz  ausgesi^hlos- 
en  worden  ist,  was  wir  bei  einem  Werke  von  der  Tendenz  des 
DTÜegenden  nur  billigen  können;  die  beschriebenen  und  zu  be- 
tätigen gelehrten  fnstrmnente  sind  fast  nur  die  jetzt  mit  Recht 
nd  zum  grossen  Nutzen  der  Wissenschaft  so  weit  und  allgemein 
erbreiteten  transportablen  Instrumente,  von  denen  auch  immer  sehr 
•Utlicfae  Abbildungen  gegeben  worden  sind;  die  Formeln  sind 
ieht  etwa,  wie  inmuncnen  anderen  eine  praktische  Richtung  ver- 
blgenden  Werken,  bloss  angegeben,  sondern  immer  mit  binreiclien- 
tor  Vellständi|;keit  vollständig  abgeleitet,  wodurch  natürlich  die 
i^Mtlich  wissenschaniiche  Gestalt  des  Buchs  sehr  gewonnen 
«t  «iid  dasselbe  von  dem  Herrn  Verfasser  zu  einem  wahren 
■elirbucbe  gemacht  worden  Ist,  in  welchem  man  selten  über  einen 
togensland,  in  dem  auf  dem  Titel  und  durch  die  ganze  Tendenz 
its  Buchs  Torge zeichneten  Kreise,  vergebens  Rath  und  Belehrung 
aebon  wird;  alle  bebandelten  Aulganeu  sind  durch  numerische 
Ifflspiele  deutlich  erläutert;  übrigens  trägt  das  Werk  ganz  den 
Hempel  der  Eigenlhflmlichkeit,  und  Herr  Professor  Sawitsch 
Mt  auch  manche  ganz  neue  Methoden  beigefügt,  wie  man,  um 
iwr  Eines  zu  erwähnen,  z.  B.  aus  dem  Anhange  zum  dritten  Ab- 
cbDlttet  „über  eine  etwas  veränderte  Anwendung  der  Bessel' 
eben  Methode  zur  Bestimmung  der  Polhühe  durch  das  Ourch- 
[anas-lnstrument,  nebst  einem  Beispiele"  sehen  kann.  Kurz  wir 
lad  der  Meinung,  dass  Herr  Prufessor  Sawitsch  durch  Heraus* 
•b0  dieses  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  Werks  nament- 
cb'  nm  alte  die,  welche  ans  Neigung  oder  Beruf  geographische 
Msbe  St  immun  gen  zu  machen  sich  anschickeu  wollen,  em  wafa- 
W  Verdienst  erworben  hat,  und  danken  ihm  in  deren  Namen  hier 
pafrichtigst  dalilr.  Gleichen  Dank  verdient  aber  ;iuch  der  Herr 
febersetzer  liir  die  Verpflanzung  dieses  Werks  auf  deutscheu  Bo- 
INI,  weil  dasselbe  sonst  gewiss  vielen  deutschen  Beobachtern 
anz  unbekannt  geblieben  sein  wurde.  Da  wir  der  russischen 
Ipracbe  ganz  unkundig  sind,  und  auch  das  Originahverk  nicht  vor 
ns  liefen  haben,  so  können  wir  freilich  ein  eigentliches  Urtheil 
ber  die  Uebersetzung  nicht  aussprechen ;  aber  so  viel  können  wir 
IBS  vollkommenster  Ueberzeugung  versichern,  dass  dieselbe  sich 
MHZ  wie  ein  Originalwerk  lies't,  und  fugen  daher  nur  noch  hinzu, 
OBSs  auch  Herr  Professor  Sawitsch  selbst  die  üebersetzung 
■RMIaii    durchgegangen   und  laut  det  Vorrede     öt«    Stvt^d&it  *i'a*  i 


Urtheil  gefällt  hat:  „ilase  (iberall  der  Sinn  des  Kasviscben 
Originales  trou  und  sdiarT  wiedergegeben  sei"  wa»  ja 
bei  der  Uebcrsel^ung  eines  matbema tischen  Werkes  eigenttiä  II 
Alles  ist,  nas  man  verlangen  kann.  Ausserdem  hat  die  Uebw  ~ 
Setzung  durch  manche  Zusätze  des  Herrn  Verfassers  wirkliebe 
Vorzüge  vor  dem  Originale.  Bei  einem  Werke  wie  das  virüe' 
gende,  hallen  nir  uos  eu  einer  etn'as  genaueren,  als  dies  sodbI 
in  diesen  literuriisthcn  Berichten  zu  geschehen  pflegt,  Angabe  s» 
ncs  Inhaltes  verpflichtet,  die  wir  im  Folgenden  uns  zu  geben  m- 
tauben : 


S.  1.  Einleituna.  Diese  73  Seiten  starke  Einleitung  eel- 
hält  aus  der  theoretischen  Astronomie  alles  dasjenige,  was  am 
Versländniss  der  verschiedenen  |iraktischen  OperatioDen  nolk 
wendig  ist,  also  die  wichtigsten  allgemeinen  astronomischeB  Be- 
griffe; die  Lehre  von  der  Zeit;  die  Lehre  von  den  CoBstantM, 
welche  bei  der  Reduction  des  scheinbaren  Orts  eines  Ges&u 
auf  seinen  mittlem  Ort  angewandt  werden;  die  Lehre  tor  der 
astronomischen  Strahlenbrechung,  von  der  Parallaxe  ,  die  Theorie 
des  astr OD 0 mischen  Fernrohrs,  die  Theorie  des  Niveaus,  inun« 
mit  bestimmter  Riickxicht  auf  das  Praktische,  worunter  aauh  selbst 
geübte  praktische  Ästronomen  manches  für  sie  Lehrreiche  &adu 
werden.  —  S.  74.  Erster  Abichntlt.  Beschreibung  anl 
Gebrauch  der  Instrumente.  Die  in  diesem  Abschnitte  b*> 
scbriebenen  und  in  jeder  Beziehung  vollständig  theoretisch  behafr 
delten  Instrumente  sind  das  Durchgangs -Instrument,  der  astroD» 
mische  Theodolit  und  das  Universal- Instnmient.  Die  Tbeorit 
dieser  luslrumente  ist  so  vollständig  gegeben,  dass  kein  Umstand, 
den  die  neuere  Beobachtungskunst  zu   berücksichtigen    für   nöthifl 

gefunden  hat,  unberücksichtigt  geblieben  ist.  Ausserdem  enthält 
ieser  Abschnitt  sehr  schone  Belehrungen  über  die  Fehler  der 
Grad th eilungen  der  Instrumente  und  den  Gebrauch  und  die  Be- 
handlung der  astronomischen  Uliren.  —  S.  343.  Zweiter  Ab' 
ichniit.  Bestimmung  der|  Breite  und  der  Zeit  darcb 
die  Messung  von  Zenithdistanzen.  Bestimmung  der  Breite 
aus  Circummeridian  -  Hüben.  Bestimmung  der  Breite  durch  den 
Polarstern.  Zeitbestimmung  aus  Zenithdistanzen.  Zeit-  und  Bra- 
tenbestimmung, wenn  beide  unbekannt  sind.  Zeitbestimmung  aal 
correspondir enden  Hüben.  Ausserdem  enthält  dieser  Abschnitt 
noch  viele  buchst  lehrreiche  und,  wenn  durch  die  Beobachtuni^ 
inogliciist  genaue  Resultate  erzielt  werden  sollen,  höchst  wichtig* 
allgemeine  Betrachtungen.  ~  Dritter  Abschnitt.  Zeit-  und 
Breiten-Bestimmung  mittelst  des  üurcbgangB-lnstra- 
ments.  Allgemeine  Theurie  des  Durchgangs- Instruments.  Zät- 
Bestimmung  durch  Beobachtungen  am  Durchgangs  -  Instrumente: 
1,  Wenn  das  Instrument  im  Meridian  aufgestellt  ist.  3, 
Im  Vertikale  des  Polarsterns.  Allgemeine  Bemerkungen  über 
die  verschiedenen  Methnden  zur  Zeitiiestimmung.  Bessel'sche  Me- 
thode die  Polhühe  durch  das  Durchgangs -Instrument  zu  bestim- 
nea.  Praktische  dabei  zu  befolgende  Kegeln  und  Beispiele.  An- 
hang zur  ßessel'scben  Methode  vom  Verfasser  mit  einem  Beispiel*- 
Fierter  Abschnitt  Von  der  Bestimmung  des  Azi- 
mutbs  eine«  gegebenen    Irdischen  Gegenstandes,    fi*! 
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Stimmung  der  Zeit  und  des  Azimnths  ans  den  gemessenen  Azi- 
muth  •  iMerschieden  Von  Gestirnen.  Ueber  den  Einfluss  der 
tllgliehen  Aberration  auf  die  verschiedenen  Polar -Coordtnaten  der 
Gestirne. 


Wir  sehen  dem  Erscheinen  des  zweiten  Theils  dieses  Werks, 
welcher  u.  A.  auch  die  Gauss'sche  Methode  zur  Berechnung  der 
Sonnenfinsteniisse  enthalten  wird,  mit  grossem  Verlangen  entge* 

Sn,  und  werden  dann  sogleich  über  denselben  Bericht  erstattenv 
Csen  die  Leser  des  Archivs  die   grössere  Ausführlichkeit  der 
▼ornergehenden  Anzeige,  als  sonst  in  diesen  literarischen  Berichten 

{gewöhnlich  ist,  mit  der  Wichtigkeit  des  vorliegenden,  reiche  Be- 
ehruog  gewährenden  Werks,  durch  dessen  Herausgabe  der  ge- 
ehrte Herr  Verfasser  sich  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst  erwor- 
ben hat,  und  das  gewiss  wesentlich  dazu  beitragen  wird,  dass 
wir  bald  noch  mehr  genaue  geographische  Ortsbestimmungen  er- 
halten werden,  als  dies  bis  jetzt  schon  der  Fall  ist,  entschuldigen. 
Wir  haben  es  zugleich  für  unsere  Pflicht  gehalten ,  durch  die 
obige  ausführlichere  Anzeige  zu  einer  möglichst  baldigen  weiten 
Verbreitung  und  ßekanntwerdung  dieses  verdienstlichen  Werks 
das  Uosrige  nach  Kräften  beizutragen. 


IV  a  u  t  i  k. 


Handbuch  der  Schiffahrts-Kunde  mit  einer  Samm- 
lung von  Seemanns  •  Tafeln,  zwei  Seekarten,  zwei 
Sternkarten  und  einer  magnetischen  Karte.  Im  Auf- 
trage der  Hamburgischen  Gesellschaft  zur  Verbrei- 
tung mathematischer  Kenntnisse  v  erfasst  von  C.  Rum- 
leer,  Director  der  Sternwarte  und  Navigations-Sch'ule 
SU  Hamburg  u.  s.  w.  Fünfte  mit  stereotypirten  Tafelii 
versehene  Auflage.    Hamburg.    1850-  8. 

Wir  freuen  uns  ungemein,  das  von  uns  im  Literarischen 
Ber.  Nr.  XXII.  S.  340.  über  die  im  Jahre  1844  erschienene  vierte 
Auflage  dieses  ausgezeichneten  Handbuchs  ausgesprochene  vor- 
th eilhafte  Urtheü  durch  das  so  baldige  Erscheinen  der  vorliegen- 
den fünften  Auflage  so  vollkommen  bestätigt  zu  sehen.  Zugleich 
ist  uns  das  so  baldige  Erscheinen  dieser  neuen  Auflage  ein  sehr 
erfreulicher  Beweis,  dass  die  wissenschaftliche  Beschäftigung 
mit  den  nautischen  Wissenschaften  immer  mehr  Theiinahme 
findet  und  an  Verbreitung  gewinnt.  Natürlich  gilt  von 
dieser  neuen  Auflage  altes  das,  was  wir  a.  a«  O.  über  die 
vierte  Auflage   gesagt  haben,  und  wir  wüsatexk  \6u«t  ktoAv^v^ 


der  Tbat  ictzt  iiicbts  weiter  Mnzuzufiif^en,  als  die  folitende  knnt 
Anzeige  üer  Verbesserungen  und  Verniehrungeii  der  fünftpn  Äut 
löge.  Seite  ä03— ^96  sind  die  zalitieicheu  auf  Hamburger  ScliiF 
(ea  angestellten  masnelischen  Beobacb tunken  aur^enomnieii  «» 
den,  und  der  iJerr  Vf.  Hndet  in  diesen  neohacbtungen  den  Be- 
weis, dass  sein  in  der  Vorrede  RUt  vierten  Auflage  ansigesprochfr 
nai  WuitiMsb,  ein  Observationa-Bucfa  auf  Si-liiffon  eingeführt  m 
eebeni  wenigstens  tbeiln'eise  in  Erfüllutig  gegangen  sei.  unter 
den  Verbessertmgen  weiset  der  Herr  Vf.  vnrzugHweise  aitf' det 
8.  258.  von  ihm  gemachten  Vorschlag  hin,  statt  der  wahren  IH- 
Btanz,  die  wahre  Kectascensioii  des  Monds  ans  der  heobachtelcb 
Dkstane  zu  berechnen,  weil ,  abgesehen  von  der  dndurcfa  in  der 
Ephemeride  erüparten  Seiletizahl,  die  Verändenrng  der  schoa 
von  Stutide  zu  Ntiinde  im  iNautical  Almanac  angeriehenen  Hect» 
sGension  dfs  Mundes  der  Zeit- Aenderung  mehr  proginrtifuial  iri, 
als  es  die  der  kleinen  Distanzen  dei«  Mondes  von  ausserhalb  si^ 
ner  Bahn  gelegenen  FiKsternen  iwid.  I>ass  die  nautischen  Tafeb 
ihrem  griHisert>n  Theile  nach  sternntypirt  n-orden  sind,  ist  jf^ 
mss  auch  ei»  Vorzug  der  neuen  Ansgaoe  vor  der  älteren.  * 


-Muge  dieses  verdienstliche  Ruch  rnrtTitbren,  griiniHtctw' riB- 
tische  Kenntnisse  so  alliiemeiii  nie  niiiglich  unter  dem  betreSen- 
den  Pulilikum  zu  verbreiten, 


-In .ir>i  R 


llerichtigung. 


In  dem  vnrfieTKiJiFnilRii  I.ileraritciien  llt^irhte  Kr.  LVIll.  möiaeit 
$ic  iUaxntilHii  286.  2HT,  288.  u.  r.  w.  Zia  hpUsRn :  '86,  T8T,  789.    n.  i 

lUÜ,  was  nian  getTlIlIgit  in    terbe»Hi-rii  MtlHt. 


U.l'.^llll'     .  Vi. 
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Ijlterarlidclier   l^erleht. 


Oeometrie. 


Grenz  -  ßestimmungen  bei  Versleichungen  vod 
Kreisen^  welche  von  demselben  Dreieck  abhätigig 
«ind,  sowohl  unter  sich  als  auch  mit  dem  Dreieck 
selbst  von  Dr.  D.  E.  L.  Lehmus,  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Köuigl.  Artillerie*-  und  Ingenieurschule 
u.  8.  w.  zu  Berlin.    Leipzig.    1851.    8^.    10  Sgr. 

Dieses  Schriftchen  enthält  acht  Aufgaben,  die  wir  angehen- 
den Mathematikern  zur  Uebnng  empfehlen.  Wir  wollen ,  um  diese 
Aufgaben  im  Allgemeinen  einigermassett  zu  charakterisiren «  die 
eirste  und.,  die  siebente  angeben«  indem  wir  bemerken,  dass  a, 
ß,  y  die  Winkel  des  Dreiecks  bezeichnen,  wobei  die  a  gegen- 
tSberstehende  Seite  stets  als  Längeneinheit  jangenommen  ist.  We^en 
der  übrigen  Aufgaben  erlauben  wir  uns  die  Leser  auf  das  empteh- 
Itingswerthe  Sehr! Rehen  selbst  zu  verweisen.  Erste  Aufaahe, 
Der  Inhalt  des  um  ein  Dreieck  beschriebenen  Krei« 
ses  soll  sich  zu  dem  in  dasselbe  eingeschriebenen 
Kreise  wie  n^:l  verhalten.  Zu  bestimmen:  I.Die  Glei- 
chung zwischen  a,  ^,  y  und  n«  U.  Die  Grenzen  für  n. 
ni*  Die  Relation  zwischen  a  und  n,  wenn  y=90^  sein 
soll.  IV.  Die  Gleichung  zwischen  y  und  n  fürs  gleich- 
schenklige Dreieck,  also  für  a=|3.  V«  Die  Abhängig- 
keit der  VVerthe  von  a  und  n  von  einander,  wenn  über- 
haupt     entsprechende     Dreiecke      existiren     sollen. 

Band.  XV.  «c»^ 


VI.  Nuiucriacbe  Bei8[>iele.  —    Siebente     Aufgabe.     Dl« 
Summe    der    FlächeDräum  e     der    vier   die    ::ieiteQ    dei. 
selben    UreiecLe    tangeutiretideu    Kreise    nnd   der  d 
um    dieses   Dreieck  beschriebenen    Kreises  soll  ein 
gegebenen     Zahl     p=;mx     gleicb     weiden.     Zu   beati 
men:      1.     Die     Gleiubung      zwischen     u,     ß,    y  und 
II.    Die    Greuzen     für    m.       lU.    Die  Vergleicbung    ■« 
sehen     u     uud     w,      wenn     y  =  90»     sein     ^oll.       IV.  Die 
Vergleicbung    «wischen     y     und    m,     wenn     a^ß    m 
den     soll.       V.    Für    nelcbe    Relation    zniächen    a  ni 
TU  überhaupt  aus  I.  einem  Dreieck  entsprechende  Wit 
thet'üijS   sich  ergeben    können.     VI.    Numerische  Bei 
spiele.    —     Man  sieht  schon  aus  diesen  beiden  Aufgaben,  du 
diese   kleine  Schrift,     wenn  auch   im  tianzen  nur  acbt  AuTgabei, 
doch,  wenn  dieselben,    wie  es  in    der  Schrift  selbst  sehr  swed- 
massig  geschehen  ist,    weiter  zergliedert  werden,    eineo  ziemlieb 
reichen    Stoff    von   Uebungen    darbietet.     Es   macht    uos  Pregtlft 
aus  dieser  Schrift  zu  sehen,   dass  der  geehrte  hochbejahrte  Ben 
Verfasser  immer  noch   rüstig  fortfährt,    ausser  durch  mfindliclieil 


IV  a  u  t  i  k. 


Cours  complet  ä  l'usage  des  offlciers  de  la  ma 
marcbande,  par  Levret  aine,  Professeur  d'Hydro, 
nhie  de  premiKre  classe  au  Havre.  Premiere  Pai 
Arithm^tique.  Paris.  lS4y.  8.  —  Ueuxieme  Partie.  Ge- 
ometrie. Paris.  1S50.  8.  —  Troisieme  Partie.  Nav' 
tioii.  Paris.    1850.  8.    Alle  drei  Theile  4  Thlr.  lO  Sg 

Die  beiden  ersten  Theile  dieses  Werks  enthalten  die  gen 
liehen  Elemente  der  Arithmetik,  der  ebenen  Geometrie,  der  Sie- 
reometrie  und  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  ohne  | 
dass  dabei  auf  die  besondere  Anwendung  dieser  Wissenschaßen 
in  der  Nautik  irgend  Rücksicht  genommen  worden  wäre,  wiu 
doch  namentlich  z.  B.  in  der  Stereometrie  hätte  hin  und  wieder 
der  Fall  sein  kiinnen,  in  Bezug  auf  näherimgswelse  Inhaltsbercch- 
auagen  u.  dergl.  JJer  dritte  Theil  enthält  die  „!Va  viga  tiou' 
wie  die  Franzosen  sagen,  d.  h.  die  Steuermannskunde  (Pilo- 
tage).  Die  erste  Abtheilung  enthält  einen  „Precis  de  Phy- 
si  qu  e  ",  worin  wir  in  ziemlich  bunter  Weise  das  Parallelogramm  der 
Kräfte,  die  allgemeine  Attraction,  die  Centrifugalkraft,  das  Prin- 
cip  des  Archimedes,  das  Barometer,  die  Pumpen,  etwas  von  der 
Wärme  mit  Einschluss  des  Thermometers,  die  Magnetnadel,  die 
Gesetze   der   Reflexion  und  Refraction,    die  Bstronomische  Strah- 
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lenbrechuDS,  and  io  Verbindung  mit  dem  Vorhergebenden  die 
oautischen  Instrumente  (Sextant»  Spiegelkreis,  Vemier,  Compass) 
und  die  Dampfmascbine  finden.  Aber  Ober  die  für  den  Seemann 
so  wichtigen  Elemente  der  Statik,  Ober  den  Schwerpunkt,  über 
die  einfachen  Maschinen  u.  &  w.  kommt  in  diesem  „Pröcis  de 
Physique^^  gar  nichts  vor,  was  gewiss  nicht  gebilligt  werden 
kann,  wenn  der  Verfasser  einmal  die  Grundlehren  der  Physik 
fai  sc;in  Werk  aufnehmen  wollte,  wovon  wir  uns  Gelegenheit  zu 
nehmen  erlauben ,  das  in  höchst  eleganter  ganz  elementarer  Weise 
▼erfiEuiste  Werkchen  des  berühmten  Monge:  „Trait^  öiömen- 
tnire  de  Statique  ä  Tusage-des  ecoTes  de  ia  marine  par 
Gnupard  Monge.  Cinquieme  Edition.  Revue  par  M.  Ha- 
che tte.  Paris  1810.  8.  hier  wieder  in  Erinnerung  zu  brin- 
gen, da  es  zu  nnserm  grössten  Bedauern  fast  vergessen  zu  sein 
scheint.  Auf  den  „Präcis  de  Physique'^  folgt  ein  „Pr^cis 
d'Astrononiie^*  der  uns  auch  nicht  mehr  als  der  „Precis  de 
Physique^'  befriedigt  hat,  und  dann  kommt  auf  pag.92.bispag.232. 
die  eieentlicbe  „Navigation'^  oder  „Astronomie  nautique**. 
Wir  glauben  uns  einer  ausführlichen  Inhaltsanzeige  dieser  Abthei- 
Inng  enthalten  und  mit  der  allgemeinen  Bemerkung  begnügen  zu 
können,  dass  in  derselben  die  gewöhnlichen  Lehren  der  Steuer- 
mannskunde in  einer  ziemlich  guten  Ordnung  und  in  deutlicher 
und  einfacher  Darstellung  enthalten  und  überall  durch  zweckmäs- 
sige Beispiele  erläutert  worden  sind,  so  dass  wir  diese  Abthei- 
lang  dem  Seemanne,  der  nichts  Neues,  sondern  bloss  das  Gewöhn- 
liebste  seiner  Wissenschaft  und  Kunst  sucht,  wohl  empfehlen 
können,  bemerken  jedoch,  dass  über  die  Aufnahme  von  Küsten 
u«  dergl.  gar  nichts  in  diesem  .Werke  enthalten  ist.  Der  im  Li- 
terat. JBer.  Nr.  LI.  S.  708.  kurz  angezei&t^  Trait^  el^men- 
taire  de  navigation  ä  Tusage  des  oniciers  de  la  marine 
militaire  et  de  la  marine  du  commerce  par  V.  Caillet. 
T.  I.  II.  Brest  1848.  1846,  8.  enthält  alles  dem  Seemann  zu 
wissen  N5thige  weit  vollständiger  und  in  wissenschaftlicherer  Dar- 
stellung als  das  vorliegende  Werk,  und  wir  erkennen  dessen  Vor- 
züge vor  manchen  anderen,  namentlich  französischen  Werken 
desto  mehr,  je  mehr  und  je  länger  wir  uns  desselben  bei  eige- 
nen Studien  bedienen ,  wesbaib  wir  die  Liebhaber  der  Nautik  hier 
noehmals  auf  denselben  uns  aufmerksam  zu  machen  erlauben,  weil 
wir  insbesondere  a.  a.  O.  uns  nur  mit  einer  ganz  kurzen  Anzeige 
begnügen  musä»ten« 
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